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杰 书 包括 了 数学 发 展 过 程 中 徽 积分 的 主要 内 容 。 内 数学 历史 
素 进 , 征 积 分 的 产生 标志 车 从 官 等 数学 到 高 等 数学 的 飞跃 。 高 等 
数学 的 研究 对 象 和 万 法 有 月 己 表 显 的 特点 。 高 等 数学 和 初等 数学 
RREPERI, 供 也 存在 善 许多 本 质 上 的 差别 。 我 们 在 
这 里 准备 浇 显 地 襄 明 一 下 高 等 数学 研究 的 对 象 和 方法 具有 吨 些 主 
要 的 特点 ,高 等 数学 和 初等 数 誉 的 联系 与 差 甸 ,以 及 我 们 学 习 高 等 
数学 时 需要 明确 的 一 些 主要 间 题 ， 芒 便 尾 者 一 开始 就 能 密切 地 注 
WAAL E 

EFREN R A R R 2E AR E E E aE? 

SETTSIEDS—CUEGEOYARBSETISR. TAERE, MTER 
的 进步 , 也 推动 了 数学 的 发 展 。 我 们 知道 , ERE, 机械 学 、 
航 竹 学 .物理 学 .力学 提出 了 讨 多 新 的 问题 ,如 :运动 着 的 物体 的 速 
度 和 和 汇 的 运动 规律 有 怎样 的 关系 ,天体 是 治 闭 怎 样 的 雪 江 运行 的 ， 
不 规则 图 形 的 面积 念 样 家 算 等 等 。 这 些 癌 题 就 要 求 有 新 的 数学 工 . 
具 来 解决 ,我 们 可 这 从 下 面 几 个 具体 例子 床 说 明 。 

HI] S MSESHRIEERE 

s=, 
3 是 物体 运动 的 路 程 , o ERR RU: RR 01 a 
间 物 体 的 可 虐 是 和 多少 。 遇 就 是 物理 学 中 所 请 的 瞬时 巡 度 是 和 多少。 

利用 者 等 数学 的 知 咒 ， 很 容易 计算 出 某 一 眉 时 间 癌 晴 内 这 个 
物体 运动 的 “下 均 速 度 ” ,那么 ,我 们 就 从 太 究 笠 均 速度 入 手 。 但 不 
能 只 计算 一 个 或 凡 个 平均 速度 ， 而 下 有 选择 地 旗 算 一 速 囊 的 平均 


? Ho d 
EE, 观察 它 翁 恋 化 的 趋势 。 Din A SERM TE 1.5 £e nS 3 
3E HE 


= EF 一 8 3.375—1 


mo y TETOR, P, 
再 算出 1p 1.2 p ETRE 


ast 02571 c8 Gao ok ig, 
BEBE HDR p : 
1 种 到 1.1 种 间 的 半 均 速度 v3.310 I / fh. 
lf391.01 称 央 的 平 询 速 庆 居 一 3.030 2k Ho, 
1 £533] 1.001 fb] z 393€ HE. v; 7:3. 008 2K Er, 
"PERTH. PREE vo M Sh MRS eme, 当时 网 
ii MRR, e. 就 越 校 
TRITTER RE. 从 
# 壕 平均 速度 的 趋势 看 来 ， 
f 一 工科 时 的 瞬时 速度 天 体 .上 
de BK, 
[£421 AT LT d 3E 
— BEER S T- IHE IH Y XA — 
THE: 边 长 1 分 米 的 正方 
JE BbROBERECR 0-0-D , 前 去 
图 o-o 8H SE s e lo — Tr a2 m 的 无 
SE.) e BERR S F BERNA ARR? 
不 难得 出 容积 了 AR A c 满足 以 下 公式 : 
| Fesil, 


当 取 n= ob ipod pOBIOME 


E! 


Ho 05 8 
F 0.0045, 0.0160, 0.0870, 0,0720, 0.0715 (92K, 
这 些 容积 V (A 0-0-2) Bl x ELITE, M o 由 大 变 小 时 ， 
六 相应 地 由 小 到 天 再 由 大 到 小 。 AT, 我们 可 以 看 出 最 大 体积 他 
大 体 上 是 出 现在 ~ 二 及 “一 十 之 阳 。 和 如果 在 2 一 言及 J 一 地 之 
RUE — di CH , 算得 更 和 此 ,那么 我 体 对 于 什么 时 候 容积 最 大 ， 
会 看 得 更 准确 些 


图 0-0-2 


[ 例 3] 现代 科学 技术 常 要 求 我 们 计算 许 雪 不 规划 图 形 的 面 
AR CER 070-8) 2 MER, BTALA , sr teo RS 我 们 来 计算 一 


4 入 — 3 
A RES BRE USD D RET" frDB EMO AT. TRE a? 的 
一 部 分 (图 0-0-4。 
利用 初等 数学 中 的 方法 ， 我 们 按 
REB 0-0-5 PARNER S Ah M IE. 
Ji ETR RE FERMA k 
EB, SFERIA EAT AEH — ui 
HE AISEEE AH zc sa fE E D 
fis SEURE A sa 不 等 于 所 求 的 
图 0-0-4 BUERE, MEERDERE 
BAN, s, BEREE TERR h H 0-0-5 
所 示 可 以 看 出 , 所 求 面积 的 值 大 体 上 在 E 左右 。 
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APL FP PEERIPEZEBUE : 

1. HEISE T. HAE REU — R RECS Dt R2 C, f FI. SC 
A (ef s Ree b R, E b Acte to eb ik TD DABIS FR 
EEA IR DATED DI GRE RP EPNEO 例如 做 金子 吧 , MIGA 
学 的 办 法 ,只 能 作出 有 展 个 愈 子 来 加 尽 比 较 ; 再 如 求 速记 吧 , 初等 
数学 只 能 够 考 卡 某 个 时 间 则 随 内 的 不 均 涡 度 ; 因此 初等 数学 只 能 
孜 立 地 震感 某 个 片断 。 

2. 这 一 类 问题 部 要 求人 们 具有 这 样 的 一 种 观念 , 那 就 是 必须 
在 变化 的 过 程 中 来 考虑 问题 。 无 险 如 何不 能 只 考虑 一 个 片断 , 而 
应 芒 游 号 前 后 联系 和 变化 的 发 展 。 例如 做 食 子 吧 , ATARE 
有 限 个 盒子 上 ， 而 应 该 在 容积 的 变化 过 程 中 来 我 胆 一 个 共有 最 大 
容积 的 庶子 。 

由 于 大 量 类 但 的 问题 需要 解决 ,从 而 产生 了 高 等 数学 。 

虽 风 如 此 ,初等 数学 在 很 多 的 声 合 下 仿 但 起 着 重要 的 作用 ,但 
泥 总 有 一 定 的 局 展 性 ,从 上 面 的 问题 中 我 们 也 看 列 了 这 一 点 。 

高 等 数学 的 方法 和 初等 数学 的 方法 根本 不 同 ， 它 要 求 在 变化 
的 过 程 中 来 掌握 变量 的 实质 。 达 样 , 谣 需 要 洞察 过 程 的 全 铬 , 叉 需 
要 作 极其 精 竹 的 分 析 ， 往 往 要 研究 在 某 一 点 极其 微小 的 附近 变 最 
变化 的 情况 。 作 个 警 咏 , 一 个 好 的 短跑 教练 ,他 不 仅 要 洞察 整个 跑 
步 过 程 的 怒 貌 (从 起 点 到 半点 ) MARERA 
的 分 析 。 例 如 必须 仔 种 分析 起 跑 动作 以 及 艇 点 冲刺 动作 。 

瘤 了 作 进 一 步 说 明 , 我 全 再 举 一 个 例子 。 

[D] 和 “和 如同 第 二 个 例子 一 样 ， 诗 算 下 面 两 个 曲 边 梯形 的 面 
积 ,我 从 得 到 如 图 0-0-6 所 示 的 一 系列 短 形 面积 的 和 。 

这 些 和 数 ， 随 着 分 割 全 来 态 密 ， 也 就 念 未 合 接 近 于 所 求 的 面 
Pi, 从 图 中 我 们 看 到 , y=- 的 屠 块 曲 边 梯形 面积 , KEE 


6 +E f 


2, y= AH HE SD CERT BUALRG BRICK | 以致 求 不 出 这 
RER HCBPAMRUE RUNE LERE, BO Fd — IBEX 
RART — 1 M BORCR HRW? 


BH 0-0-6 
这 是 因为 在 0 点 出 了 问题 ， 如 果 我 们 不 去 算 0 I 1 RAPIT 
积 , RAE Dl, 或 从 3 IL 从 于 到 工 等 等 之 间 的 面 竹 , 可 


SPI S FERRAR. AERTS, 只 机 把 0 点 除去 , 计 
算 只 某 个 定数 97-0 到 1 的 那 块 面积 , 直观 上 告 齐 我 们 , JC dRDULIR 
一 个 图 形 这 个 面积 一 定 是 存在 和 的。 


Hd d 
Dic, 2o 11888 LXLAPEESES NURUE SUC ACE A EE 
地 研究 9 ARRIERE y- Jz YA EB y LL RIPEN , d, RAHE 


z 
RFEA OT, 才能 彻底 弄 清 楚 问 题 的 实质 。 

从 圭 面 所 裔 ， 使 我 们 初步 了 解 高 等 数学 的 特点 和 它 与 初等 数 
学 的 关系 。 因 此 , 当 我 们 学 习 高 等 数学 欣 时 候 , 就 必须 非常 仔 糊 地 
来 分 斩 各 种 更 象 ， 以 严格 的 写 度 来 论证 各 种 问题 和 熟练 基本 的 运 
算 。 

本 书 的 主要 内 容 有 极限 论 、 微 分 学 、 积 分 学 和 释 数 座 。 寂 们 是 
全 部 数学 的 最 重要 的 基 襄 。 
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一 、 变 X 

不 壬 渝中 已 烃 知 道 ,高 等 数学 的 研究 对 象 刁 变量 。 

当 我 们 观察 各 种 自然 现象 或 技术 芝 程 的 时 候 ， 我 们 常常 会 遇 
汉 许 多 的 量 ,这 些 量 一 般 可 分 为 两 种 :一 种 是 在 过 程 进行 中 保持 不 
FHE, 这 种 量 称 为 常量 。 还 有 一 种 是 在 过 程 进 行 中 会 超 变 化 的 
dk, 称 为 变量 。 例 如 , 自由 洲 体 的 下 降 时 间 和 下 降 距 高 是 变量 , 而 
落体 的 质量 在 这 一 过 程 中 串 以 看 为 常量 。 再 如 将 一 密封 容器 内 的 
气 休 加热, 气体 的 体积 和 分 子 数目 显然 是 常量 ,而 气体 的 温度 和 上 压 
力 是 变量 。 在 数学 上 ， 我 们 常 换 去 安 量 或 党 量 的 具体 襄 义 来 研究 
某 一 过 程 中 这 些 量 在 数值 上 指 关 笋 .但 只 管 如 此 , 在 研究 过 程 中 
有 时 汗 是 需要 注意 它 全 的 具体 意义 。 

这 些 量 , 例 如 时 间 . 质 量 、 压 力 . 滥 度 .分 子 数 等 ,前 可 以 用 实数 
RRR, 所 孔 庶 该 称 吃 们 为 实 变 量 或 实 常 其 。 本 课程 的 研究 对 象 
都 是 实 变 最 和 实 常 量 。 也 简称 它们 为 变量 和 常服。 

在 中 学 的 代数 学 里 已 元 知 道 ,实数 包括 有 理 数 村 无 理 数 两 种 。 
所 有 整数 .所 有 秀 数 艇 称 为 有 理 数 。 换 钮 话说 , JL Boo 了 (这 
E p, g 为 整数 , q>0, pH g EBNF) 形式 的 数 就 是 有 理 数 。 陈 
TARER, 还 存在 车 不 能 吉庆 为 上 述 形 式 的 数 如 /3 ， 
BHEE 等 等 , 称 为 无 理 数 。 其 于 实数 的 严密 理 芥 可 参见 本 篇 的 
附录 一 一 实数 理论 , AETAT, 仅 将 儿 个 重要 性 质 , 提供 读者 


10 s- JF A4 SE 
CEXE3XJLAM BELL AAE PET d EUER ARE : 

D KRMA EEI HT = A ERE URS 我 们 称 实数 的 
iA ER AA RRA ER E, HAA RA A TER 
T5358 268 300 RE ep. EA TAA CA, mE A aA e e 
不 加 区 别 。 

(1) 有 有理数 在 实数 中 是 调 审 的 ,也 就 是 说 ,在 尾 何 两 个 韦 同 的 
实数 之 问 必 在 在 着 有理 娄 .， 阅 样 无 理 数 也 是 釉 密 的 , 在 任何 提 个 
不 闻 的 和 实数 之 交 也 必 存 在 普 汇 理 数 。 

Gi 有 理 数 的 和 、 盖 、 积 、 商 仿 为 有 理 教 。 有 理 数 与 无 理 教 的 
AR AALER., CERAM, F3. 8 FTRE VO V CERE , 
也 可 能 为 在 理 数 。 

在 观察 各 种 运动 过 午 的 时 做 ,我 们 还 发 更, 有些 空 其 员 有 -一 定 
的 变化 范 团 。 例如 温 庶 永 哈 在 什么 阅 题 中 , 窟 只 能 大 于 一 30, 自 
岂 落 体 的 下 降 时 间 各 趴 并 岂 只 有 在 落体 医 到 地 面 以 前 十 有意 类 。 

变量 的 变化 范围 ， 也 就 是 变量 的 数 利 范 围 ， 在 取 实 数 全 的 时 
4& REHEMA 3 a, 6 是 有 限 数 , a b, BhoELUN EROR 
asas b 的 台 的 全 体 粗 夏 一 个 闭 区 间 , 记 为 [4, 站 ;也 可 以 说 :变量 
c 的 变化 范围 为 并 区 间 [e 5j, BPTISSACRAXX ace 的 x 的 
Seb IRE, dud (e, 0). mL aceh d axc-b 
的 = 832 GE RDEEJEAE PESE a, Plu Fa, 0) i fr AE RE e ies 
Xesc dicke EB Bg eie PET TE BRA (— o9, 十 00) ,在 
RE“ HEREDAR, 它 只 不 过 有 是 一 个 记号 ， 前面 的 十”， “一” 
REH MREZE s 能 人 能 取 所 有 大 和 等 于 a 的 实数 , 就 把 它 的 
问 化 范 团 记 为 [4,， 十 0) 等 等 。 有 时 懂 , 并 不 一 定 要 指明 是 开 的 或 
HERG RRRA OX LY 等 来 表示 区 间 。 

—. B 数 

dell — 5 8s Pr Ri P58O d PIE Er rh OR ERE TE UR, 


i 


WecCE oe EER n 
BR MEERA RKA, VESEIPESSEUL A BARBIE: 
i， 自由 落体 运动 的 规律 :根据 落 名 的 分 有 和 上 略 仅 式 


这 里 * ARTERA, RRR, 9 是 重力 加 速记 。 这 个 公式 指 
出 了 在 物体 自由 降 蕉 的 过 程 
rp, GRE s Ah e BIB 
—BHA TRA 

2. fiim SPESE DE 1H BS) 
HIA E X AIER 3i PX 
BUB. x H0] DO] Ire 
WEJ JE BE BETIS 1 y Du 
sATA UO 。 

Jf AC V AA c de 
VORHER : 

V —a(a-- 92), E orn 

3. WefE—5EARTE P. f HI — 2k, ERREA — 1070, Br 
的 热量 Q—0, XHX— mae EIh —10^0 ZEND 
到 100, ERES HAEA k. ud. dO aa hA 
着 有 所 变化 。 我 个 进一步 来 考察 热量 O 和 温度 三 之 问 的 傅 顿 关 
条 。 由 于 六 的 热 容 量 为 0.5, 而 水 的 热 容量 为 1, 溶解 热 为 80, 因 
iA Q jin HE £n SI (ede: EX FHCHAOROR (A 1-12» , 

ME 当 10430, 
(EBD. M Ost 10, 

以 .上 的 信赖 关头 中 ,我 们 看 至 一些 共同 特征 。 首 先 , 在 这 些 变 
革 当 中 ,有 些 量 称 为 自 变 量 , 如 时 间 二 合 高 ,温度 1 等 ,它们 并 有 
一 定 的 变化 范围 。 并 些 量 是 随 着 自 变 量 的 变化 而 改变 的 , 称 为 因 


Q= 
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变量 ,如 落 眉 下 降 中 次 s. AAAI V. E Q, EEA — EE 
QE 化 范围 。 在 一 现象 里 , 哪个 变量 
EHEER d HER RE ABO 
35 的 ,例如 在 自由 沙 体 至 式 中 ,如 果 
38i ELE Ama. TERES Bp s 而 要 
60 求 出 下 降 了 多 少时 间 ， 这 时 就 而 
gU Hg s Dy E ned uif 
4 i= 3s 
g 
20 那么 时 间 £ Sos Dae T. dE 
Je, XE — acie BELP OH 1 AE 
EX a— ” 量 , 通 过 依赖 关系 ,总 能 得 到 一 个 
E ori HERH HIE -HAE 
PRAE S8 EH 2E , AAR a e A 
Em — ASi m. 可 以 按 某 种 规律 得 到 一 个 唯一 确定 的 实数 侍 
9 ,就 称 y 为 的 画 数 , 详 租 说 来 ,应 茂 称 4 为 一 个 实 变 其 z 的 单 值 
SE URBE FER m 2g E) EEG y ANERO RAO i yr o. 
自 变 量 w Be HET BEL REOS DE E e SOS, Bde ik y Br. pz fs 
数值 范围 称 为 夯 数 的 值 域 。 这 些 变化 范 园 往往 是 区 间 。 
[5[1i mix 


y= V sinz 
只 有 半 根 号 内 的 sins JERI, ANATAET, 可见 它 的 定义 
di [2na, (2 各 十 了 wz] (n-0, +1, 士 2 , Bic i 3S [0,1]. 
i942] "jt 


ix V bk gs PI AEACBUAARMR sd: 
a? —5—— (2—2) (4-1) —0, 


] 第 一 篇 Lon EON EIE E 18 
解 之 得 535>2 和 2z< ~ 上 1， 这 就 是 定 广 城 。 和 如 果 用 区 间 来 表示 , XE 
ARA C00, , d, 十 C2) . ERES EL BS O, cal, 

[65 8]. ZEE WT E 


. Tsing 
y - gn y HH y := "h 5 


前 者 的 定义 域 为 (一 232, 寺 527; a A AE O be g (eon, 0) 和 
(0; +co)， 实 际 上 第 一 个 面 数 电 就 是 : 
| j8Sina, EIU 
| 无 定义 ， Gim-OM. 
因此 ,这 两 个 醒 数 并非 恒 等 的 ,区 为 它们 的 害 义 域 不 一 样 。 这 个 例 
FPH, fi BL gs 7- ad o) se C BA EE , BIET (HR LEO D 
的 表达 式 是 相同 的 ,但 这 两 个 丽 数 总 不 基 同 一 的 。 

应 芯 特 出 注意 的 是 ,在 男 数 的 阁 念 中 ,并 沪 有 吉明 变量 尚 的 画 
TERIEN TAR Gp 1, Bj 2 3oUEE) REER, esc B, 
例 3 中 的 湾 驰 关系 就 是 一 种 不 能 用 一 个 公式 来 喜 达 的 乓 数 关 未 ， 
Wd RUJHAMERBRKOWIER. 再 如 火车 时 剂 表 ， 出 站 和 和 进 站 的 事 次 蒜 
是 暑 间 的 苏 数 ,但 它 根 本 就 不 可 能 用 公式 来 家 达 , 只 能 用 图 喧 来 万 
示 这 种 刚 数 美 系 。 忆 篆 站 中 的 温度 记录 器 ,记录 了 空 志 ,温度 与 时 
则 的 一 种 图 数 关 系 , 这 种 关系 既 不 用 一 个 或 多 个 公式 来 表达 , 世 不 
用 列表 萃 素 表达 ， 而 是 借 驴 仪器 中 的 自动 笔 在 艳 带 上 所 给 的 一 条 
WATR. 另外 还 有 一 种 画 数 关系 , 它 只 能 
JH — fisco de E OECIHI GIC RR OE. Pin: “y 是 了 的 最 大 整数 部 
分 "就 是 这 样 的 一 种 重要 的 夯 数 。 因 为 对 于 尾 何 实数 v, 总 可 以 把 
蕊 亚 示 为 一 个 整数 和 一 个 非 负 小 数 之 和 ,他 就 是 : 

z= [2 + (2), 
这 里 [e] RET SEXE. (00 是 一 个 非 鱼 小数， 0x (0) 之 1 例如 站 
v= z Wb, [x] =3, (2) 90.5, j m 一 2 和 时 ，[z] 一 一 8， 
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(x) —0.59, 容易 看 用;[o 就 是 2 的 基 大 整数 部 分 : "EXER e 0E— 
Fia Bf Uu de om 的 最 大 整数 部 分 "这 舌 站 中 所 上 内定 的 Y 符合 而 
数 的 定义 , 哆 实 和 是 生 的 一 个 西数 。 
Sese T uides (8 1-179 : 
y= Lr]. 
piin,252- 2.17 时， 
y= [2.17 = 2; 
H e= -3.91 it, 
y D-3.911- ~4, 


i 
4l 
3 0 
+L pue 


图 14-3 


ERHET, HAr ERE ORUERRERS, 自由 落体 的 公式 
是 一 种 形式 , 火 直 时 测 表 是 一 种 上 诬 式 ,而 图 的 发 程 
g?--9*—1-—0 
又 是 一 种 形式 , 在 这 个 方程 由 BREE y FESURIB DODGE w 
的 明确 到 式 表 示 出 来 ,但 我 们 确实 知道 ,上 要 解 这 个 方程 就 可 以 得 
到 : 
yeI, 25 y0 时 


TORO XX EROS 15 
或 y--Ml-s, 当 y<0 时 ， 
Mja, 由 应 程 
z^py-1 
HE SEE vzs0 gi y 0 BYEIEERR E y Rom k, ATREA E 
T. ARRA RAIER, TG FIOR XEXIB 2L (EAS KANEA 
Fh. PUAIJP4E X4 (Kopler) Pf 
y-—s-—8s8ng-üQ 
GAH e iie 0e). CRAEN HAA RD BEBPy 用 2 的 明 
luAGXXGCmHBE. 尽管 如 此 , RASKA Imi y UtB dE os BJES 
Te, —HEUk. LdEBESEIREN TUAE 
F(a, y) =D 
所 确定 的 夯 数 关系 ， HA Re RR REFRE d ICE 
需要 注意 的 是 : SD T EERRPRR— ERREUR T, nim 
在 什么 条 件 下 能 够 由 - ~ 个 方程 米 确 定 一 个 隐 肉 数 呢 ? 这 将 在 第 二 
FEAE EHER 二 站 讨论 。 隐 范 数 的 理 葵 在 微分 专程 和 几 
jii Enn CK H o 

甘于 两 数 本 身 , 还 有 几 个 常用 的 概念 必须 叙述 -下 ,其 中 有 此 
概念 在 中 学 的 诊 程 里 已 多 叙述 过 。 例 如 单调 丽 数 、 奇 两 数 、 侦 遇 
数 、 半 期 画 数 ,因此 ,这 里 只 是 简单 惠 持 一 下 。 

1. AMAR: MERTEKE AX ARHED <e 总 成 
XE FO) Sf Ga) GIG fF 2f (00 , RE HR gy -- f (o) E A 
内 为 单调 增加 (ERARD), 有 时 亦 称 单调 上 升 (或 单调 下 降 } 。 
如 于 等 号 不 成 并 ; 剧 称 为 严格 单调 , 它 习 的 图 形 是 狠 171-4, 

2. WERA UH Mes Aug UH fe (e) 的 定义 域 为 《oo， 
Loo) .着 此 对 任何 满足 等 式 F(— 0) m — fU BERE f G)26 dpi 
数 ,其 图 形 关 于 原点 邓 称 (图 1-1-5), WRTA m, BS FG 
HESA r) f(x), WE EARR, 其 图 形 关 于 SIRE 
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(H 1-1-5), Biing—a", "3n rd up ORC, 25 m D RE 
为 提 丽 数 。 这 正 是 奇 商 数 . 偶 末 数 和 名 称 的 由 来 。 

3. MSIE: 及 成 站 着 等 式 下 (za - f Paid (这 里 ， 
o>0 称 为 周期 面 数 ,周期 为 w， 如 正 落 蝎 数 y -sinw fios Pe] SUL 
数 ,周期 为 25， 接 周期 的 定义 , doc, 6r, 也 是 正弦 画 数 的 周期 ,而 
2a 为 它 的 最 相亲 期 。 通常 丽 数 的 周期 专 指 它 的 最 小 周期 。 但 并 
非 每 一 个 周期 甸 数 部 有 最 水 周期 的 (大兄 例 4 。 

4. REM: 如 果 在 一 些 条 件 下 ,从 画 数 方程 grle) 中 能 够 


2-5 dock TRSH 1T 


H e =p y fix) RAR., BAR EIPIDS aS 3 RDEHEE HUE 
8g. 但 是 习 殿 上 , RITE TRI e 表示 和 白 变 量 , 而 用 y 表示 因 变 量 ， 
Dd ETE ERE e= p noris y pm) SER y -p(m93y-fomm 
Hi TER f (dni e GO HRR AAR, SA pe) H 
为 反 夯 数 。 例 如 e7 A logas TL MHR., 

反 图 数 vo HAE, ERB. S R 
ZRA fR, MATE AA 
y= f G0 WAJE CER. 16), aE 
B yof) espo 的 图 形 
EERS, M e= pla) iy ple) 
MAE c. y BARA Y — F 
HAD AGES £= piy) 
-k (EIEH y— o) E) 有 一 点 
Miey), BREH y= pk 
就 有 一 点 型 "人 Wo) ， 这 两 点 对 称 
TBRUSTRÁAMSER, PENY | Bme 
-ERREN AA Ra AEL CprE ki, ARE 
REH A OM'N 3i AOMN 3e lj Bn nf (E 1-1—6) , ij np AS ORE 
HH. 

5. HAHA: 例如 

y-—aunw, 而 w-e", 
ABA, y dew pix 


Q9 —sIn e, 
XOBIUESGCRS BR ECER OS Lr Ud Et, — MH p ERE y — o OREN 
3&2 U ifi Eu — f (o) Baie SCR Xia UC VHEELU" ert 
U AAMER HA u= F ETR H H p 定义 域 嫉 的 范 
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Bl, ARTEA X VgRgBhb--4 ii e, Rih E E a us RV EB 
色 唯 一 确定 的 一 个 和 值 %g。 于 是 我 们 称 9 ELIT DITE BE vifi y x 
RIH RI, i7 

y= pifi]. 
这 种 画 数 称 为 复合 浒 数 , Miki v uo f Un) rR Ue 
qu) 定 灸 域 了 的 范 俐 这 个 假设 ,是 棋 重 要 的 。 后 即 会 得 出 主 阶 。 
出 如 分 : 

y—lnv, ifj u= sins, 

议 样 就 得 到 一 个 复合 册 数 

y-—insnz, 
BR u-- snc [fj XC - oo, 4-20), BIED Ee VR ERE y lning 
WDE XIRA MIE (Anz, (n--1)m) (»—0,-k1. 2, D, A 
有 在 这 种 情形 下 , 才 有 

Ocu-sns-l, 

JL IER AHR u--sinz Eh Q.D,'EktG ere y- Inu 
fas SEEK (0,- o0) 内 的 。 否 草 的 话 ， 例 如 考虑 ix,2-] ERS, 
yy 一 lnsins 就 没有 意义 了 。 

-EE oi mahi He y= S w BRERA T RERA 
一 个 , RER y Ae UB e A RAHAA 
变量 不 止 一 个 的 情形 ,例如 理想 气体 的 气态 方程 

RT 
p 
XE op dexUGRIB ZI, V. 表示 体积 , T RTR, HUI pikit 
xD 44V. 

一 般 地 ， HAST AEREN Ev. 称 为 多 元 除数 , duy 
=F (mr, £a y Paja AUNEEDLAE BURN n FOU n LH PAR 
体 的 气态 方程 就 是 一 个 二 元 团 数 ， 


WES Pa ce Rb y veh 19 


T pL RI E de EUER — ARRAES. A 

ån (BH 1-1-7) 
y cm, 

ERES 35 [0, 二 03) Tr THE TRE TE 
Sir as 0, FEAE T LLR A y 值 
加 和 一 wo， 这 种 两 数 称 为 多 值 
画 数 .多 值 画 数 往往 可 二分 解 为 若 
二 个 单 值 鲜 数 来 分 别 前 葵 ， 如 上 面 
Bo ECL VT EL REOS BS 1 58 f HC 

y= e, ym. 
LEE ES CLOECE E é H 
pP--eB RE. 

[网 4] Mos visi iDiriehtet) is etr 
1, Hs AA Miri, 
0, =s Až. 


v-fe-1 


Blán, 3$ a —2, 2,2. I EDI y 2 1,26 om 3 NB un 时 ， 


KARAP. ZAARA Ie iil 5 HORE, 但 可 以 作 一 些 直观 
RUE S ALAS AATRE HEUTE o 轴 上 ,也 有 无 数 多 个 成 子 
稠密 地 分 布 在 直 艇 yy 一 1 上。 

狼 利 克 来 画 数 非 单 应 的 。 IB'EXETSEIEE, 因为 当 “ 为 有 理 数 
BE, —c 世 是 有 理 数 , 故 % 和 一 所 对 应 的 画 数 人 秆 此 为 1, 两 者 相 
等 , 部 了 (wv) 一 1 二 了 一 4%) 。 当 = 为 无 理 娄 时， 一 和 也 是 无理 数 , Me 
fce) -0—f(-a). 此 外 , 任何 有 理 数 r 戎 是 狄 利克 水 画 数 的 周 
期 ,这 是 因为 , d? o TH SURE, 0. etr 好 是 有 理 数 , 鼓 f(2) —1 
—f(abrT), d eau, Hh voy AEn, | f()—O 
=f (str). "PW ry f)BSEBER, A, ERA Ee) DU, 
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Z=., Tcu EA 

EEIE PED EXT JLRR, EY XU cA, AA 
3].ik BH E HOS REENADAUL—- T. ALERIA 
在 分 析 学 中 有 很 重要 的 地 位 。 

1. wh: 

y=r* (uekO), 

其 中 为 任 音 常 数 。 

(D xe X SE: 

当 p 为 正 整 数 时 定义 域 为 (一 20, Heo), 

M u ABBA, 0) , (0, 4-90), 

B Lua X ENG, E a 为 奇数 ,定义 起 为 (一 coy boo); 
dE a 为 偶数 时 , 定 尽 域 为 [0,，+co) 。 

234 p HAE, u= 全 时 的 定 义 域 请 读者 考 虚 之 。 


25 o 为 无 理 数 时 ,定义 域 为 (0 e Ho). 
(2) SE — 2 BST (8 1-1-8, 9): 


1-1-8 


Ej 3-1-9 


Y OR, 页 数 是 单调 丑 加 的 , 从 图 中 可 以 看 出 增加 的 快慢 
LET u rS DESEE 越 大 (或 越 小 )， 醒 数 最 初 培 加 就 越 慢 
(或 越 决 ) , i DUE URGED (或 越 慢 ) 。 在 第 二 篇 微分 学 中 将 会 
EPI TOP RAD 

当 <0 时 ,两 数 是 单 洞 减少 的 。 

不 论 a AHE, 两 数 图 形 此 把 过 全 , 1) 点 。 

(3) 甘南 数 的 奇偶 性 : 

# p= T ERARO AARIA: 

24 p AHRENS 

1 p AAR, RATE g BEAS, HA RA 

2 Ja 

y= uy 

Erpa JIBEK. HR a1. 

(D BENCERGBLAS d I (00, 4-00) ERO, +e), 

(2) EATR E A L-1110): 
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3 act A RROA. 
34 02-1 IEBPBOS P ARRA 
Aha a Afi (070,2 D , BEER FEDES ERE P$(0. 0. 
BIR a prit (LL) Bo ERUEREO T y ERIS. 
3. XHBcibiBt: 
y logas, 
其 中 为 任意 正常 数 ,4 交工, 称 为 对 数 的 底 。 
QD. 双 数 西数 定义 城 为 (0, 十 0) , 值 域 ( 一 0, 十 %0)， 
(2》 半数 丙 数 图 形 ( 图 1-1-11): 
当 1M EOS MU. 
34 0-ca 1 B, UOS Hf ML, 
Ki a util il (2770,01) RRR AREN CL, 02, 
(3) ARERR HS BERE HI c 
Mois RERED REA DL 10 JIKTO e 为 底 的 ,这 里 
e= 2. T1828.. 


[S EE E NE S SET: 28 


3jy— mA HET- RMA. Bc 3S HDUIHEE , ade 329 B 
FEWER, FEPER K EI ROLE log ec 简 记 为 二, 且 将 logos f 
du? lge, 

4. =H: 

正弦 丽 数 y—sinm, 49k y= c, ERR y= o v, 
BIB y= ctes $ "EdPIRUERT M 1-4-12, 153, ZAHRO 
周期 函数 , puit Ae s OH E] y 22, ipsam d aps ins je] 
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图 1-1-13 


为 x. PARE, 23-18 BOINOMDENDAEgE wp RRHÉGKCNBE, AT 
MALE, 


5. R SE 
y*-arcsinz, —sr—arocosm, 
Y =8TE tE c, y —arectgz, 
Y Are SCS,  g-—arecescs, 
AE ERE EL H 1—1—14, 15, 
Bof dX — BA EE. 前 面 已 经 部 过 , SEER 
WEZ ST 3 mmEEs E. XXHUESWIFLAEBH 1-1-14 15 中 
SCERER — 3c IW EAS Rr , LL CE LR y nn Y EXPERIRI: 


E: 


SLI-T-T Bd 


M 
m— 


` 


M 


N 


ranana m meu m o e i a P P A 


ZEN 


a m9 


e — ÉQ—À— à 


Potts e rmm n m 
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c — €: 


i ] i T 
y | arc sin;  : —arccosc arce bgr ， are ciga 
MEM - | — PESE = o= m » EM u po 
ERAS wd RAE aTi 10 0masc o 0 say c4 y | gem 
- m i | 


一 一 


XC FERES y fü , IER — f5 CS ER. AFRI] F, 这 
EHRE DAR P. Hin oe BERORISA — X5 Vasto fl 
BOR. 

6. WAHR: 在 工程 技术 等 应 用 问题 中 ,常常 会 明和 到 下 列 几 
种 画 数 ,和 统称 为 双 曲 责 数 。 员 然 这 些 末 数 是 由 特殊 的 指数 击 数 en, 
€7 构成 的 , 但 由 于 在 繁 分 和 积分 运算 中 , EZ IEEE TER IA 9 3- 
系 式 ,所 以 单独 担 轴 来 诗 论 对 于 应 用 是 找 便 的 。 


AE she ex ` 
yui at ches ETET 7 quia), 


XU il 1E 5] 


z 
& 
a 
E 
E 
ü 


FEN zi 


" (d 1-1-17) , 


XU db 4s UT cethæ = car ze - 
Heh e ke AE, e2, 71828... 


y 


陪 了 :Tt7 了 


除了 cheqes—OJGEGLXSECUST—U Sc SANG. 
BEHR — f Un CAT FEL 09) An FCR Se uror EH REL, " eS irc 
HBA: 
ch? gz—sh* e1, 
ch2e -ch*z-sh!z, sb 2e=2she ehe, 
chust 2) —ch ech ytsh o shy, 
shiz-c y): shechazcheshy, 
GEETA 83882937 MK EU ER, ILES ESI GEOR SU SEE Er TE 
Ris SE BI FSGEUH VRBE ACRS SUR BEER REA EE, dde 
AWENE, AA 


y -loga £+ EDT d. 


DEDERE. PLE CER T RAAR T FUR , 还 会 看 


lp — ims . X 


28 m- 第 dE ddl E 
到 一 些 相 当 有 用 的 非 初 等 哆 数 。 


J m 
1. BE FX AES FERIIS 的 范围 ; 
a» T (2) (1) (9) (5—3) <0; 
e l<e; (4) Decos ga 1 
"7 w-i 5 SECOS Dun. 
2. XE TF FUR XHET Sx: 
(1) [ez-ulz| |zl— Is] EE 
(2) |m 4m, mp deem | tlm H ng dee riz ls 


(3) etate te alel CI lb em Rm [mu 
8. fü FXNIEXHET SEC Ae N m 的 范围 : 


(D [2| 2 [2-1]; (2) Pe xát 
《3) [| =A; (4 [z—al ann Xie, n 01 
2-2]. x—2. 8) 2e l <3 
e) E Zati’ () f a 
4. FFUESEIESIBSE.S]T T 
(D f(D 一 590-5 (3) fi) — 2, pla) - NIB, 
(3) f(a):-1. p(x) — &in i-r eos 27, 
5. 3k FEUERZR FIRE SCEIURHB GR 
(1) gy- 2 r— 28; (2) y— V sinz; 
13) y—lo(sin 3 ); (4) =n ga 


6. BEJ (2) =241, p(z) =r- 2, WIE 
ræ te |= je + [pee) |, 

7. BE Fi) = (lelto Ar) SRDE EL TF ARR e ES 
(QD f =0; (2) Fæ s0, 

B. gr f (a) =ar? + bett, 
WEB]: 0043) 3f Gr 2) F3 GE 1) — Fr) 2:0, 


3] 是 MEI 
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(i) y= (Gaet); (2) y=smg (- $e z). 
12. giEHH FIARE KUE Ap R 

(D y=? (= rsl) s (2) y-eosz  (Ü-cox), 
13. jEHY FPR AA SEGA S BS ERE EIE XE 8 : 

(b) y= etas aet; (2) y= 8 b eos w$ 

(3) y=atainatet; (4) y—xsin k; 
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证 昌 丙 个 偶 南 数 的 乘积 是 博 西 数 ， 了 两 个 笨 画 数 的 乘积 是 偶 西 数 ， 一 个 奇 


Epl 53 一 个 但 疯 数 的 滋 积 是 坷 男 数 。 


ORE f AEE C oo, + o REEDEKS S IER Fala) m f (2) d- (2) 


ARAR, Fa (x) —f (0) — f C^ 9) ROS EE. 
RUBAX  EURJO FUERTE] EO 8 FO ARRERA: 


0) y—a*; 3) y= +a”, 
WHT FFR REN EE S FEGR ERE ANA: 
CL) y—8in3 ws (2) y= sin r5; 
(3) g—sin a c 1. sin 2z; (A) y= ros H T3 
(5) y= [sin sj 十 |eos zl; (6) y-- V tg; 
(T) y=x— [a]; (8) y=sin nar, 


R FIER Pc VES IU REE SC bcc 
(1) y= (= oo aga ; 
(2) y—N1—x8 (lard: 


{3} y=an g ($23 Jr 


(D y—sha E (er er) (pt) 
[2 当 —cocmoldBf, 

(5) y-49, MH laed 时 ， 
2*, Mb dr tkt, 
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Bs CRT X8 SC R ER ie f n : 
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(2) y= Go —lns =p) =l; 


1, 3E rADETJRTEDM, 
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(oso ut wp) i, Otr JEMEN 
(4) y= = ucpQn; 


(5) yf n w—p(x) sese, 


- HSO at, pa =a R] E r. 
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. AREE ETE O, D LENAR RAE ees RERA HON DE ARR 
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CÓ uic (2) y=sm £5 (3) y—e*, 


. HE FXUZE[O,o) L5 X gp BEES T- Sci E USD a C ke n E ERG, 


(D) BRE 
(D yz; (2) yis sini, 


1, rs 


E MELIUS LI 0 ME SML 
D 3 l * 


—1, ?xxO, 
PERAR BREF ST BH 
jel —a-8gn t, 
发 y 一 stz) ARTEA c ARRE ET E e o fly 0, 1, 
Bye 10 fiA. 


TE F PIRRE RUE: 
(1) sysgneos v; (2) y= ||- 23]. 
TEE y= (0) GC x ERREA BEA a 


PERR y= [a] -a GER Lo] i e 的 整数 部 分 ) 的 图形 。 

一 个 画 数 是 用 下 志方 法 决定 的 :在 租 - -个 区 末 mtn (其 申 5 为 整 
数 ) 内 (是 弹性 的 及 了 四 = 1, (2+ = OAE. 
EE: y — | sin z 4-2 eos z | 和 的 图 形 。 

XE UB f O) — ter, 就 作 下 列 图 数 的 图 形 : 

d) gf 5; (0D y=fike+b) (0), 


foo a inks rts Hen E nns neis mr ceteri mmi m —— MR em se 


33. 


81. 
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Fk Bei Ee 


FEA iu — f GO RR, SEE 

gl. v=) w——fi-0 
BIEDE , FE GERE ri eas ye BIRIA y PEDERS R, 
SEA FP 45 Gr) ELE uA EKE 


y= B70) toG e L£ GO — a 02 [) 


的 图 形 , 寺 座 明 # 的 图 形 与 了 tm ,9 Go PIIN RAA a 


- ESE [0,2 ]. BER 2E ye c EIEE] [0,21] 使 它 关 于 x 二 x 为 对 


称 ; AAEE EAA [0,2x] 1:59 Es BERE RETE ECT SC Le RUE EL 
以 37 为 周期 的 网 数 。 


:定义 在 [9, am) 上 的 图 数 yon y REAREA h E08 UC REA DL x 加 


FEE) RR E a E AEE A SE d L- GE CE Den SERT ER S 
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Mitt bg BATURA, Du REREDLETADSEDERERRRN | 
变化 规律 ,未 仅 要 考察 变量 的 变化 过程 ,而 更 重要 的 是 要 内 它 的 变 
ERRAR ERREA. Wan AEII s 一 只 的 一 系列 不 
均 速 度 的 变化 趋势 素 看 ， 在 # 一 上 秒 这 时 刘 可 能 有 3 米 / 秒 的 皮 
WINE. EUNE “可 能 ”是 根据 这 样 事实 : HRP = A 
后 (或 以 前 的 时 兽 间 陋 取 得 越 小 ， 所 得 到 的 平均 速度 就 越 来 越 与 
3 米 / 移 接近 。 这 个 物 断 的 理 襄 根据 是 很 不 充分 的 , 因为 它 只 是 在 
我 们 考察 了 有 限 个 平均 训 度 的 窑 化 趋势 后 作出 的 类 论 。 实 际 .上 ， 
由 于 一 秒 时 别 前 后 的 时 间 可 以 无 限 地 分 割 ， 从 而 平均 速度 的 变化 
过 程 好 是 “无 限 " 的 ,如果 出 现 这 样 情况 ,在 一 定 的 时 间 问 隔 以 后 所 
EITHER 9 8 米 / 黎 的 差 越 求 越 大 , 疾 未 我 们 的 剧 断 就 必然 
是 错 了 。 是 否 衣 够 验 永 这 个 情况 永 不 会 发 生 呢 ?以 及 是 否 能 铝 证 
明 我 们 的 制 断 的 正确 性 昵 ? 这 样 的 验证 是 非常 困难 的 ， 主 要 是 因 
为 我 们 碰 到 了 “无 限 ” 多 个 在 均 速度 , 六 我 们 能 够 考察 的 总 是 世 的 
变化 的 “有 有限” 过程, 以 后 它 宪 芝 如 何 变化 ,在 没有 建站 充分 的 理论 
根据 之 前 及 无 从 说 明 的 。 7 
为 了 把 事情 说 得 更 清 素 此, 这 里 再 省 一 -个 例子 。 我 国 歼 亚 时 数 
学 家 刘 繁 起 图 从 加 内 楼 正 多 边 形 来 计算 生 径 等 于 单位 长 度 的 图 面 
税 。 他 从 图 内 接 正 六 过 形 出 发 ,每 坎 把 边 数 加 倍 ,直觉 地 可 意识 到 
边 数 越 多 ,多 边 形 的 面积 也 越 来 越 接近 于 图 面积 。 他 全 正确 地 计算 
出 图 内 接 正 3072 边 形 的 面积, 从 而 得 到 风 周 率 7 ~327 一 8.1416. 


v4 第 一 得 Pe dm FE 
REH d efe PN SE ad. ARo Bb ERR WEAR” 3€ 
EHHA FEL AS , T SECHS ARE, ELE RESETE dime. SITE 
fib Br S JLE RORE E pr BLU, Breggib XU, 
RETEK HSARAT CRR, xxu 4A EROR 
HUT. HE AEE AR 方法 确实 可 作出 弄 穷 多 全 正和 多 按 形 ， 
因此 应 该 是 永恒 地 “可 割 ” 而 不 是 “及 再 于 不 可 制 "。 其 实 , 和 无 栈 边 
Tir TR BEER e Me i i d DE ERU 53 [RLISL Oe CR” 
Js BIHEETE UIS COE A 181 sEBRU COR XE OT JR BS, AE, 
f FLEEEE AES EUR TARRE RS ASIDE S Il] “合体 ”, 而 将 无 
EEEE A BS SOL SEREORAE3E T -7 

EER SE PE AIR SRL DRE RTEA, ERTER EC 
Alii — E cS BNHEERRORUF HEOK E BE CR, ACTIO EJUS 
KERR CBE RIDRI'E B's 38 HEURE d T EU SCEE T E935] 
需要 的 问题 而 产生 的 。 

及 上面 的 例子 可 以 看 到 ， 符 均 速 度 或 图 内 接 正 多 了 地形 作为 变 
量 来 说 ,家 们 都 共有 两 个 特点 :第 一 ,它们 都 是 无 穷尽 地 变化 着 ,我 
们 水 可 能 指出 哪 一 个 全 是 它们 变化 的 最 后 一 个 明 。 ER, IPSE 
度 是 由 于 一 次 一 京 雹 把 时 疝 加 以 分 荐 得 来 的 ， 而 和 多边 形 也 是 由 于 
一 次 一 次 地 把 图 分 割 得 来 的 。 因此 ， 宅 们 净 是 一 个 接着 一 个 地 
有 歌 序 地 变化 着 , 而 不 是 “种 缕 地 "变化 . 以后 ;我 们 就 着 手 专 对 具 
有 这 两 个 特点 的 变量 来 研究 。 至 于 吉米 变 化 的 变量 ， 赣 等 测 本 党 
$ 4 Y RES, 

一 、 邻 域 和 极限 的 定义 

Sit tiis ny 2E ER REGUC EEA rh 2e [ij Hit Se 48 28 Ede TO ERU" 
变化 过 程 中 的 变化 趋势 。 CAOTUEDELIRUG, REAL AEE 
18] 83-2 ER TERES PA ESL HR BARES. C 

A. MIRRE: -上面 的 例子 里 便 说 到 平均 速度 越 素 越 接近 


SET ON IE. 85 
TEES EHE , E ADÉBIBPIEUBOK RTA, REAR 
"E ATELA ETARE, "OBNOEIEBEIT 的 这 个 慨 念 是 相当 模 
糊 的 。 宪 对 于 变量 变化 到 革 一 过 程 以 及 这 过 程 以 后 的 “接近 ” 情 
况 没有 确切 这 明 .， 为 了 少 切 地 青 术 出 “接近 ”这 个 直 驱 概念 ,很 自 
然 地 会 想到 此 离 。 例 如 ， 点 型 和 点 A 很 接近 , SAOESKGTSR M 3 
HÀ Ru HEB. MEIRA EH V Lied e LEER 4 的 邻 瑾 的 定 

ES HE IEEE S, 所 沁 与 点 六 的 上 距离 小 于 的 点 的 人 全体 ， 
时 做 点 A dS XE, 各 为 OU 5) uA Dad S rA Ba SUITE 
或 等 于 1 pussitrse pk, PIE OCA Ba 5 BOSE ga OCA, 9). 

TREE b. nod p Ó 邻 城 是 指 包 合 在 开 区 前 (4 一 6，4 十 售 
内 的 一 切 点 。 在 这 情况 , OCA, 0) 也 可 以 刀 为 所 有 满足 不 等 式 
1z 一 4 的 点 二 的 邓 体 ， 特 别 地 ,， 当 宇和 恒 在 点 业 的 左 倘 时 ， 即 
WE OA4—s-8B]gg v 0g Mk, TOI A 的 不 5 邻 域 ， 记 为 
O (A, ò). 同样, 满足 Om Acs 的 点 & lae E. 称 为 点 4 的 右 
ò 43K, Eng O* CA, ò). EPRE, OCA, DOULEUR A 为 中 心 5 
HERBE m3 A Bulbs E, 00 ,HILOCA, & 8039 IRI 
等 式 M W-D F (y —9)? «à 的 一 切 点 M (m, y) 的 全 体 。 更 高 蕉 
深 关 的 点 的 叙 城 的 几何 意 尽 完全 可 以 类 伺 地 蕉 广 。 到 于 直线 上 的 
FE ts H ER JEEPE EC [8 , 2 Eg Ed P7] 2 A A [ET A 

2. 檬 限 的 构 念 : H7 SiS HEC EE EE ESL SO STER 
Wai. MARAE rH — 41-5686 — 1 HIC EUH GHSAS FER OU ej 
点 所 粗 苞 ,因此 可 写作 : 

M, ; Mg, M, Ua, 

这 里 OM,.CMORIEXOMEZSDEBUSR. MWALA SUE UM, M. 
称 为 点 到 的 第 吕 项 。 正人 耐 我 们 喜来 引进 “ 摄 限 ” 这 个 非常 重要 的 
BUE. 


人 - toteaa men iocos 


ua 第 一 下 ATA E E 


AFREK E YERAI CM , HERA RA du 
THER: 对 任意 葵 定 的 正 数 =， A A AE RUA OPER AR 
都 落 在 点 Auc RA, B AAA Mo BRIR, S57y 
lim M,— A, gk Ma A. ERRERA LM.) 为 收 短 的 ， 且 收 敏 
TA. 

我 个 拒 定 义 的 意思 再 讲 得 清楚 些 ,“ 点 刻 中 自 革 一 点 以 后 ”这 
颁 话 ,就 是 家 对 任意 蔡 定 的 :六 0, 有 了 这么 ~-… 个 正 整 逆 译 , 当 a0 
Wr, M, 全 都 沙 在 邻 域 D0(4, e) 内 。 这 个 六 一 般 是 随 s mE 
时 有 时 写作 N (e). 

在 极限 定义 中 ， 特 曙 要 注意 正 数 6 EERE EN, HF a 是 
AE EIS, 志 能 确切 地 表达 出 “元 限 接 近 ” WEL, 也 就 是 极限 的 本 
AH. jb, xc SCR hse SEER 入 也 不 一 定 要 求 是 最 小 的 一 个 ， 只 蔓 
它 存 在 就 可 以 了 。 如 果 存 在 一 个 数 太 能 适合 害 尽 要 求 , 则 一 切 六 
于 定 的 正 整 数 各 可 以 取 作 访 。 下 面 将 有 例题 表明 这 一 点 。 

从 定义 ,可 网 极限 的 实质 包括 两 方面 ; 

(D TEES 57-0, 总 可 以 找 到 一 个 正 整 数 N, 上 也 就 是 
存在 一 点 My, 从 这 点 以 后 ,明和 然 点 则 还 是 无 穷尽 地 变化 着 , Hs 
都 落 在 邻 域 CU，s)] A., 那 末 我 们 就 完全 掌握 了 这 点 型 在 束 个 变 
亿 过 程 中 的 变化 趋势 ， 闭 就 是 它 可 以 无 限 接 近 于 点 A. Ust 
在 于 这 样 一 个 数 Y 或 这 样 一 点 M 是 否 存 在 。 AAR TES 
KREIRA NERULULILS UA 4 为 极限 。 

(2) Weo ERRER EH, B 因此 点 烈 { 弄 中 在 变化 过 程 
中 与 点 4 的 接近 程度 可 以 随意 要 求 ， 无 获 我 们 发 求 多 乏 接近 都 可 
JA, 3X4 XE X EE, RA CM 可 以 人 “无限 精确 ”地 与 成 4 BOXE, 
因此 关键 在 于 是 否 对 预先 任意 痊 定 的 下 数 : 都 适合 定义 。 世 后 我 
们 就 往往 从 对 并 一 二 特殊 的 正 数 e 不 适合 定义 来 本 明 CUM] TRA BS 


sm = 
A Ro 0 UM 
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RIA, EERETSERUECUHITIEMÉZERUR n AVERNR OHI PESE VL. 
更 在 人 中 这 个 定义 出 发 烷 引 进 实数 王 的 极 归 定义 。 

HIT EE Efe Sc — xd. MAE büusn m ke 
数列 , 它 是 焉 一列 实数 m, my, cs, 0. o 所 组 成 : guo (2. ,此 时 
FEA ARRP A h A A A A EEEREN, Ww 
得 数 刻 (o. AR a TRIR RIE M: 

数列 极限 的 定义 ” 讼 存 在 -- 有 限 数 6， 对 任意 铬 定 的 正 数 e, 
HAIER N e), 25 n2 N Bp ORI (5) 中 这 样 的 -- 切 zw 双 都 阔 
在 邻 域 O(a, e) 内, Ah EET no N ib, iv. —a| «ce 都 成 并, 划 称 
数列 e F1 o DUREE, Ar 


lin z, =g 
: HR 
或 Qa, 


如 果 {zj} 以 a 为 极限 ， WEEKE a, RE a H n) 的 极限 。 
没有 极限 的 数 刘 称 为 辫 散 的 。 

HEE EER n>N F, sama) <e 部 成 站 ”是 
指 jzwar 一 5j X8, axy a | 6, RRRA oT SESS EROR 
Ate 

FERAL ARRE: BD n; [Aa ARR, REER Ot 
一 个 开 区 网 (4 一 ge， a- c) ,从 第 N TAURI UPC mas Sa 
”全 部 落 在 这 个 区 辣 内 (如 图 172-1) .. 


za 以后 的 一 切 数 全 都 上 在 有 阴影 的 区 隐 生 ) 
aa 1-2-1 
d 9l MEL, 25 oO Ip, ru e RRR, a BOÉ 
IRSE eo TESI s, BAEN E RON EE RERUMS 0-0, 
AR EXE SE GV, 236 n—ÀN qb, jeu] «6, DRE (9) DIG AP S 


88 S5- R6 Sox 8 FR 
从 法 定义 可 知 , 无 穷 小 重 是 以 雾 为 极限 的 变量 。 EPERE 
为 很 小 的 量 , 也 不 能 当 作 任意 小 的 蔓 。 读 者 必须 严 加 区 蚤 。 

从 极限 定义 易 昂 ,车 (s) DA a XR, RU Gs — a) DARE BE 
限 ,分 ea) EER. Bosna d sa) EER ik, HU n.) 
以 & 为 极限 。 根 据 极限 的 这 一 性 质 ， 证 明 Qo.) 以 “为 极限 和 证 明 
世 ,一 村 AEAEE E, 我 们 往往 用 这 右 法 来 证 明 数 列 的 
TUR, 

GED 从 定义 可 以 看 出 , 数列 是 否 有 极限 , 只 与 它 从 某 一 项 
以 后 有 关 , 耐 与 它 前 面 的 有 限 个 项 无 关 。 因 此 ,在 谢 哈 数 烈 的 极限 
时 , 可 以 添 衣 ,去掉 或 改变 它 的 有 限 个 项 的 数值 ?对 收敛 性 和 极限 
都 不 会 坚 生 影响 。 

GED THE LADATA A RR A ERE I] zn Ab, ETRE 
上 点 列 的 各 点 位 置 有 左右 关系 ， 从 而 对 应 的 数 贡 中 的 各 数 也 有 关 
小 关系 。 以 后 往往 要 研究 两 种 特殊 变化 的 数列 : dm HE — 3E RB 
n, 数列 {ej} 中 的 每 一 个 数 剖 不 大 于 (或 小 于 ) de COR Bib c, B 

Ln Maa (BE MaC Mnyaa 
则 称 Gn.) 为 单调 增加 Qul P^ RR RED GE, AAEE 
JEUIEDBURUTIEUR TRAIA, 03, mHE ， 
n, BER (o) 中 的 每 一 个 数 都 不 小 于 (或 大 本 ) 在 它 后 面 的 数 , 即 
En Enpi (PÈ 9.770411), 

DEAE AARO GTR ESL Ao MTEMA: 
ERRA, 则 一 般 地 称 为 单调 OAAR) 数列 。 一 般 的 数列 
不 限定 是 单 病 数列 ,自然 包括 有 赋 跃 式 变化 的 ,也 就 是 时 而 获 加 时 
TRD. 要 注意 的 是 在 极限 定义 中 所 指 的 都 是 一般 数 齐 , MRE 
也 适用 于 单调 数列 。 

( 注 3) 通常 我 们 是 指 (o) AE- SUE AC DUS E Ze 
化 着 的 数列 二 算是 变量 。 从 第 一 项 或 从 菜 项 以 后 没有 变化 的 数列 


$i depu sper 38 
WERT, Ku 
(1,1,1,4 
或 (—20, —10, —5, --4, 2,2,2, 2, +) 
HAERE. WC B iespI 1,R:—/0mGEMRT 2. pud, 
EPAR IT An ab, How Y DU (Bim dd., du 
TURAE EE. AiE, 前 -个 数 基 的 极限 等 于 1, 
后 一 个 数列 的 椭 限 等 于 23。 常 最 本 身 作 为 的 极限 显然 也 到 中 于 
ARIRE XEK, 对 前 一 数列 可 取 IN — 1. ， 对 后 一 数列 可 取 
N —4, 
TERILAR HH e [S 8C: EX Jr An fap 3s He V 2E XE 
STR TERR. 
[5] 1] iEBXLAN 


[一 本) 1 


HEARR CLR IE 3649 41 83D 。 
WIDE, WHE: EEREN 60, ATESTER N, 
Hn>N h RA TTAR: 


H — ual 
i A —( | 一 Ize, 
t | r 


DERTTE no N i Semi N-[ 工 | 就 可 以 了 ， 


ARE N11 -dł 
BAENA NHL NHR E E : 
HigV9es. BC PXHEXEUE NS e7-0, iari N -| 3], 


<E; 


当 n> 畏 时 ,都 使 不 等 式 | 一 0| <e 满足 ， uc LCD 
J&—^4 X58 Jk. 
[93 2] mEHB: XP 1g] «3 的 任何 数 , 数 列 (onm Sy xen dL 
这 个 数列 在 将 来 学 习 无 外 级 数 时 起 很 大 作用 ， 读 者 必须 熟悉 
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E. SEREI: HEEREN >00, ATRAER M N, M 
n>N 时 ,使 


| «e, 
g ninigi«1ne, 
Wig) «1, In|gi «O0, SCRI HEB IST ESAE 
n In e 
In |g] 


Bic Ne arh s o ap its MDA 


q-—0 (eg «D. 
A. EIBIBSA- PIRE DUEEBUEHREHSALIE N. hi 从 不 等 
sk m, — A| «e pA n, Rieni N, 
f 例 3] 考虑 数 烈 { oh AE a ART LEPR REE 
证 明 al, Bü a —14-a. (2,70) Hdra —(1-2-a, 12-2, 
可 得 不 等 式 o,< 《二 +， 对 任意 答 定 的 。>0, 省 察 不 等 式 : 


(Va 1 7l a, 


解 得 n> “二 -。 因 此 可 取 术 一 | “二 |， 这 就 是 所 要 求 的 术 . 
有 时 交接 解 不 等 式 |x, 一 4| <s 很 不 方便 ， 上 简 例 子 显示 一 神 
求 开 的 技巧 ,就 是 可 以 将 | 办 一 4 适当 放大 ,使 | 加 一 4 Ba HERE 
不 等 式 Gace, TERAH Bu TE LJ npe d UE MORARI, 
KKA- T5 
- n? —84-92 "m 
L5 61 En P ToU n A PRR ED 
Z MANE: 
i  — —ōntlö 
8  8(8*-Z2n—4)* 


m. 


$3 HM TR D Fx d 4i 


如 果 直 接 从 | e — 3 «ce 中 解 出 了 是 相当 不 容易 的 。 我 们 可 


以 雪耻 下 述 方法 : 

25 m2 HH m 
1|...  B»—10 o 
8| 83(Bw22n—4) 
L| 两 个 数 中 较 大 的 一 个 作为 N Bw, Ref 


£ 


| Er SLE, 


Sou n 

所 以 到 2 与 | 

N= max(2, [1]. amn n>N ij, RE 
| 


3、 无 穷 远 点 的 邻 城 、 ERAI: 和 建立 点 4 的。 邻 域 一 样 ， 
duri SUCUS Sch R 邻 域 的 概念 : 对 任 一 正 数 E, 所 有 与 原 
PRESE BERT H HEISE BOR CSS m I RBR, AO, 
HR), ERRE, BERETE e| >R BAIRR e 的 全 体 ， 也 
BAMM LR, R] IANA. SUCHEN SZ R AR 
也 可 分 别 定 义 为 【~ ce — H) R (R, oo) HARAR AREE 
O+ (00, R) sk O- (oo, E). dez Ek, EPAR R RRE 
原点 为 中 心 .BR 为 征 径 的 阴 图 外 的 所 有 点 。 这 立 就 可 以 将 “点 列 雇 
点 4 为 极限 ”的 定义 很 自然 地 折 广 到 “点 列 以 无 穷 远 点 为 极限 ”的 
情况 : 

点 列 以 无 穷 远 点 为 极限 的 定义 ”对 任意 烙 定 的 正 数 R, AR 
28 UM.) 中 的 点 从 某 虚 My 尽 后 的 一 切 点 全 都 落 在 无 劣 远 点 的 五 
邻 域 内 ,出 称 {M} AEA i POS BLA RO 

Hm 
就 M,— co. 

HEEG LZA Gn.) , Ellos LT EE PEERS TE 

的 M 90, ATRAER N, o8 oc N 1, o ARAA 


E X5 Re Soc d YE 
E-M, MI zt ARS URBD ios o ME, WRR o WEAKEN 


lim e, -00 


或 We co, 

HB kis V. PI An, ERR EEU ARRE E, 切 不 可 与 很 
大 的 景 或 作 意 大 的 量 泥 请 尼 来 ， 我 们 知道 ，ce 仅仅 是 一 个 符号 ， 
蕊 不 代表 任何 和 定数， 因此， 无 汰 估量 实 际 -上 是 没有 极 皮 的 一 种 变 
E, 从 而 它 是 发 散 变 量 的 一 种 Au 6o) EARE, du T EISE 
ERRTEF K 

特别 地 , SERRE rH 的 每 一 项 或 从 荣 硕 以 后 部 保 持 一 定 
猎 号 \ 正 或 鱼 ) ,让 时 按照 它 保 持 的 正 或 色 冬 号 分 别称 G0.) AET 
十 co 或 一 < A lim kr 一 小 ce (EE Ge > 4-00) 或 lim z, 一 — 9e 
(或 各- 一 一 cc。 在 这 情况 ,分析 定 义 就 变 为 : 对 任意 答 定 的 正 数 
R, MARDER N, n>N Bb, mcd ke R, JEMA 
某 项 以 后 , c, AREER EANA R Spb ot R BRA., 

EEA EU | 

—BO, 40, —40, 20, —20, 10, —10, 5, —5,1, 2, n, 

ELERA, 如 取 E1000, Hiit 34A 1000 S EU 8g—-Ul 
数 都 天 于 1000, Meum N = 1009, 

[8] FE , TERA -n EBER. — REINOCHROA ERRER 
式 变 化 的 ,时 正 时 摧 。 在 这 情 扣 ,就 不 能 确定 它 的 符 导 。 鲍 妇 

—-1,2, —8,4, —5, =, C 1n, = 

PUSHEUROESEAGE. SCTJROIDSUÉCROOA GET 

无 穷 大 量 的 几何 解释 所谓 io) BERRE, 就 是 对 尾音 着 
定 的 两 个 开 区 间 CR, 4-02) 及 {一 00, — R), — ET ECEE E vs, 
在 它 后 面 的 一 Syr; tyas 全 部 落 在 这 两 个 开 区 间 内 (如 图 
1-22), 
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Hat 
2 tL ISN »u LIA AL fiut 
POPATA d — R 0 À FE TT 
(yea Marsa 他 都 落 在 有 阴影 的 两 个 区 菩 内 》 


Mj 1-2-2 
Aui RR IDUCHSUCH,HÉ Cra, tra 全 者 落 企 右 边 阴 影 区 尚 
Pj. MERTEKE, H EAA EA HRA a 
AELTIE ou a EARR, Medek, fl 
时 也 易 知 , 若 m] AERAR, W {uz,} BELAKE, 这 里 a Dy 
在 等 于 0 的 任意 常数 。 
[ 例 5] 惟 ?为 适合 不 等 式 19 1 的 任意 数 , 其 (97) AER 


XR. 
ACE E E0, HTE jg = lq >E, 基 
nnig ln H, 
出 此 印 有 > 让 y VERUR 10D RIRN =| Sc. ], 
印证 明了 9" eo, 


扰 穷 大 量 和 无 穷 小 基 之 疝 有 密切 联系 ,可 用 定理 表 之 如 下 

定理 1 HEERA i CRRA C [十 为 
EER EEA hA EAE, Hom x0 (n1, 2,8, ), 
AU- teta BOR | 1 | 为 无 穷 大 量 。 

DED] 首先 , 因 (ng BESAR, RPUSEAETUB PACA UR 
个 数 等 于 零 , 否 芭 老 蓝 不 是 无 穷 天 曼 了 。 有 从 上 面 所 性 的 《 注 卫 不 
HEt BREL EEEN 内 二 0， 总 可 找到 正 整 


AN, 当 n> 下 时 ,有 2,77 M, 从 而 有 | 过 1 jci 1 RAM git 


意 的 ,所 以 者 也 是 任意 —! -JEEZ 
ASEA TRAE, RA ED 0c] (参见 习 


DU TOTA MEE cem etis oem ETET aS S A oaa O s s i a cis e i om 
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xd T). 
[0016] En 
1, 2, B, e. 9. n 
HEARE, EE EL, HU 


为 无 穷 小 量 。 

二 、 有 界 点 列 数列; .无 界 点 列 (数列 

.有 界 点 烈 ( 数 列 ); VY LESSE, MERR AREA 
的 点 烈 和 数码 , 郎 所 铀 有 看 点 刘 和 有 界 数 列 。 

定义 ”发 在 在 一 个 正 数 书 ,点 烈 { 开 中 的 每 一 点 都 落 在 原点 
的 REI OQ, R) 内 , 则 称 {M 为 有 界 点 列 。 

注意 在 上 壕 定 关中 ， 只 看 妊 在 一 个 下 数 呈 束 可 以 肯定 成 剂 的 
有 异性 ,不 一 定 沉 要 最 小 的 RS IXBISERR D M 的 界 。 HHE, 
TH FP GS XS ETE Bait fecu E^, RAFET REE 
的 界 , HAF 五 的 任何 数 出 都 可 以 作为 它 的 界 。 

大 不 是 任何 点 记者 是 有 春 的 。 涂 和 下面 点 型 的 合子 素 淖 ， 如 果 
取 直 和 线 y==% 上 的 点 n on) 作为 M. —1,2,8, =), REL (MJ 
三 {wy n) 显然 不 是 有 界 的 。 押 为 不 存在 这 样 一 个 正 数 ROCDÉdE 
取 怎 样 天 的 数 ) ,使 { 昌 中 每 一 点 都 阔 在 OQ, B) PS. 

在 点 列 的 有 肯 性 定义 中 ,要求 征 一 点 都 吵 在 邻 域 0(0, 五 ) 内 。 
其 实 不 一 定 需要 这 样 ， 只 机 点 烈 CM LE 中 有 这 样 一 个 成 ， JE 76 x 
My, 从 这 点 以 后 的 所 有 点 者 落 在 革 邻 域 90(0, F0. 内 ,就 能 够 满足 
d RRSEBRSEDKUY. HARRE HAABA Ma, Mas, My 
可 能 落 在 邻 域 O0, R) Am RITT ARAR RCR). 
IESER O(O, Ro 包含 落 在 OCO, R) ABRA BE o AA 
O(0, Ro A,&.& Y O(0, B), KOO, Eo) 包含 着 数列 中 的 一 若 


`“ 
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点 ， 这 样 就 回 多 原来 定义 的 要 求 了 。 有 时 把 适合 改变 了 定义 的 点 
HRA ERAI. 

GED AERA E AE DERA RIE XL 0 A 
EKHE., APNEA EENS, dE M.) 以 原点 为 
BIE Lh, BORAJET cU MAER OO, s) 内 , 这 里 是 
TEXRÁVUERUEXE, MEA IEE UNKA I (0, B) ff Re~ 
个 预先 存在 的 某 一 确定 正 数 , 它 不 是 任意 的 。 举 例 来 说 ,在 单位 图 
周 -上 取出 一 个 点 烈 Moos Z, sin Z) (n-1,2, 8,2), BOR 
列 显 然 是 有 界 鸭 , 因 可 到 五: -414， 但 它 不 以 原点 为 极限 ; 因 所 有 点 
部 不 在 0(0, 1) 

现在 情 划 在 直线 上 数列 few 的 有 界 性 的 讨论 。 它 的 定义 完全 
与 虚 列 的 相似 。 

XX 芒 存 在 一 正 数 M, BU (n) 中 的 每 一 数 都 落 在 原点 
fis M Papi O (0, M) 内 ,也 就 是 | 加 | SM (n1, 2, 8, «), BRR 
fw,} 为 有 界 数列 。 

RESAS RAIM Rik, ETFI A 
大 小 美 系 。 从 定义 可 以 看 出 ,如 打数 刘 是 有 和 界 的 , 剧 忆 存 在 一 个 正 
BM, 使 数列 中 的 一 切 数 都 次 在 于 区 间 L— A6, M] 内 ,从 而 并 就 
称 为 它 的 上 界 ， 一 就 称 为 它 鬼 下 盘 。 有 和 界 数列 的 上 界 和 下 界 苑 
BERIA IKT OM 的 数据 是 它 的 上 漠 , 一 切 沙 于 -M 的 数 
都 是 它 的 下 党 。 

有 这 样 的 数列 它 只 有 上 界 和 而 无 下 界 ， 如 一 切 生 整数 所 成 的 数 
Jj (—2) 就 是 一 个 例子 。 我 们 由 很 容易 举 出 只 有 下 办 而 无 上 界 的 
数 现 的 鲍 子 。 同 时 有 上 .下 界 的 数 刘 寺 能 叫做 有 界 的 。 各 | 1l 
BAHA, lsin MIN 
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46 FE — gv om WE 

XE bu SCHEDA EIOS EJ VEER T S E EE, 
HAAA EPEE RRR — NCUOAUC HI PLELXEOS EUR, 也 
F-RA ECAA T RS di — 0 (8 E CP CR] {一 中 就 
[E —14E2r ER biiez, mACE (n) Aar 1 fe2y 
ER DAR. 这 就 可 以 看 出 , 定义 1 不 是 有 界 性 定义 的 唯一 形 
式 。 从 于 一 般 意 义 上 ,也 可 有 其 他 形式 的 有 界 竹 定义 : 

定义 若 存 在 南 个 数 A. B (ie AB),.X (m) PRR 
数 都 在 闭 区 间 A, B] A, IMË Asa s B—i, 2,9, 2. Rf 
io. HARRA AHR 4 为 宇 的 下界 , B AE ES, 

上 面 两 个 和 定 尽 只 是 形式 上 不 同 , 漫 有 本 质 上 的 差异 ,从 其 中 作 
一 个 可 推 济 另 一 个 。 有 时 用 定义 2 会 更 方便 些 。 

( 福 馈 7 上 而 扬 吏 的 数列 有 界 性 的 定义 ,都 可 以 在 形式 .上 改作 
"BURCGE SR. 一 个 数列 如 果 是 往 后 有 界 ， 旧 从 需 适 当 培 大 型 ,或 
THRA E MUI A. 就 可 志 回 到 原来 有 办 性 的 定义 了 。 DIE, 各 
浊 蕊 知 一 个 数列 是 往 后 耕 界 的 就 可 认为 ' 包 是 有 界 的 了 了。 以 后 都 将 
芝 样 承认 而 不 再 每 一 处 声明 。 

象 (E4) 所 详 的 一 祥 , EEA AA AmA ERRA EN 
FERA SHL, 但 实际 上 两 者 有 本 质 上 的 差异 。 也 有 极限 的 数 
AMARRA LAAARO R, RARER mT: 

定理 2 ARRERA, 

[um] mx (e) Be 为 极限 。 根 据 定 义 ; 0 D EBUe—1, 总 
有 正 整 数 ON, n>N Bb UT 

[e—a «1 
或 G—1l-m,«a1, 
RREH Y im.) Mf Ns (nig 322 

EP 2 PEETER, GRES RAEE, dE 

WPF A0, 1,0,1,0, 1, 显然 是 有 界 的 , 因 Om xl, Hi 


81 3 Et e t i AT 


AERE RR, PROS RE h OA d ATN, anre A ER, M 
KRR 0 £1. E RASA EE ERIK., IHE NE AE 
HEX APSA ORI ADARAS GEUENADBERR. MORR, 我 们 取 


s=4, AR O GIOI, IGATI N, n>N M CA 


clmae-Napgp-dow l. FERKENNE, ABA 
BAET, TAPER M, ARDU, -H a MEK 
(—3. TA EERE EBEA I”, 1 GRE 
这 区 间 之 内 。 同 样 , 训 证 1 也 不 是 它 的 极限 。 从 而 肯定 了 让 个 数 
殉 没 有 极限 。 

GEO) dRIMIELUERCRESI, An -BCO JE EAKR Dn 
散 的 。 现 在 从 上 例 中 又 看 到 , 数 刻 (0, 1,0, 1，…) 是 有 界 的 , 它 显 
扑 不 是 无 绑 大 量 , 但 由 于 它 没有 极限 , 从 而 也 是 发 散 的 。 因 此 , 发 
BEAR EEA KE 

2. ERRA A): MESRA AR A Hid 
ER, AE A RSET EN, 也 就 是 不 为 有 界 的 点 列 ( 数 
列 ) 就 称 为 无 界 点 列 ( 数 列 ) 。 但 为 明确 起 昂 , 仍 有 必要 葵 以 确切 的 
定义 : 

ER EAEE R ERA UM) nhe e i 
落 存 无 兰 远 点 的 RBR O (oo, R) 内 ， 则 称 (Ma) 为 无 界 点 列 。 

XI-P ICE EBORE {zw} 的 无 界 性 也 有 相似 定义 : 

定义 ”对 任意 答 定 的 正 数 M, PEA (n) 中 必 有 无穷 多 个 数 
fe PHI UB [ — M , MJA, 也 就 是 有 无穷 多 个 m BERKER [| 
DM, BUSES (eu) ARHAR 

注意 无 界 数列 的 定义 与 无 委 大 量 的 定义 很 相似 。 然 而 这 两 个 
疡 念 有 着 本 质 上 的 差别 。 在 无 汰 大 量 定义 中 ， 要 求 能 找到 N, 当 
ac N Sf, frio M, METRO, RERA EREA 
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c, PEPR e 9M. Mos S ar BI Tg Sn: Ande (o) ERR Xt, 
RE 45 EC SH. EE LOL AT ARS PU zu, Z& sl 
(1,0,2,0,3,0, 7 … RRENA PERREN Ie, 
beo NE MR XE EAe0 Rn i E of qr Hey 
M, RA ERE» E Vbi v. 


$2 数列 极限 的 性 质 和 运算 


一 个 数列 CERO 是 否 有 有 极限， 员 是 决定 于 数 刘 本 身 的 短 构 。 
. 国 时 ,如 果 开 个 收 敌 数 刻 之 间 洛 有 内 在 联系 ,出 它 合 指 极限 之 间 自 
然 世 织 不 到 有 什么 污水 。 1H3)— 3; qj, 如 果 丙 个 或 多 个 数列 之 辣 
有 了 一 省 的 联系 BPETIHBER ze ES] ELS RT TIE AUT ERT 
P BÉ xiUk T pop S p MEL LS UELLE MES SIC: 
Bit — Hos WE ek m Dom. EAk, IEEE Bor ERO 35 T3COS FU at 
WRAS Ja SH SER BS REI nr iie l9 
、 数 列 极 限 的 性 质 

EHI 车 lims=a, limy, =b, L a>b, 剧 总 有 一 个 正 整 
TN FE, H n N Bp AES mo ys WE, 

[BRES] ERRER 8, ELSE ex HJH 2. — a, 必 有 


E Ni 25 n7 Ns IIb, «y 就 至 都 落 在 a 点 的 8 邻 域内 , 即 当 
aue at b 9a b 

n>N: 时 ,有 Tn ， 同 梯 ,出 和 .一 了 ,也 存在 一 正 

Na, ?4 2H, Fi. Ya 入 部落 在 b RREI e SBIRI, G n IN, 

yos bun Btc hÈ, apa s eth y ceto pay 

AUREAS {各 图 1-2-8), FFH 5 点 的 8 4bhESOBU-— IAE 

Ya GÀ n 2 Na 时) PUISSE a 点 的 邻 域内 的 一 切 数 v, Qno IN 


时 ) 。 所 及 只 要 取 N —max (Ni, No RJE cV Bl, euo tib. 
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yes ID asi res A ac BUT 
Ea Yne 

HRL 若 Hm wm 一 si Himy,-5, HEEREN N, n>N 
El AS SEIN Gryn ABD, H 0, 

Appi, aF lim s =a, ELT — FRR N, n>N bA e b, 
Miam. 00 

【证 明了 BEIE. uS YE BI RAET, Á ec, HEM 1, 
‘HEER N, 24 v N FLUR SS n us EE AX 53 HIR 4S 
tF- FA, Mif ine D DEEST. 

"YI Ar, 9p PLAIRE ERR. 

. 这 里 要 注意 的 是 : YES. —3, 的 情况 下 ， 计 能 有 ab. £5 £n 


Er = i, m= s RU XE "7, uE Pa ns [H. 


lim z, = lim y,—0, 


HER? pP m.—2,1Le-0 3 为 常数 ), 区 有 一 正 整 数 N, 当 
n>N h A m5. 

KEW] yc bln=1l, 2,8,00, HI 5 可 着 作 {y 的 极限 ， 
URE yab, q RESP HEIA IRIE n>a, Yab, Hab, 
HESS, UERR N, nN Bp. ETER mn Ya. 但 
Yamb, BPA mc 5.— BIET RE RIERRDAEARE, 

PAETAE IRR ERR OE V.H CHEZEGEEREB, dE HIE REE 
god (C JA 8). 

UT BELT PETI TEE MEE 3: E: EE. 


Ice eme ear ae me ha mi s A Hm mss | A CO Ia pe m0 sm 
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关于 排 论 2 也有 可 注意 的 特殊 情况 :车 人 一 e, Ha-0, Hg? 
n EARE ,有 w.c-0, (这 里 所 话 “ 关 分 大 的 就 是 指 有 一 下 整数 
N, FER RIEN 的 -一切 寺 而 说 的 。 以 后 往往 这 样 令 述 ,不 百 千 一 处 
志明.) 

HE3 Ss 2, Hacc Cc AERD, HIS n 充分 大 时 ， 有 
m-c0, EMI. SE m2. a0, Ris oo TEARS SA o0. 

3X TEE ms Pri 3-55 JE. 2 REAN 

定理 2 FA 5) k, IMUA- HDOUUN — TR ER ORLER. 
的 唯一 性 ) 。 

【证明 】 RE. BE) 有 两 个 相 异 极限 EET 
alb, TEs, b eME ier, B bearca, Aaea, Harr, 
BH d pia 2, AE N, D n7 NS ME sor. 

BPE, 因 m5, H bcr, BrE ly TE S.H -—3E 
Nay, H n> NA Br mun, 

Am N —mar (Ki, Na), Hou sc N b. JB BI ur 及 
my。 这 是 不 可 能 的 ， 定 理 于 是 得 证 。 

定理 3 FAECES N, P nNIpSOM 


及 Hm w= Him 二 HE 


外 一 oo n" 


lin y= t, 
Ho 


GESI 因为 所 要 前 精 共 只 是 关于 极限 值 的 ， 所 以 不 妨 改 变 
三 个 数列 的 前 六 IRE. 使 诈 们 也 满足 不 等 式 v.syumcÉ. RE 
可 设 对 千 一 ,这 不 等 式 都 成 羡 。 

因 w, -<, 故 对 任意 给 定 的 67-0, AEE M, “n>N 
时 ,有 |w 一 6| e, 8g 


892 数列 极限 的 性 质 和 运算 5] 
aseda, Tate (aN), 
MA zna, MER EWA ER e>0, -ERE No, 
25 n Na tt, E | — e e, Bp 
aglr ae (nc Ny. 
4M ON —max(N,, No, HIPH nc N 时 ，_E 面 两 个 不 等 式 间 
BER e, BB n IF, A 
一 十 
ERE, 则 对 任意 疆 省 的 8>0, E rR N , 当 n> 入 时 ,有 
[Y 2| « e, 
JRM lim Yr, 
HR PERIE ON. sc N dH, AES um E 


Za Ya Sa a) , H lim [ICD HY tim. d. 7G, 
中 一 se 


这 推 哈 的 证 由 是 很 朋 尼 的 。 

以 后 经 常用 定理 3 作为 一 种 很 重要 的 工具 来 求 航 限 。' 忆 的 重 
SERE TT tU ERR IPHANIEE (us) 的 极限 存在 的 一 各 方法， 而且 可 
WEAR REHR. 

t1] SR [ET | 的 极限 。 

对 任意 正 整数 w 显然 有 
1 itn 2m, 2 

LE 


n 5 


i 1.0, 2.0, 由 定理 3， 期 


为 了 更 深入 地 讨论 极限 ,现在 米 介 厅 一 个 很 重 雍 的 概念 ,就 是 
所 请 子 列 : 车 在 数列 


Wa. Ha. c, 8. t 
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r2 BSREIBGRUAFE B A EAER R A S2 TL, 如 
Gy, Cay Fun, Uy dop 
这 种 数列 称 为 (e BA), 297r Go E. MA TIRARE., 
在 选 册 的 子 列 中 ,我 们 记 第 一 项 为 #4 ES EDS mu TEE} 
的 子 烈 表 妇 : 
ugs Vua, ty Tag a 

RER, XR k, Amk, h RR tu 在 子 殉 中 第 下 项 ,ms 
表示 pw ERRARE nH. AENA ER h, 8 如 四 
hæk, Bin.cmx. KIE, Amd mam, HH A, 

因为 在 子 殉 xs) 中 的 下 称 是 下 而 不 是 加， d KRF a 
应 于 样 定 义 : 对 性 意 粮 定 的 2:>0 及 定数 5， 总 可 找到 正 束 数 五 
Mp ERI OK Bp, — bc 从 部 沙 在 5 点 的 8 BRA, A, di 
lnm. 

对 昔 定 的 一 个 收 笋 数列 (er. "ESTERI I0 EC, c e ET 
双子 列 的 极限 与 原 数 烈 的 极限 有 什么 英 东 呢 ? CT iB SERRE DE 
这 问题 。 

定理 生 x lime,—«, Ri ie 的 任何 子 刻 (nur HENCE. HE 
的 极限 也 等 于 4， 

(REH)  Bls.,—2, SHERHE 8 0, JOE EM N 25 
n>N 时 ,有 

læn a| «8. 
FRK —N. HHA, mong ng. 这 时 就 有 
EEA 
Amie lim z,,—«, 
这 就 是 所 要 谣 明 的 。 

这 个 定理 对 人 制 别 数 刻 世 不 收 合 有 很 天 方便 。 因 为 如 果 在 

{za} 四 有 一 个 了 予 弄 丰收 仇 , 喜 有 了 两 个 子 列 丰 收藏 于 同一 极限 , 则 由 
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TÈRRA E b Aire Pla, #0, 1,0, 1,0, 1, --) 
ERER, RENIN A TATO 及 1。 现在 再 看 一 
TRF: 
DHA essin TE, End RRRA TAN 


sin Bor sin un s. SD Boe te 
a 5 E 3 LS m ' 了 


em ET., em 205 na, gn Oo rm 
i Sc! go? E 5 $78 


RUSE— Y MES RR 0. dd Spe Gp ERU 1. dd 
M 

甘于 数列 1,3 xn E SU 1- OR CER . 还 有 一 个 可 注意 的 事 
Sc: Au E XE dm. 的 凋 数 项 所 成 的 数列 {za} 及 俩 数 顶 所 成 的 数 
出 [Das} ma H. ERNY AR HERA 1m.) Ae 
fü. 且 极 限 也 等 天 这 个 性 质 可 和 根据 极限 定义 易于 证 明 , SERES 


snam: 17), RREA EHEAR EIERE RR, 
[ 例 2) BB 


3 3 4 3 
daah = -(o, 2 1? j 2" g'g? de) 


于 是 有 从 20 一 上 MA (n= d, 2,9, --), 
£g, 一 "E (n—1, 2, 8, e). 


出 于 lim Sa4— 1= lim Tan” =i, ix 


hn 


二 、 数 列 极限 的 运算 
i BA to dye cer, 因 从 它们 的 对 应 项 相 加 或 相 三 
TESTA] (o... AHE, EL 


tA nnmn an A e a -o HA ne Rom H8 8o eon E O c mE 0 n m9 9 n a en 


54 S-A pow om m 
lim (anty = làm e,t lim y, 


这 个 新 果 Bb: Dec apnd, BARAR 
REFRA. 

RERI — Pepe But OL FREA., EPAR 
RUPEE SIL 

BeA, v. B. BITRE 6770, 存在 正 整 数 Wi, 当 
n>N t, Æ |en A| 8. AAEE Na, 当 n Naip, 
7 lyn B] <e. 

邻 取 N = max (Ni, No, RP mo N Bp, EPRISSESX RIEN JE 
3p, BAZATE, A 

| anty) AHB) | A Ig — Bl. 
FRH nIN Bp 
| maty) — CA 3- B) | «38, 

BD lin Gr, 95) = A+B dim S, tlm. 


SERA, 93 7 26283 ^P CERE ECC X068 7] RE 
2. A e. ar WRR, RUE Cosa oie. H. 


lim 2,5, = lim e, lim oy,, 
E me 


BD PS T c CC AI EATUR RR IRAE TR EE AERE 

[HER] &üie—..—B. FEN (6 BAR, 郎 存在 正 
TEM, iE 

mx M. 
应 用 三 角 不 等 式 ,有 
(Ery AR| = | mp m Bm B ABI 
*ocu,— cB dleB—ARB. 

TERRE 一 0， 有 下 整数 Ni, cp n Ni Bb Alae ul 
Bras ERE NS, 24 no NS h, A yn B] xe. 


$2 ZEUPMRSTPEICN SS 53 
HN--max(QN, Na), A5 n>N ap, tI 
Ea AB SS igo! ly B| | RI 4 
x. Meg--|B'g- MM 
SIT lim z,g, : AB-- lim gn "lim Yue 


R-+25 Woa, å ew 


证 明 里 我 们 | P z,H Eik vB PAHE. 这 ^ 


Jn — B — Rt refe aU cb RCNH 
ALHA, and» HEBIDN C7 JGEBVBUUIDEOU; 
小 量 .. qé t Bl, 4 Y= ae ALD 


lim atp a lim Epa 


Me Mi 


”最 后 的 等 式 兵 要 ase 0 STE (1m. 为 无 敌 大 量 也 认为 是 成 芷 的 , 因 这 
Bj. iac.) 也 为 无 先天 重 , 而 等 号 的 意义 表示 了 两边 都 是 无 穷人 大 量 。 

只 证 明 的 方法 来 者 ， 即 知 民 数 和 与 积 的 两 种 运算 可 感 无 困难 
地 推广 到 有 限 个 变量 的 情形 。 


[EE 


lim, 

Hm. Uu nmm 

mea gw, — lung," v 
EE . 


CALEHI] RE eA yeb, ik B0. XHIGREDE 8>-0, 有 
一 个 下 整数 N, n>N h H im — A| xe. AELS — IE REC 
Na 25 nz Na e A y — B] 6, 

取 —maxGoN4, Na), W n M tp, im, — | «ze 3l, — HI 
<E MEN 现在 作 愉 下 估计 : 

| gm, | Be, — Ay, | [Bi ]e, — A' - [ Aj [y,—B|. 


- 一 一 l-- E AD 
lv, $! LET [E| Yal 


因 B+0, HIERA, 有 Bpo p B 2. TE BATE I 
推荐 2, HE ERM K, 4 — K hA 


56 第 -条 ROER Om 
H* 
t 


Rn 


Bg, Me 


GB 4De m 2( 4 + B 


Iz 
MA MN Bp B: 2 
2 
FEE 
limz, 
lim 2 一 条 一 "> 
noe Y Blim wy, 


GE) ”上 上 面条 种 运算 都 是 在 原 订 两 个 或 多 个 数列 省 收 雍 的 
ai PHARA. MREDEH a, eR AAR, Ju 


jien 21 at ha(o-1)-1 gm, 代 加 果 应 用 染 法 或 队 法 和 


nco Te 


W, H -iR mast E1, ABRET, RAKE 


Zolos MAERA (n) 是 无 穷 大 量 , 琵 法 和 除法 区 
算 都 是 无 效 的 。 

Mirta, 我 们 知 两 个 或 有 限 个 无 穷 小 量 的 代数 和 与 
积 仍然 是 无 穷 小 大 > 但 有 可 注意 的 ,在 积 的 情况 , 只 覃 其 中 一 个 因 
子 是 无 穷 小 量 ,其 余 因 子 只 须 是 有 界 的 就 够 了 ,它们 的 积 仍然 保持 
ERATE. 条 件 的 这 样 减 庄 ， 对 舍 后 的 讨论 是 有 很 大 恒利 的 。 
现在 就 米 了 予以 证 明 。 下 面 只 对 两 个 数列 的 积 来 证明 就 可 以 了 。 至 
也 有 限 多 个 数 到 的 情况 完全 可 类 似 地 证 明 。 

定理 5 GE (m AEA RA, wo AEA, EMER 
UNE E ho 

【证 明 】 Dio, 有 界 , 必 存 在 正 数 M Vll mu M XE 990, 
故 对 任意 给 定 s>0, TERS N, 当 m> 丈 时, dus ce. MAS 
当 WIN 时, 有 


$E galgi ITERA T 
teya c [ea [gs] Me, 
Bp (m2. WAR hi, 

RPE nii, Z5 pei T RA eR. 0$ — Eb E 
AJ, BEEPER AAAA ak. AEA GSOEETIEOL: DT 0] 
A EAS AE UGCSR A x. np EAR EEJGUS dk. Vida, FHAA 
dit Ai) 

(1, 0, 1, 0, 1, 0, =}, 

(0, 1, 0, 1, 0, 1, =) 
ERI CO, 0, 0, 224 — rS c, TH i S P CR te infra 
33 SERE 5 AR PETAT AUC HD o 

定理 6 HE- pl0, 对 充分 大 的 mn, H md >p, H {yn} 
HEARE, BU EIP Unas] HLECOGSBEON E. 

这 个 定理 的 证 明 与 定理 5 DUgEUIAHUL. ARI, AATA 
CAME CARA 159). 

RERE. 两 个 数列 的 积 昌 然 荐 无 穷 大 量 ;, 但 它 知 本 身 
HATES ki. Pian, dod 

(f, 1, 3, 1, 5. 1, 7, 1, --), 

(1, 2, 1, 4, 1, 6, 1, 8, ---) 
的 各 海员 ,2,3,4,5,6,--), 基 -~ 个 无 穷 大 量 ,但 原来 两 个 数列 部 
不 感 无敌 大 是 。 

AX dn SURE 6 中 的 世 所 应 满足 的 条 件 改 作 有 到, 车 sr 
ARCA S— 4EXEZGUROAGAG s 例如， 

(m) — (1, 0, 1, 0, 1, 0, --», 
(43—-0,2,8,4, 5,6, e), 
AUN irat (0,0, 3, 0, B, 0, --, 
TEATRA BARTER UK RE. 
Hmn dPlime,—e£0,e HARR co, H (51 WERKA, 
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Fil (ugs) BELAK E, 

[AEH] Aia 为 而 限 数 。 分 两 情况 : 2) a0, 2) e<0, 

D 4>0 在 (0, 内侍 取 -一 个 8:0<8<gs。 有 一 正 整 数 译 ， 
P4 nz NM of ca 8720, 于 是 这 个 4 一 e 就 起 着 定理 6 中 的 
ER. TES BD ELIE, 

2) e«U, uf: 

lim Var 一 一 lim(— (en 一 一 lim{ (En) Yata 

因 lim(—2,) — a0, RR, HE i — gu) BR, 从 
而 (m4) 429 ERARE, 

ETA (mg 也 为 无 禾 大 量 有 时 ， 从 无 穷 大 量 定 多吉 可 证 得 
irap HAERE, dd Team, 

XCPBRT 7G ACE SRUG OU dk ZELLE GU RES 3658 I t 
的 积 完 费 是 针 么 ,要 楼 具 忧 局 况 丽 定 , ETARA, F, EU 
FR. AMERRE HEMA E A E RHA wT ER 
习题 14). 

[9] 4] 考察 


lim 29a a B 
nw bynt + be i Week b, ! 


其 中 ,1 都 是正 整数 或 0; a, b; BE u RRE, LR us 0, 
oO. 


DN 
Œl Uy 
an" -Hgt t -prest ik — aei to + F nn 十 në 
wr O RE 
° 1 : bot 一 上 十 … 十 E 
但 Gu fiy b.e b, i b, A > 
H ES sot n ded wa Ug. O97 » 于 -> 5o， 应 用 除法 


运算 ,得 


t p DLL RFT 


ue me alere AAEE n eI Te o ema ana I EPIRI PRIMARIA ET- ess mrt eto s p WR RR room m» C 


&2 ax BESSER EON 56 


Hio gp 
lim tet DM T LE 
9 hot Pe, +E bo 


EEF, AT 


1, ksilit, 
Too, Bip, 


ARR FARE Pu EI, BUnDERPNOIRiSTS OI 


ig A5 nt be ba. OQ, cM EC, 
ace Dgnid-Byni 1 pe deb; | Go =i ii 
BO 3 k=l 时， 


lima 


Ho 


O0, GECÓBD, 
[ 


Jub bc, 于 是 由 定理 6 AER, DRE 


2a anh E aunt Tee Hoe 1 
a bon + ban il. -+b oos = k> m. 


—n4-2 
在 $1( 一 ), Hih AMERRE oL Y, 证 得 lim 2i 4 


-i ,那里 的 证 明 是 相当 频 难 的 。 现 在 如 果 应 用 上 例 的 灶 果 , 可 很 
简单 地 求 得 极限 。 

[Bj 5] 应 用 极限 运算 和 上 面 的 一 些 极限 性 质 ,可 以 求 得 某 些 
Wrog d Aude BERVGRESR. An 


lim| 1 — 608 -- Mrd =0, 


sx xpo [1 ergh, (oosnd 是 有 界 最 ， 故 | con RH 
小 量 。 双 根据 例 4, 上 | 也 是 无 寄 小 量 。 于 是 利用 极限 运算 
O BRRR, 

der ERRO E E E AES E SERT AD, 
是 最 重要 的 工具 ， 苹 省 必须 通过 大 车 习 昌 来 掌握 它们 。 询 在 施行 
檬 痕 运 算 时 ,必须 注意 每 一 步 的 合理 性 。 


€ ÀAÁÓ— às 
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$3 关于 数列 的 儿 个 基本 定理 


一 、 上 确 界 和 下 确 界 

RIRI EL EE ACA T BUR Dri ds JE APER ERREN IR 2S 
TER ORASSPRAGIRERS ERE, 3X— V RLPONERGROE TNCAUAUU 
DERE. 有 了 这 些 基本 定理 , 今后 进一步 探讨 才 有 了 严格 的 
MRE, AUT ASERS AA IU EHE d ROME TE JL He 
基础 之 上 的 。 RIESA ER EEA ME 
HOS TUR. BOERAECURIBCPRADMON. TARTA 
BiRHPEBHAMÉLARSUDMBE Eck, Dt URIE PHA EERE 
XL AL REOXT HC ECCL EDR "CS" EET, DRE 
TFI Aeon Ae" Bolo don T 

1l. RRRS MERABRE RREA RES A 
35 TAARA ALTRE e Lr, 为 权能 够 在 其 纯粹 状态 中 去 研 
帘 这 些 形式 与 关系 ， 那 么 就 必须 完全 使 它们 腊 离 其 内 容 ， 抒 内 容 
放 疆 一 边 作为 不 机 干 的 东西 ,…-”( 因 格 斯 :“ 友 杜 宁 葵 "人 民 轩 版 
Ri, 1956 年 本 88 页 )。 也 就 是 认为 了 我 们 能 够 从 量 的 侧面 来 研究 
事物 , 必须 把 事物 的 “ 质 " 扫黄 去 而 只 保留 作为 一 个 一 个 池 可 以 区 
分 它们 的 菜 些 共有 性 质 ,把 其 有 这 共有 性 质 的 事物 看 作 一 个 整体 ， 
就 就 它们 租 成 一 个 “第 ”"。 如 果 研 究 的 对 象 是 实数 ， 就 叫做 数 集 。 
超频 牺 ( 数 集 ) 的 各 个 事物 叫 艇 集 的 元 。 集 必须 有 明确 的 准 朋 ,如 
“高 个 子 的 人" 不 能 租 成 集 , 内 为 完 葛 身 高 多 少 才 算 作 “高 个 子 ” 是 
不 明确 的 ,如 县: ' 工 .8 米 以 上 的 人 ” 团 就 成 为 一 个 你 了 。 又 如 一 切 
YER — 0] 2-1 BRE oc 者 成 为 集 。 

集 是 数学 中 最 基本 的 概念 之 一 。 我 们 在 常用 大 写 轴 马 字母 如 
A, B, E, Ao de E, SebisctB ROT EPIS Ie Rn a, b, 
D, ERER, 
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如 果 % 是 吾 中 的 一 元 ,我 们 就 用 符号 : 

æE E 
FEIER A o ATE”, Bliu, 车 E 为 一 切 o1 Wg e Ff 
租 成 , 旭 2€ 召 ， 如 果 z EER phige MARS: 

zcE 
din. Mike LATE’, 例如 ， 百 是 一 切 正 整数 所 租 成 ， 妈 
—1&€E. 

2. HARS FARREN: 一 个 集 可 有 有 限 个 元 ,也 可 有 无 
雳 多 个 元 。 同 样 , 一 个 数 集 可 由 有 有限 个 数 租 成, 也 可 由 无 穷 多 个 数 
EUR RERA A E OE) ,后 者 称 为 无 穷 俩 ( 数 集 )。 数 列 是 无 
筋 数 集 的 特殊 情况 ,任何 有 雳 数 策 邦 有 一 个 最 大 数 与 -- 个 最 小 数 。 
但 对 于 无 冀 数 集 来 说 就 不 … 定 有 最 大 数 与 最 小 数 了 。 例如， 由 一 
切 we> 工 所 底 的 数 集 没有 最 小 数 。 数 列 也 不 AER 最 小 
数 。 例 如， 数列 | ^ | 无 最 大 数 ， TARAN l. xm 


lu xs TERA -去 aam 122-6. 


图 1-24 


APAE, ELBCBCRUDR EAST EJUS RTT. Df 
XDREEOMOE dE, GEAR EGH ARCA, BL SX HACK GULRE'E RS E 
界 中 的 一 个 , PEHRESXGOROPSTERIECIOR ERI EE, 这 时 ， 
ROSELISRUEE 的 最 个 的 上 卉 。 同样 ， 老 数 到 有 最 个 数 ， 那么 


有 


* 9 k 932 9 3 09 à $9 9 $9 9 0 * 


Hoa EE nona DURATE TARNEN ma 
但 在 -E 面 例子 中 已 经 硒 到 , 数 刻 不 一 定 有 最 大 数 或 最 小 数 ,而 
TUR e JG CES REPE Ov, Ud He ot 7 ROC AR RE EO UE BC E 


v.. u areari n ai o aria i A E A H e e a ARERR TA H e AA M ER A A EAA 


的 第 -篇 第 -党 E FR 
"Hidakfrek dto WEE. 这 时 ,我 们 就 未 能 把 数 梨 的 景 大 数 作 为 它 的 
最 洒 的 上 界 , 也 趟 能 把 景 小 数 作 为 它 的 最 大 的 下 春 。 然 而 ,对 于 革 
些 数 策 或 数列 来 说 , 最 小 的 上 和 界 和 最 大 的 下 导 确 实 存 在 的 , 因此 ， 
这 里 叔 叶 扳 开 它 拉 的 存在 性 ， 而 对 一 般 数 介 的 盔 小 的 上 界 与 最 :天 
的 下 界 葵 了 予 确切 的 定义 是 有 必要 的 。 下 面 就 来 令 更 宅 们 的 定 浆 : 

发 和 给 定 -- 数 第 召 ， 若 存在 这 样 一 个 数 记 ,适合 下 两 条 件 : 

(D s& E phies, 

(2) IERP ERER se， 至 少 存在 一 个 数 ec E, 

£377 6 — £, 
Rid G PEE P3. E88), dog 
G-—sup F, x 8-supfat, 


-AER AP EEEREE S RH EB CN Vm. dE 
件 显示 出 岂 小 于 6 的 任何 数 部 不 是 吾 的 上 异 。 挤 症 之 ， BBEUUEE 
的 最 小 的 上 界 。 

HFE, HEER E, 若 存在 这 样 一 个 数 a, 适合 下 两 条 件 : 

(D dg E phr Up eo, 

(2) 对 任意 和 给 定 的 正 数 2， 至少 人 存在 一 个 娄 mm 如， 全 

mats, 
E a V E S T OR ht 
azinfÉ, m a-infir). 


-zcHh 
TE—T RTESEBI e OE b TR, MECIARRAL 
于 = 的 任何 数 痢 下 是 吾 的 下 界 。 世 就 显示 出 是 吾 的 最 大 的 下 
a. 
ERÓEEREBIERSGSUE LE. THA. EAA SE Hee 
一 定 存在 ,这 时 ,从 .上 、 下 确 界 的 定义 容易 推 知 ,最 天数 就 是 第 的 上 
确 界 ,最 小 数 就 是 后 的 下 确 界 。 然 旭 对 无 兰 数 集 来 讲 , 写 就 不 一 宝 
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FEER THAT., 例如, TERRA (0) 显然 不 存在 适合 .上 确 
界 的 第 (十 条件 的 数 B. OUT FURRBUS Con] op fete see TH 
Bis CO 条 件 的 数 a. 

还 要 注意 的 是 : 一 个 无 敌 数 集 五 即使 它 有 上 确 界 B (或 下 确 
界 a)， 然 而 这 个 5 (o0 TAF EERTE, Bii, Tx 


[Eb 极 雇 上 、 下 确 界 的 定义 , 易 知 a 一 0， 8-1, TAEaEE, ii 
BE E, AnX B GR cO BT. E, HERPES OTF) I B (R a) 
HAA. SURRE MURURGASE. 在 上 例 里 , 下 确 界 0 不 
迷 到 而 上 确 界 可 达到 。 当 上 (或 下 ) 确 界 8 (或 可 达到 时 ， 则 
B Gl a) GAE E RARI (或 最 小 数 ) ， 因 如 果 有 一 数 vE FB 
s>B, 则 月 就 不 是 吾 的 最 小 上 界 了 。 ATIRAR YEM E 
的 最 小 数 的 情 刀 ,也 可 同样 证 时 。 

尺 面 看 儿 个 例子 : 

LAI E-(n Lolo L, e), a70 (不 达到 ), 81 
GER) o 

2 E= (1,2, 3, m o) a1 GER), 8 不 存在 。 

[A3] E—-(—1, —2, =, =n =), a REE, B— —1 GA 
到 )。 

AN E Jo — EPHCBERUR., a 及 有 都 不 存在 。 

(Bb) 如 为 0<s 忆 1 的 一 切 数组 成 , 则 xc 一 0( 不 过 涧 ) ,8 一 1 
GARD 。 

ME E b ECT) BRETELE: 若 B) 39 E S E 
(T) MIFE 8 G0 KRT E, IATE bon fede — 2b os, 使 
2, B (5.2) (参见 习题 27)。 

现在 提出 一 个 直木 章 题 : 一 个 数 集 如 果 有 .上 (或 下 ) MUR, I 
么 ， 它 的 上 (或 下 ) 确 界 是 否 只 有 一 个 或 多 个 呢 ? 下 面 的 定理 就 来 


ee r ere e: R pp T E oee H e E A ©- 
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回答 这 个 则 题 : 

定理 工 设 一 数 集 EON € (或 下 ) 确 界 , 旭 和 这 F (或 下 ) SURGE 
唯一 隐 。 

[uus] MXE AREN, AFTREE 
(ERIM 20). MERE HA B. 都 是 吾 的 上 确 界 ， 则 
省 三 种 评 能 情况 : Q) Bba Gi) 8> 8z Gii B= Bs. 

gehirot G) 是 可 能 的 , HA E Bs 小 的 数 B81 是 E B8. EE, JA TRE 
Bs 不 是 召 芍 上 确 界 , SEGUE. 故 情 况 (i) 是 不 可 能 的 。 相 似 
Hh. 可 证 情况 (i) 也 是 不 可 能 的 。 最 后 ， 只 有 情况 (ii) ERX 
这 就 臣 明 子 .上 克 界 的 叭 一 性 。 

前 区 已 既 葡 过 不 是 任 何 数 列 都 有 ARR TAR PIRE 
PURITA ARATA? 为 了 向 答 这 个 问题 ， 有 下 面 基 
KEM: 

定理 2 有 上 和 界 的 数列 必 有 上 确 异 ， 有 下 办 的 数列 必 有 下 峭 
5. 

本 定理 从 庶 观 上 很 容易 理解 ， 它 的 严格 让 明 可 以 利用 实数 速 
AH. RIRE RER RA T PIEN. 

GO 这 里 要 提请 碗 者 注意 的 是 :对 --- 般 无 穷 数 集 来 计 , 我 们 
不 能 肯定 它 有 最 大 数 或 晤 小数。 但 对 于 一 切 上 (或 下 ) 界 作成 的 数 
W, 从 .上 一 定理 就 可 以 肯定 它 有 最 小 (或 最 大 ) 数 ， 即 原来 数 集 的 
上 {或 下 } 确 界 。 从 这 个 意义 来 说 ， 上 定理 的 严格 证 明 似 平 是 不 可 
缺少 的 。 但 由 于 我 们 在 正文 里 咯 去 了 实数 如 午 性 ， 证 明 就 缺乏 了 
PINE LJUELIIOREI ES ET 

3 FH. ES iE BED Ail, WT ERICH T jHi Hc f — 1e HEX ^80, 

二 、 概 限 存在 的 一 个 重要 判别 法 

TES GAIA ARBOR DOES 

GEI] RRRA MERA ARETE, A (s) 
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PHAR, MEAR A esup(nd. BÆRE A AE Cu) rot 
B, BD v.» A, 

ih. EUR XL RIS (D gu (n 21,2, 8,7), D XHE 
BRER ?>0, 在 (yg PRPA — K ys, Mys >e ÍRBDT 
1o.) ARR IRE] E mc N Bof ys A> B6. 
MRED H nN 时 ,有 

Qs B E PE 
IEP n>N HEE 
B—e8xy, l6 cs, 

所 以 y, B. 
RRIAT ARA SEBCAL BUR OE ALET tdm 
是 单调 增加 的 ,其 上 确 界 就 是 它 的 极限 。 

同样 可 证 :单调 焉 少 有 罚 数 刻 的 极限 在 并 ,臣下 确 界 就 是 宅 的 
极限 (参见 习题 19)。 

推论 d RRE EER I yooo, B (1 为 
单调 减少 无 界 数列 , 划 gr-> 一 =。 

这 是 因为 单调 潘 加 鬼 光 界 数 刻 必 次 有 有 限 数 为 它 的 上 界 ， 故 
可 认为 它 的 上 网 男 为 十 ce。 同样 对 单 届 减少 的 光田 数列 可 认为 
怎 的 下 确 界 为 一 

GE) ”定理 中 的 “ 单 询 性 ”和 “有 界 性 "两 个 条 件 都 是 不 可 马 少 
的 ,香草 不 一 宅 能 保证 极限 的 存在 。 例 如 , 数 东 (0, 1, 0, 1,-…) 是 
有 界 的 但 不 是 单调 的 ,又 如 正 整数 珂 fj} 是 单调 的 但 是 无 界 的 。 我 
fri LA ETIN BOUE Ree, IB BERE PE DUREE LIMITER ci 
的 。 例 如 , 数 划 | Cono gato QE REOR AR 

定理 3 在 钊 别 数 列 极 限 存在 时 有 很 大 使 利 ， 而 且 下 面 即 将 看 
济 , 利 用 这 定理 可 导 得 其 他 的 重要 沦 理 。 现 在 来 看 一 个 例子 ,这 个 
例子 不 公告 诉 我 们 如 何 泛 用 定理 3 ce PERI A er ee, HNL 


a 


se 第 gy Se om m 
RERI, 29 85 RE RR Tg d LU; B 8I EU fr IS Is TERR UE 
EUR f . 

U(5[6] P EUBEX: 
Va, ya c N/a- a, UE —A a4 N/ad- a, s 


+ 


其 中 ac-0, EIEN (4) Bkh MGXAMEDHUUSIDIUORCR E 
BARRE. SOPDERESUEALECE RE. H5 
yeu wa ys cry p= aia cra 


从 面 有 =i 
Ej .770, BD 
— e Hai 
uc? 
XB Sn ns 页 
. 0 
ng HH 


诗意 对 每 一 正 整数 Rn, yum a, HII FEE Mg。 从 而 对 每 一 正 整 
数 %, 有 
Yn Z ati, 
这 就 证 明了 vd PEJE. HUEOXESES, (yu 有 极限 。 
HEERE BRR. Re yh. WAN yR = Yna 
+a 两 按 取 极限 , HA 
mat mne), 
从 而 得 到 下 面 为 程 
Pil+a., 
因 i. DIERA ERRE | TRAS, HR EARTE UTR 
plivati 
» . 


| cl de RD 


$3 关于 数列 的 片 个 苛 本 定理 x üT 
三 、 自 然 对 数 的 底 e 
现在 讨论 一 个 非常 重要 数列 的 极限 的 存在 半 题 。 这 个 数列 或 
是 : 
gi 101), y- (1-1) sYa (1+ 1 y ys yc (1 EY r, 
W Hj EAER. 可 得 
n(n— -D E 


ltn l 
PoTN a 


nin—liin—2) 1 
u— 31 n 


yd 


pem 32-1 1 


n! n" 


"me mi E 
Vucitltg. rQ- )* à (1- zu uii) FU 
ex "ESI au) Tr) 


十 GI - zn (G ESI ) nii ). 


(1-1) 
( eA zu 


( T m « A^ 
- By IP AGB —ÁEGESSEECRIVT T: Yen 相应 的 项 ,而 加 ra 中 还 多 景 后 
HEARRE, IE yegua he (ou) EA D o 
HARRE y) BYTE AHEE. Blas ENAH AEAEE 1 


1 - 
"i 


tM rect mE D MEAT pU HRSG o5 9 EE S me iiie i aM ERR = +- 
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的 ,所 以 当 % 半 1 时 ,有 


1 1 i 
y, —l-- lc grtt . ed PIN 


<1+11 1 CERTES 
EET 


-1r141-1.«8, 


BD 世 为 有 蚂 数 烈 。 根 据 证 理 B, RI 
tat) 
存在 。 通 常 我 们 刀 此 极限 为 *， 它 就 是 自然 对 数 的 底 。 我 们 称 以 。 
为 底 的 对 数 为 自然 对 数 ， Sa lo, 在 数学 分析 中 所 着 廉 的 
对 数 除 特 别 声明 外 都 是 自然 对 数 。 
数 。 可 通过 初等 运算 计算 到 任意 精确 程度 。 我 个 可 将 
(1 LY 写作 下 形式 : 


NO 
育 ( Xl-%) 1- )] 
Menmenes 
:- HEX PESE 1-2) 
taria i eH) 


- 2) (Qi) 


v) ti m 


十 


b 
W7 i 


$23 TRAR 6s 
对 第 二 项 作 下 合计 


让 (二 
` | 下 4 


1 i i doana aen 
notus rU age | 


Iir 1 1 
NT xx tris :] 


=}. 1 Li. 
和 于 是 得 色 下 不 等 式 : 


Hn oo, 得 
1 i i 
Ose (24 d tact tp) nr 
从 而 可 用 以 下 的 和 
1 + 总 1 
?e'aptapt t dp 


"EIN 
全 如, 取 4 一 10, MIR 
ez:2. 718281, 
这 个 值 精确 到 -J5.767 <0.0000001. 还 可 取 更 大 的 万 来 计算 。 的 


更 精确 的 近似 位， 如 
e=2.718281823459046.…， 
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我 们 还 可 就 明 。 是 尖 现 数 ,这 里 不 详 进 了 。 

四 、 几 个 基本 定理 

定理 3 说 明了 单调 有 界 数 列 极限 的 存在 性 ， 这 是 数列 极限 存 
在 的 一 个 重要 别 法 。 但 如 呆 数 询 不 是 单调 的 ， 就 不 能 用 这 个 宕 
理 素 首 宠 宪 的 收 敏 性 了 ， 办 此 一 稻 地 讲 有 界 数列 可 以 收 铸 也 可 以 
发 获 。 但 有 办 数列 无 花 收 项 与 否 , 攻 有 一 个 非常 重要 的 性 质 :在 其 
中 总 存在 收 敏 的 子 列 。 这 个 性 质 不 是 从 一 光 界 数 仙 各 能 具有 的 ， 
P ETERRA n) IRA ATEREA, A TIEA E 
列 的 这 个 重要 性 质 , 需要 其 他 定理 作 基 础 ， 即 所 铺 ' 区 闻 套 "定理 ， 
我 们 现在 就 来 铺 述 它 : 

定理 和 (区间 套 定理 ) ”发 一 无 穷 于 区 加 列 (ss 041) 适合 下 
面 两 个 条 件 : O 后 一 区 两 在 前 一 区 网 之 内 ， 即 对 尾 一 正 整数 mw， 
有 a, Sta COn Sbn GI) 当 m >co Mh, b RAKE {n 一 a 
所 成 的 数列 收 伍 于 需 , 邹 Tim (5,—a,) = 0, RIK MIRREN AR 
列 a.) c (0) WcRCT IRI —BRER £, HL £ RIA CPU RE I n 

[GER] 从 定理 的 条 件 显然 有 (图 1-2-6) 


H 1-25 
本 a EOS UOS e LG, 


b mb mb mee Ibm m, 


Ti (o) EMAA MAEA RA, {5,} 是 单调 玻 少 有 下 界 的 数列 。 


HE S, Hi lime, 存在 ， 且 极 限 等 于 ied 的 .二 确 界 。 LI: 
lim 5, FE, ERREF {b Bu TAR JREIDUMEIIESNGEE E, 有 
adim üna bi =lim b,, (9) 


和 由 定理 的 另 一 条 件 : lim(5,—«,) 一 0， 且 由 于 已 知 (au) A 454 的 


ll p 
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REEE, CET 


lim té, —e,3 > lin ba lim, -0, 
Ei di 


县 而 证 明了 两 个 裤 限 相等 ， 引 起 和 是 它们 的 同一 横 限 。 于 是 定理 
的 一 部 分 的 车 果 邹 已 十 得 ， 剩 下 要 证 的 是 : C 苹 所 -有 区 尚 的 唯一 
WE ae M CO Bp T EXC. BIUET 
Gp by (B—1,2,8,-., 

dg SE C ERA Dcus — T Zdkrgk. Bid DEBE é OREDE — Adr. 

BRA £M. Hratbc BL AOI 3 — RAE ES BERE, de 
a£, E xb, (n—1, 9, 8, 0, AA 

b,o—u;- ELE (Q1, 2,8, 5. 
H $25EB L1 3E 1. H 
li m (6,7 p i EE|, 


由 于 lim (b, — a.) =0, 故 有 
|£ E! —£! <0, 
AIA EE. ERA AEA E E 
3T EUG RS BLEU. AENA RES: 如果 一 个 区 间 
AH Fa, , EGRI: numos ua cba Sbn En — ECHO ERI DE 
HZA ,或 两 个 区 间 重 合 , 则 如 为 : 
E2 bia faa bal 一 … 
WISTE UT EAR A, EA: 
[454 53] 2 Esa 55] De 
dEDCIBI-E erp aep PH GC ple ot E pc D, o Ae E CO a C) 
去 掉 , 定 理 一 般 将 不 成 立 ( 套 见 刁 题 91) 。 
从 前 面 很 多 例子 中 我 们 知道 ,如 果 数 刻 仅仅 是 有 鼻 的 , 旭 写 不 
kek XIECPAEARDE BURCNI mds dale BU dr $ 2 定 再 4, 
"ESSERE TAN UCAL, H 5S RAAT I] —ERUR., a 


72 95-38 DM j TE 
d ORE URELU, HUE RS MCHVCRCE MIT TA 
定理 , EO IADUEBS TUE Y dE nuila. Del bARESUCV BOREN, 
X ERRERA A OW elerstrass) 首先 得 到 的 。 EC 
Ti 29 ARA ER., deo CECSE AIT T HERE AE E UE VH ARTE 
中 up — s dETE SUM I6 . En BRE E S8 2e e TE CAT ACRI 
Abi Lxmtiju] ERK, MEERE: 

定理 5 (KEREI ” 任 一 有 办 数列 必 有 收 敏 的 子 列 。 

[üt] 3 iv) Xe REA, 印 存在 两 数 a,b, ax yb, 
等 分 区 天 Ea, 51 JS PRAE, WEEN 2EDCRIE AE 节 中 的 无 穷 
T3, dEXEK— A EDCPIERR e, bh] CAn HEBR 4E IX BMS AER 
个 gu, 居 插 取 其 一 作为 [g1, D. FEAM a, Bb] 为 两 年, 记 
SES % WERKE Fus, bl, xk E ELSEABN GT DLIGBE ICE 
进行 下 去 , MARAEA iie, 6,1), 3X DX BIO o ERE Ee TA 
ett: 

(1) fa, b32 Fa, 61 2 (25, 03] 27, 


(2) b.— a, mi uU, 


于 是 由 区 间 套 定理 , 必 有 唯一 点 &E [ae b] 恒 a,—£0, b. £, H 
EG Tony Bp] (£—1,2, 3,0), 

la, bal PSSE vu BERTIER. 

Ee, WHER {yn} 的 一 项 ;认为 y,, BD (5,3 E m 项。 由 
于 [ea, 0621 48 8778 7678 T- s, RIPE S Ya 及 后 的 无 涛 多 个 数 ,在 
这 些 数 中 任 取 基 一 , EA yu. Hnc, SERERE Las bap 
这 祥 取 出 一 个 数 yy,, 即 得 (3 的 一 个 子 齐 sud EB ae 
Qe. H aE Yn xD. AO boo, BY au E, b, E. e 
Vae. AIE E EE AGES 

HAA EART, E EREU A Apeh SER, fELAE 
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AARE, 印 在 a 中 必 存 在 一 个 于 型 eoo (899) 
(E 52188 88, 34), 

Site fell A Xi AR Ut dE ha ye AR SEA ebd d. NETS 
TUESIL—JUOPIT-,CRLEHERL ELE XLOEREHECALPA OSCURA, 但 
数 刻 的 极限 郎 使 存在 也 不 是 事先 知道 的 ， 内 此 还 总 须 从 数 到 本 身 
KEPER RUE E BUS EERS AS TR, SERE 3 葵 出 数 刻 极限 存在 的 
一 个 揽 重 要 刊 别 法 ,但 在 这 定理 的 后 面 ( 注 ) 中 已 经 知道 ,那里 只 是 
证 明了 楼 限 存在 的 充分 条 件 而 不 是 必要 的 。 基 于 极限 存在 的 充分 
和 必要 条 人 忻 的 寻求 , 痉 过 许多 数学 家 的 不 断 链 力 , 敌 于 由 法 国 数学 
zp (Cauchy) 获得 了 最 完善 的 娃 果 。 下 面 我 们 将 以 定理 形式 
来 叙述 它 。 让 个 定理 称 为 完备 性 定理 "也 称 “ 柯 西 收 敏 原理 "、 议 
个 定理 对 近代 数学 的 发 展 起 次 极其 重大 的 作用 、 如 无 劣 角 数 理 广 
及 泛 画 伟 术 都 是 在 它 的 基础 上 或 经 过 一 定 折 厂 建立 起 来 的 。 

定理 6( 完 备 性 定理 ) 数 到 {xr,} 有 极限 的 必 识 与 充分 条 件 基 : 
对 任意 其 定 的 20, 有 一 正 整 数 六 , 当 mo 下 时 ;有 

(EnEn LE, 
在 泛 施 分 析 中 把 满足 这 条 件 的 数 型 称 为 基本 列 。 
【证 明 】 首先 证 明 条 件 的 必要 和 性; 
ix cum. WARE 67-0, 7E — IESEEECN , 26 a2 N Bb. 


. [ras 5. 
Jii m, n>N OE 
m Em, | e—c 39 =e, 
其 次 ,证 明 条 件 的 充分 性 : 


B. 证明 满 足 条 件 的 任何 数 刻 必 有 异 。 从 所 训 条 件 ， 设 
£—1, YAE E N, Hm, nd 时 ,有 


[45 — | <i, 
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REME, H n>N H mN Al, A 
8, — Eua] 1, 
从 而 当 %> 立 时 ,有 
[9 s | e — meal 十 vi 十 | 
这 就 证 明了 (vc 的 有 界 性 。 由 定理 S, VARRTA (GV, BE 
Jim z,, =a, BHCT CRT E SL, ETRERE ef 670, 必 有 正 整 数 
K,X kDKEBEDOH 
de —8a| t, 

AERA komax k IN +i, TE Eo K, Hrann 

N-1eN. KE, H n>N E 
(aumai x ia 二 |B a| «6-6 — 38, 

Bs. Hm er a, 
定理 完全 证 毕 。 

这 个 定理 的 充分 和 必要 条 件 是 如 : 在 数列 (e) 中 必 存 在 这 样 
-Ñ r, 在 这 项 以 后 任意 两 项 的 差 的 绚 对 值 为 任意 小 的 正 数 。 

[W7] asiti oe (eds, 8,2). EBD 
(c. i e ha 

Wf 0 — 2n, 则 对 任意 正 整 数 7%, 有 


mist qoi oq. poi 
[acc cep ia tU ta 
"ESAE at 2i 
nd ncn ncn — 2 


TEER e 3， 出 不 会 有 这 样 正 整数 NS GO ace N 时 ,有 
| Eyy 77 22. | - 


-— 3 * 
由 定理 6, Bon n.) ACRES; 
dk BEJE—d- xx BH BD CHE E, A RR VERE H (Borel) 
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定理 ”。 这 定理 在 才 学 分 析 中 起 着 车 致密 性 定理 网 等 重要 的 作用 。 
4 np ED x BEC EGO K ELEC TRAE XE , MERRET. fr 
Abe 3] R5) Fe ne: 

&r-—DbEC[u]4& E Cp E ne E P) RE - Dx Rd I OTSEBIADST 
Z0, FATI (Eu £6, End £C I, RT EE 6 rp IEIREBIT E 
E 4, 使 Ed, BEK E peus T, 

Pkn: 


b D) D DD Des P uten 


[1, 2 EC HEO, D 
z(o, 2). G v 2) avs (*-L, | nt q)ecHesEDCIICO, D), 


n n+ 

定理 了 (E "m EET ex F8] Er ERO HR E dle p — o PH DRE 

Bi [e 6], Ri ES PT AA, 到 时 选 出 有 限 个 区 间 , GEEGCEHBR-T EX E PE ie 
La, b], 

[it 33] RE. itle, b RRR E Pie A ERU DLIRTPIE RE o 
等 分 le, 5] 为 两 个 部 分 区 间 , Rü[ 8 4D A SESS [HIR BB SE E 中 
任何 有 限 个 区 间 捷 盖 ,此 区 闻 记 为 [m， 01]. 再 等 和 分 [wi;,， 51], HE 
H E 中 有 限 个 区 问 所 掩 凌 的 那个 部 分 区 间 为 [aa 53]. 可 照 这 
FFER, 得 到 一 个 区 间 询 CT. 5,1 E, 这 区 间 列 显然 适合 
TE SEE: 

(i) fg—[a., H E32 BB SE E REMAR T DEEST PESE, 

(i) [e, DiD fen 61] 二 Las， 65] Oe, 

b-a 
P 
md) EGD, 根据 定理 4, 则 有 了 瞧 一 点 上 E [ee b], Ho —£, 
6,6. 按 掩盖 概念 及 定理 所 设 条 件 ， Æ E 中 至 少 存 在 一 个 开 区 

[gu (a, A), fi 


(i) b,—a,- -»0, 


EE (a, 8) && ac B, 


Inm A renim cinia ari bia E^ PERRA) DO WU TM Te mE Po mm nic rm IGDAREENERU ER co O comm p cater c amicemss scs rw Re 


76 L2 MEE ^ E m 
由 &2 定理 工 推荐 2 及 推荐 3. fpiE—A4- EXER N. D n>N 
时 ,有 

a« am, b.c. 
序 当 n> 六 时 ,有 

[aas 5,1 c (a, 8). 
ERER E PARE (o. 8). BARBIE uu SE DC BH] pas. 5.1. 此 处 
n>N, QJ. EHE. 

在 定理 的 条 件 中 , dE AERAR. 或 e 51 wa 

fj, HIE E 中 就 不 一 年 能 选 熏 有限 个 远 间 末 德 兼 。 如 在 上 面 两 个 
BUT BERCPEBSSOR BET ICE ES EO, 2] pg (0, D), 


84 HQ Ex Rm 
—. HAREMA 
# 面 我 们 讨 葵 的 都 十 数 刘 的 情形 ,例如 迷 葵 中 例 工 物体 运动 
的 规律 是 


8 一 过， 
M 1isBib5FPmR.MIsp1.2Án. JMIJGI. lf. A LEF 
1.01 fb. MA 1 R3 1.001 种 :…… 的 至 均 速 记分 别 是 


mt. TD0 OK Eb, 4 —9.640 20K Fr, v4 — 8.910 2K/ fb, 

$,— 3.030 c /Pb, 9,—3.0032K/ fb, =, 
HEERA (S). 其 极限 是 3, 因此 , 物体 在 #=1 hE 
度 是 3 米 / 秒 ;但 是 , t 他 可 以 取 任 童 其 他 的 缆 询 而 趋 于 1, 这 时 得 
出 的 极限 是 否 也 完全 相同 昵 ,假若 不 同 , 区 胡 何 规定 瞬时 速度 昵 ? 
BAE: er i Jette ETAR 1 3pxX 48 ze B PECES 
值 , 竺 别 是 1 可 以 从 某 值 连 粮 下 隆 或 自 荣 值 连 炳 上 升 地 赵 于 1, 也 
就 是 它 可 以 沿 数 轴 取 每 一 实数 什 王 陈 或 上 升 地 趋 于 1, 这 时 从 i 
PI iR iE L BrP 
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也 随 + 而 变化 , 它 是 1 的 图 数 , 对 这 积 情 疯 , 是 否 也 可 以 定义 税 限 ， 
宅 的 极限 是否 也 是 3 呢 ? 本 节 就 将 定义 这 种 极限 ， 称 为 池 数 的 极 
D CPU T CIT PRSE pL E 
{mv { RI Hum vu. 

这 电厂 >1 十 0 胡 示 1 AKTIER FEAF 1, (151-0 
表示 二 从 小 于 工 鬼 某 个 值 连 和 续 上 并 地 赵 于 1, MERER E PiE 
Wei ET 3, AR REOR 6 接近 于 1 时 , v (D 接近 于 3， 而 日 我 们 还 
wpa I UG E TE RIDAVSECT S, 的 确保 证 了 t 取 任意 的 
BAMF lg. v00 的 概 限 也 是 B, DUREE 3 米 , 移 为 物体 在 
i -= 工 秒 的 瞬时 速度 就 是 很 自然 的 了 + 然而 贺 数 极限 和 上 自 变 基 取 某 
一 数列 时 所 得 的 数列 的 极 眼 并 不 总 是 相等 的， 因此 也 有 必要 除数 
到 极限 外 进而 讨 散 男 数 的 极 腿 ， 井 上 且 莅 数 极限 存在 时 不 但 寂 桥 了 
上述 数 列 极 限 的 情形 ， 击 上 且 往 往 还 过 和 示 了 儿 何 . 上 或 物理 下 的 重要 

烈 上 所 禹 的 只 昆 丙 数 寝 限 的 一 种 情况 ， 由 于 自 变 量变 化 于 程 
可 有 各 各 丰 同 的 情况 ,从 而 岂 得 出 几 种 不 辣 的 画 数 极限 ,其 中 与 煞 
列 税 限 相似 的 是 


lim f (2), 

BPR f ($)2 # idtm TOR. 上升 赵 于 无 宅 时 的 极限 。 沈 种 极限 
与 数列 极限 的 不 同 点 仅 在 于 这 里 自 变 最 4 EER EJ, mea 
fy PER ARRESE, BAERE EA DEPT 
十 ce BS. 

Ping ASESOR SAU EDO NO), Rik é ki BuU 
的 质量 为 NGO, 3852, N (O 与 时 间 CREE FIOR: 

NH= N O, 
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这 里 是 下 的 常数 , 称 为 宸 变 常数 。 品 然 ,不 冶 从 这 个 式 于 本 身 或 
从 实际 情况 都 可 以 看 出 ， 随 着 € 的 不 断 增加 ，W 全 可 以 任意 地 授 
Arab dn 
lim NO =0, 

ERT vcr A EROS, BEER lim f 一 4 表示: 对 
性 意 的 >0， 可 以 找到 正 数 溯 ， 当 2 落 在 无 淄 远 点 的 在 邻 城 
Oco, X ipt, f Co oli A IRR OCA, o) 中 ,这 里 与 
列 不 同 的 只 是 和 d X Jes PRO Hs pl nn N EERS., dh 
JG, lim f (s) = A Baez SURRE EI ge A RIRA HU T: 

定义 “ 若 对 任意 葵 定 的 c0, TREX, Eoo X 时 ， 
恒 有 


|f (e) Alee, 

RU A Hy e-t oo 时 了 (9 BUB. BY lim f (2) = 

特别 当 4 人 0 时 , 称 闻 (wr) 当 w > 十 mo 时 为 一 AA, 在 下 而 
各 种 情形 中 , 当 极 限 为 老 时 ,也 都 你 为 在 该 情况 下 ,了 (rx) 29— XX 
小 量 , 以 后 我 们 不 再 重复 说 明了 。 

从 妃 何 图 形 -上 看 ，lim f (2) =A 通常 有 三 种 情况 , 昆 图 1 -2 6， 

y 1-2-7, 1-2-8, Bp f (a) 

"IRE JA 3E Jes HAN ICD 
或 单调 二 加 地 趋 于 A. 
也 可 能 在 yA ETIE 
IRERE TET 
REF A, HH ESI 
—TBEDETDh,? X 
Bp. f WAEA 
EPR y —.A-- su 
yo Ae Ze pn XÉT 
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IF LH 


i ———————————m$ 
图 1-2-9 


Asafi Ate 或 fi) AlE, 
EAE 3E Mn] A A R A RE e rec dp Fn 22578 
KE CAF Ak AAA K, dp Un 


lim f(z) co, lim f(a) =+, lim f(z) = 一 co 
Tom ca 


的 情形 ,事实 上 ,只 要 把 上 面 定义 中 的 | 了 (2) 一 4| «ce Bot 
If (5) | > RR, Fo) >R, fR 
苏 得 到 这 三 种 无 雳 大 最 的 定义 ,这 里 旦 是 任意 烙 定 的 一 个 正 数 。 这 


80 [i 第 二 冀 gt E 
ZEREAL S SORORE £o) de Jo Ve ru eli O (oo, R), 
EWR O (co, R) MAR Ot (oo, R), 
EE a EE e HEER TEMAT e REF D 的 极限: 
lim f (2) - A (vo, 十 2 或 一 co) ， 


从 数列 的 情形 v — oc 就 知道 , SXIME TS 92 OG UR pe Sor ep kc 
O*(co, X), DIEGEUEHE E IRETHISV SHBRBURITGSN KERE CR 的 
>A GOES c X BUS LILIR EN, XT 
lim f(s) =A ieo, +00 gk — o) 

AIRRA RHE m X le, > 天 RATT IEA Yu gud 
FESB O (oo, X) ARA RRS O(oo, X), Pli: 

定义 ”车 对 任意 知 定 的 正 数 S. 可 得 正 数 X, rX 时， 
EA 

Fm A «6, 

那么 , 称 fim) eoo 时 的 极限 为 A, 部 为 Hmf(s)-A, 也 
VLL. e AE O (oo, X) "BIN, fF (0) SETE OCA, 8) 中 。 

EX GP GEORDEBDEEE S, 可 得 正 数 X, B js X Bf, 
EA 

[f(z) — A| «e, 

382. , Bk f (m) 34 ao 时 的 极限 为 4, 记 为 lim f (=) = A. JR 
H eE Olo, X) 中 时 , f (m) WEOL, e) rp, 

HERRE XANES JUPE: A BARTA 

lim f(a) — 4 (oo, «eoo sk ec) 

[om E e 
Jim kw) — À (eo, 上 oo 或 一 co)， 
Jim f (2) =A (oo, oo 或 一 co) 。 
反之 ,着 ln fü) lim f(e) 都 等 于 4(co ,+co gii oo), 


EM UE d e A i S1 
那么 出 有 lim fi) — A(oo, doo gk 09), 市 实 上 :按照 lim fæ) 
=A 和 lim f (2) =A EX I e50, PER Xi 和 Xz 使 

s> Xhi, jf — Aje 
Fi e= Nait, ifie) —A «s, 
ER X — max(Xi, X D 就 得 到 
im] X Bp, if (a) — A| «8, 
Pilt, lim f/(z)— A,o00, 4- o0 g — oo ELE ZEE lim f (2) 3n Htm f (2) 
同时 等 于 A, eo, +a ak 一 oo 风情 形 ,。 
[Pi 1] 证 明 lm "SET 2， 
和 和 数 鹿 购 情 形 一 柱 ， 从 定义 出 发 , 只 要 证 明 能 找到 下 ,使 
TIS S 


22?-- m | 
2 
Ll O 2e +e ol +4| s| 4 

T ie» VM I 3| oa. 
Hitibbsdc rU BES 一 样子 以 放 大 ,得 到 当 lo A 

izi +4 PIES 4 

je. END. STe Lr , 

9 Ij 


事实 上 ， 当 jz1>4 M. ds] 4721s], 而 只 要 [2| 2 时， 就 有 
Izi*—2 3 jel, 因此 当 [o | > 4 时 ,这 两 个 不 等 式 都 成 立 , 从 而 
得 到 .上面 的 不 等 式 。 由 于 ”> 和 时 。 
4 


Iz 
因 之 , KER X—max(4, SELE 
MEE — EEA boe RAIRE RR ,不 难得 到 


"LE 


a 
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lim f (2) =A 


BSEC SE VXEUSE ELA ee, JENA x o RR O(e, 053 , [XR 
ARRETE LEONE A BE DER O(A, 6) 可 找到 e 的 一 个 邻 域 
Otc, 8), E m TE Oie, 及 中 而 不 等 于 ce Bb, F2 TREE OCA, e) f, 
Fibi, RPE 

EX PIHE EG 67-0, MA 5>0, 使 当 0<|z 一 中 < 
时 , 恒 有 

fiw Aj E, 

那么 称 了 (9 dE o 点 的 极限 为 A, 

由 于 在 定义 中 只 要 求 正 数 8 存在, 而 求 限定 它 的 天 小 ,所 以 耳 
数 在 一 点 “的 酸根 的 情形 内 与 蕊 在 这 点 郭 近 的 性 质 有 关 ， 因 而 说 
极限 是 局 部 狂 岳 。 

[ 例 2] gts, REM tim $A cg, 

ERE A, EPRA TERA O70, E 0j, «8 时 ， 
5) 80D -3 


E, 


六 一 
qu 


又 由 于 我 们 不 一 定 概 找 满 足 定义 的 县 大 的 8， 因 此 不 妨 只 就 6-1 
和 刚 基 一 邻 域 来 考 碟 ,例如 取 上 由 一 41 1, Éc, iXE2 — [24-2] 
<4, 于 是 


i? — i--t-2 = |t--2| |t—-11, 


LEE2| i—i, titij, 
而 $—1l <5 Bb, COXÉARELACF e, MERER Fl 1 
一 数 中 其 小 的 序 可 , 亦 序 取 
8 min(1, A ) . 
5 EBLETIASE, 这里 是 取 min 而 非 max, 这 是 因为 当 [2-1] 小 
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于 1 和 地 中 的 最 小 数 时 ,就 有 s 1 < 和 :一 1| BE, 
IE 二 22; £—1, «4,t—1| 和 42—1. «8 
都 能 成 立 。 

从 这 个 例子 还 可 以 看 到 在 定义 中 可 以 不 着 处 6。 点 GS n RUE 
ROS < 一 cj 的 情形 ) 的 原因 , 也 就 是 说 ,极限 Tim f Go 是 否 存在 
和 它 等 于 什么 值 完全 与 了 (2) dE o 点 的 值 无 关 ， BEREIT, BE 
限 lim SCD 一 3 而 这 个 责 数 在 4= 工 时 没有 意义 ， 从 瞬时 速 
BURSKE, Ei y 
自然 的 ,物体 在 171 pn 
BUE REDIERE Re JA, 1p 
t 元 的 乎 均 速 度 当 (91 
时 的 极限 ,这 里 { 是 不 
能 等 于 ] 的 ,从 工 秒 到 
LEDRA 3E HE" a di 
EEEE M 
定义 的 几何 意义 素 襄 ， 
图 1-2-9 也 就 是 当 z 在 
O (e, B) PHASE o if, f Gr) EER yA He Ryde 之 间 ， 
WA de f o) 本 身 是 否 等 于 4 或 是 否 有 定义 。 

lim f (z) = A dfi lim f (2) 一 和 一 样 ,是 和 另 两 种 极限 存在 且 
同时 等 于 4 等 价 的 ,这 两 个 极限 是 

Rm f (c) fi im fü, 
它们 队 意 义 在 本 节 开 始 时 就 已 起 襄 过 了 ， 前 者 表示 2 从 小 于 。 的 
某 值 上 升 而 趋 于 “ 时 n) 的 极限 ,后 者 表示 % 从 大 于 。 的 基 值 下 
KERRAT cd f (0) 的 极限 , EREE o 点 的 邻 城 O(c， ô) 分 别 


B4 第 一 篇 PTA 44 TE 
M e rir Sox O7 (e, 0) UE DER O* (e, 00 (CBS ,或 得 到 这 两 种 
WRR RIE lim f (2) 的 定义 中 , VEO esejs A 
不 等 式 UU | 
Ü-ce—m«8 dn O«me—e-óà 
代替 ， 就 得 到 lim f (a) =A dn lim fis) =A MEL, SUB PX 
ERER 0< (mo, Lð 的 点 m, 成 立 着 不 等 式 FG) — A | <e RE, 
352,24 zd Uce- ecs k Oce eci b, ECTORAEXCHER 
RA , Bub, 24 lim f (2) =+ RP, lim f ue) 和 lim f (e) 也 存在 而 
等 于 4; 反之 当 这 两 个 极限 存在 电 蕴 等 于 4 时, 接 定 义 ,对 < 这 0. 
TRA ô, 3a>>0, 使 
< 一 多 < 全 By, fie) — Al «s 
3m Ü-«m—e-O0. p, Fir Ale, 
HE ô= imin (ð, 0,5, 352,25 Oc [z —o, 8 Bd, BID 
[f (m) — 4| «6, 

也 就 是 lim ftz) 也 存在 而 等 于 4 

由 于 Him f (5) 和 lim f) 只 考虑 在 c 点 左 侧 或 右 侧 的 值 ,内 
HSBSETPISJIGROUBEER. THREE SCERDU f(x) dE e 点 的 在 极限 ， 
ERRARE, AAE f(ie-0)m fleo. X 
lim f (2) 和 lim f (2) 也 是 单 侧 极限 。 

完全 类 似 地 ,可 以 对 lim f (a) , im f(a), lim f (2) HEAK 
d (co, co 或 — 00) 的 情形 铬 予 严 格 的 定义 ， 这 只 要 用 不 等 式 
fl E,f(0 c RE FGD-——RICE fF Al cer, 
SBHPLIS HLSEXRERUMNL. 

[B3] REW lim e —0, Tim e =+, 

先 证 明 前 者 , 仍 从 不 等 式 


L 
6 «B8 


TT Te MA e Renan incen m A m TOR R o 
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出 发 来 找 定义 中 的 3, RARA e 为 底 的 对 数 , 得 
~ log E. 
HEE r0, 因此 只 考虑 等 的 > 值 : 04 eml, AUTRAN 
成 立 , 此 时 8 可 以 任意 选取 , 661. 由 于 %, loge WERN, 以 
Tr SeASAEGCUR M) , 殷 保 持 不 等 号 的 方向 , JS BD 


aL 或 u<0-a< 一 证 
因此 , cas ur 部 可 。 
REH lim too, TRIP 

从 不 等 式 | 

eR | 
Hi, 24 Rl gd, EMETTE — py 
式 恒 成 立 , 8 可 以 任意 选取 。 当 N 2 

lH 4-930 


RA, 取 对 数 后 就 知道 当 
ücz-— 0H Bd. LBS Seo Br , EOM ô = T 郎 可 。 


这 个 函数 y e 的 图 形 见 图 172-10, 

二 、 画 数 棚 限 的 性 质 . 运 算 各 两 个 特别 准则 

mice po nte e, PLEENISE 
iE dme uEEIEBS. MERAH. RIER, Dist 
XF 

Ea >A W E, >o 
的 一 些 性 质 和 运算 一 般 也 适用 于 
tim fom, lim fiz) : äm f fa), lim f (a) ， lim fie) ， Jim f (m) 


等 于 4 REARED E HHEN K Hot hi], 只 要 把 nou 


fA eol oy on ema . 
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ruin BS Oege, 0e—c-8 等 等 序 林 ， deg p uj 
E pE mias LES RU fr AS EAR Fu 

E o LU CREE RE. 

ES HEEE M, DE f) EER HE E 

Fi sM, 

R f(x) 在 此 区 癌 上 是 有 界 的 。 

ES PEER bla), F) TEEDE E EXE 

Fw (fis), 

BPRS) EX [B] EE HAB CÓ TARD, Jet, PR (a) 为 
FED AIEK BEBED 

若 了 tw) EEKE Eja HEDA TO. HE fUr) F f] 
LEAYA. . 

这 两 个 定 久 的 等 价 柱 ， 完 全 类 供 于 数 记 的 情形 ， 该 企 不 青 填 
AUT. 

下 面 只 就 im f (2). FA TIOE E BAHPE MURUS SE, 其 他 的 五 
PIE AAR. AERE A A AHE TEIE H E i E AE H 
(E HoE 45, 46) , 

性 质 1 dj lim f(2)-- A, lim ge) B, A A> B, EES >O, 
使 当 0con-e] cO Bp, f) gie). 

MERO € lim f (2) =á, lim g (a) 一 刁 且 存在 $>0， 使 当 
O«iz—el«8I, F) >g), MASB. 

Em3 E lim JD AH Ao Bia B) WEE 57-0, 使 当 
Oje—e|«8 hp, FAB F A, 

HA lim f (2) A, lim f(2) =B, Kl A—£, 

xx MERIEHB T AXECIBURGSUE uS 

性 质 5 B E80, qEAO-[z—e|«O f, f(x) « go) 


$3 jg Xx 4 RE öt 
sAile H. lim f (2) =A, lim Ala = Ad, H lim gir) =A, 

性 质 6 i tm Pa = A, WFE’, 使 fü) EER 
(e—93, € 和 (2 十 的 肉 有 界 ;, 亦 郎 在 不 等 式 0< [a— e| <8 所 表示 
i ERIS ATE BE. 

就 产 刻 击 言 ,我 们 知道 , 当 e BEER, m. 一定 有 界 ; REDE 
在 M>0, EXER n, 有 5v M. Bake Ern ERES, HH 
极限 存在 , 只 能 汤 定 在 相应 的 某 个 叙 域 上 , 匣 数 是 有 界 的 , 而 不 能 
mEt TEWAS. 例如 


Inn e” «0, 


i oai) 


极限 的 确 存 在 ， 由 此 也 只 能 肯定 e aede — (CIE (一 6, 0) RAS, 
mE CERT ELENAAN, WEE 


Iim e" == + os, 


而 对 无 穷 大 其 ,我 们 有 完全 机 全 的 半 果 。 

性 质 @ $r lim f(x) co (tooa -c0), W Sa) 在 任意 的 
Kei, e) B Ce, +Ò IERI. 

因为 车 f(x) dE e —0, ef R, PAE XE EXE M, PEE 
Bj, fF GOD SMi M, AF M 的 正 数 于 , 我 们 将 找 不 到 8, 使 
24 0 [z—e; <8 时, 恒 有 

F| >R, 
pin lim f (2) 00, 

Bi EL EAERRL S , IRAK, 还 有 关于 子 列 的 定理 , JRÜD, 老 : 
£,— A, Rl x. fE EF 0RUILYEL A RR. AHRR, wn 
完全 相似 的 性 质 ， 以 

Dm f) 一 过 


88 yR POA E E 


APL TATER v iate LP mAT 0 Wb. UNE f(z) 
BRIR A; 88 2.. Hie ERIA EH c zh A mF e mb, 
f) IA SEHR. Pii e ERR EA WEF eB, fi 的 
ERA A, 我 们 记 为 

limf(r)-A (r 取 有 有 理 数 )， 


TATER: HAEN e0, RAHA R, 使 适合 不 等 式 
对 之 7<e AERAR r, GB f 0 满足 
[f Gr A] mn, 
且 的 存在 很 容易 由 lim f (2) = 4 来 证 朋 ; 事实 上 , 按照 定义 ,可 以 
FAE X —c—8, fg? X we 时 
IF (m) —ÀA! xe, 

更 在 只 蔓 取 [总 , oO 中 任 一 有 理 数 为 五 即 可 。 

这 种 形式 的 极限 ， 在 附录 中 定义 as 时 还 此 用 到 ，, 在 那里 , 我 
FEH 

lim a 

来 定义 实数 4a 的 无 理 数 党 a^ 的 。 因此 ， 我 们 把 这 种 极限 特 台 提 
出 。 此 人 外, 当 tim f (a) “44 时 ,名 还 可 以 用 种种 方式 单调 上 天 地 或 
AA ^ ECT. c, fb f o0 的 极限 仍然 是 有 4, 这 里 我 们 不 和 多 瑶 了 。 
下 面 只 特别 提出 z 取 数 列 % 而 趋 于 6 的 情形 ;这 时 有 下 面 的 定理 ， 
EMI T RARR URS 

tE T lim f(a) —4 CA 为 有 限 或 oo). 的 充分 必要 条 件 为 对 
FERE EA o ARIER Dn, ciue o, 都 有 下 (一 4。 

[E] 下 面 只 就 4 为 有 限时 来 证 明 . 4 20 26 78 Ibl RIEHH E 
全 相似。 

必要 性 :和 证 明子 列 的 情形 -一样 ; 从 定义 出 发, 由 Bm f(2)- A, 
于 是 对 主意 的 s>0, 可 得 5>0, 当 0< jz 一 o|<3 时 ， 


LE 


24 up dt opi ER 89 
fF) — A| «e, 
IH EE e 6, KFO, 5L up REIE REC UV, Bn IW B? 
iu 010, 
因为 c.c, Bk EB BRA, PT S y 
Oe ]z,—e| «9, 
面授 全 这 个 不 等 式 的 vu, JETER f (n0 适合 
Pr 一 是 | «xe, 
WEH n2 N 时 ,这 个 不 等 式 成 立 , 这 出 就 说 明了 数列 Fo B. 
A 为 极限 。 
充分 性 : ARREK. Æ lim fü) A, BD AS eO, 不 
BRAHEA’, duit eos FEES 0-0, ATA £i 
-= g, Ojee ð, BP Jan) A me RER 8 291, i, 


ES 5, SEHE G4, Ta, Es, ttg 适合 


4 3 
Ox im —e| «1, fn) — A ze, 
ur "E . zu 
Ü :Ya 一 人 | < at |F xu? cA ERE, 
0< ci, Fæ- 
S Face m ya Flea — A| =e, 


Mig — A Wr EUER m, o6, wa, MAA AAR f e 
KA AHRR, BERTA. EARR 
Fx P XE np AERE ERREFE 1 A 2 26 33 


&. 
[4] f) -sml ps0 时 极限 不 存在 。 


因为 取 m =IA 3nr 十 $n. 7,0, A, Vj f (2) 1, 
XB T 1; ER o, 1/ (2n2— S) Bh. fU m 1. 


IDCM m Ln carmi n nem rmi raria pie ma Ls sooo notis Fusce ime Kram ENERGY y onm me me e m RSS s 


80 ii—i18 pL ux m 

BIHE, fie.) 5 —1; AWRAT 2 0 Bp, fi) 的 极限 不 存在 ; 事 
SEE lim 了 (%) FEET A, TR 2. Hb BAA 4-1, 而 
由 后 一 数列 得 4.… —1, 这 是 不 可 能 的 。 

当然 , 更 简单 地 , 还 可 取 1 / (aat Z), 则 了 ew) 本 身 就 
无 极限 ,因此 .to TE x —0 点 的 图 数 极 限 不 存在 。 

对 十 0 v— —0, a.b oo, p> oo, poo 等 情形 ， 世 有 
WALER (参见 习题 条, 48) 。 在 网 4 中 到 的 数 v, 部 是 正 
数 , 因 丝 它 也 说 明了 Fn) 在 x 一 0 点 的 右 极 限 不 存在 。 

本 闻 开 垦 时 所 提 的 瞬时 速度 的 问题 ， 至 此 完全 得 到 了 解决 。 
因 在 例 2 h EAE s=” TE £71 BI d oC) BHRIR 2U 3, 因此 当 # 
取 任 一 数列 击 赵 于 工时 , ix dé pg 3. 及 从 例 4 我 们 还 
看 到 西数 极限 和 上 自 变 量 取 数列 时 所 成 的 数 虽 极限 并 不 总 是 相等 
的 ,也 有 可 能 后 者 存在 而 前 者 不 存在 . 

EPJ 5] fO -ssinz, 当 人 和 > 十 妇 有 时 无 极限 亦 不 是 无 穷 大 量 ， 

事实 上 取 mm 一 I 时 , {f(z,)} 为 


Gg ax Gor Tr p 
yI 0, — 3 ' 0, Ug U, 17 Os ee, 
这 个 数列 无 极 妇 ,也 不 是 无 秘 大 量 。 


下 面 只 列 出 夯 数 极限 的 运算 法 出 ， 让 明生 完 侍 和 数列 的 情况 
相似 , KEABASSEAEGAEUTY CE 2128 50) 。 双 虽然 我 们 只 对 zw->e 的 
情况 刻 出 运算 法 则 ， 但 宅 们 对 其 他 类 型 的 两 数 极限 也 是 完全 适用 
的 。 

运算 法 虽 1 若 limf(%) “4, lim gfo) — B, 其 


lim[f (z) tg 2)] ~ AB, lim f 60g() = AB, lim 2) 一 


gis) ' 
TEgü M P. SER BU. 


us 


"w. 


RE BERRE 9i 
BRAR? # lim £() 0, gw) EXE IX BL (070, 0, (e, 
c-- 8) 有 界 ,那么 ，lim f (2) g (a) -- 0. 


运算 法 则 3 4v lim f (a) = -oo Hij lim fin ) EIU lim f(s) 
=0, HAERE (0 — 9,0), (6,62-9), fe) £0, 36 2. , lim j= 


[A6] lim zsin 上 —0, 
Ex T 1 
事实 上 , c READE sin 二 是 有 界 最 ,从 运算 法 则 2 部 得 。 
IPT] BE o0, bo50, m, n HIERT, H 
n 
ayt" + at" 1... anl - Abe yy 
im a 时， 
(co, Mc, 


WER H moenidf[b, ETAR c" BR ORTU 


s 
a de. B. om 
Gym" a.m 1B. Tac 1 UO. gi 


E u p 5 
ba^ bat te to gy, da phu. 


因为 o>oo， 由 运算 法 划 3, 得 到 lim 一 0， 再 出 运算 法 则 2, 得 
到 


lim 4- lim L plim tO, lim ta lim -— “lim 1 一 个， 
qoe g” 4— Ç gn—— Ç geo D peT] T—— E 
lim 工 - lim. RE lim 5-0 
zo UC -co E 
BA 
: I 1 
trug i ER ue Dn 
lim b, 1. 0, o, lim P, i.-0, 


Mamee ar cue ae Mes ded eps 


92 s p M p 
最 后 内 泛 算法 则 工 得 出 所 求 极限 为 A. 
3p mln o" 除 分 子 分 征 , 和 上面 一 样 讨 答 ,就 知道 极限 
为 0. 
mn 


aem bg. /A Pm tb 


boa" 十 Ttt T6. i y ey 十 十 G, 
HAIA RHR 0, 由 运算 法 天 3 ER 


: 在 上 一 节 (8 3) 中 , 我 们 已 级 
LAAT Sm T EOUBBHE EMO DIA AD 
准 天 一 一 柯 西 的 收 化 原理 (部 完 

di AEDA RSE RS o 


极限 。 这 里 , MRR EEA 
Jin m, GEAR, Ft 
ar 关于 单 凋 有 界 的 和 定理， 只 对 音 便 
ED 12-11 BE. 例如 图 1-2-11 中 所 
Fe HE v fi. ERRE (60-5, e+) ARMAR, Æ 
Tv 一 + ATERBE. 
定理 1 著 yJai 耕 : 点 的 某 一 不 邻 域 (ec 一 ,0) 内 单 毅 ， 村 且 
A, 902 lim f (e) TE., SUP XD (b Bu JA Bp R Jim f», 
Jim (a), lim j (2) WERDE. 
3X IgE SE BRE ROI P6] hp fit E — FE , EX ERE I (e) 存 这 邻 城 
AAEH Lu TARRE ERRET (ERA 69) . 
定理 2 完备 性 定理 ) lim f (0) 存在 的 充 分 必要 条 件 为 对 尾 
WH s>0, 可 得 3>>0, 使 适合 不 等 式 
O jae], QO-c!m'—el«ó 
的 任意 两 点 ,其 画 数 值 了 (ew ) ,了 tw") 满足 不 等 式 


iN 


ak 


P4 RRR 98 
foe) — f£ (mice, 

[GFE] 必要 性 的 证 月 完 全 与 数列 的 情况 相似, 这 里 从 上 略 ; 现 
EVE BH Ae ek 

由 定理 条 件 , 对 270, E 50, 使 

ü-[s'—e'—8, DA a" aja 
时 , 恒 有 FG) - f) ce, 
现任 选 数 刻 位 上 适合 0.90, 0,0, 于 是 对 人 >0, AAEM N, 
BE nc Bf, 
0-— |[z,—c; L, 
国之 ,对 任意 的 正 整 数 p, 当 8 —N. mE, EA 
0 [2,4 — 6| «8, 
于 是 一 | 
从 数列 能 完备 性 定理 ， SEARA {f oo eer, REE RREA 4. 
从 lim f (24) =A 和 m, 6, 2,0, MIDA ENAR EEREN 
N, 使 
[f s) Alze 和 O-[g,—o]| «8 
同时 成 立 , 屠 么 从 后 -一式 和 5 的 选取 , 当 
TT 站 一 Je 一 el «8 
时 ,就 月 (这 里 把 > 和 wy 看 作 上 面 的 m 39 v") 
| - f | «s, 
PEH O< jeej «cà tp, 

TA SIF Fir) | [fino Al ce e m2s, 
RENA GARES 2e, AARSHI PH OB, ta HE HH 
T limf@)=A. 

对 于 其 他 形式 揭 极 眼 , 出 有 完全 相似 的 定理 (参见 习题 88) 。 

三 、 两 个 常用 的 不 等 式 和 两 个 重要 的 极限 

1. 对 任意 的 », 恒 成 立 着 不 等 式 jsin e| x lej, AY — 2a 


rr 


94 "S 8 vom R s 
<3 时 , [ex lige; EATER , E RE o -O IH ES 
[REM] 作 : 单 位 加 如 图 1-2-12, RACA AOC 为 一 锐角 ， 

HIE s, 由 于 入 408 的 面积 一 悦 形 AOB 的 面积 7 AGO 的 
y mA, if JA, JL fef. E, 3€ — n fen 

"TRE 1 

WEE) sne, $em l igs, 

因此 , 当 0<0< 7 时 ,证 明了 

Sin z« m dmm 


或 


isin gj < |m| [tg v, 


Xo 一 F <w a A, De 


a 1-2412 g 2 QBLERS, 


sin(—2)---m-cig(—-) 5 -sins«c—m-«-igm, 
JR8024— 2 -o-cO 时 ,也 下 明了 
mno|-'e|elime, 


所 以 这 个 不 等 式 当 0< im 二 EHER. 但 ?| >5 时 


: 1 I e jmi 
sin gi siai g&[z. 


XtWLOCSaRBHT Ex. 
2. lim 305, 3. 
>Q 


FE, JM sino RERA sinele |e] | ig ej BAA, Hh 
ur Hreora ck cei <5 时 为 正 ,因此 当 zx0 时 ， 


siny 


. E. ai . 
1 S 或 1:77. cosa, 


$4 Hi RE 95 
Bx 


: 3 
0-1 UE aI -ceos s= 2sin? s27) -i EP 


UEERQIE I O, OPLILEI EES2 


üm(1— 5 2) .0 或 lim 9/22 —1, 


sU EIU 


附带 我 们 还 证 明了 


lim cos m—1, 

3. Him(I+ Ly... 

先 讨论 > 十 之 的 情形 ， 因 Ee] eme 12-1, Wt 
(1+ Tati ) Gr) G+ TT) 


moO (e) 04a) > 


fide T Bm(1e 1)" =e, 而 9-> 一 co 时 ，[?] oec fich T 
J-co, fi MJ. 


lim(1+ — 5) -timf(1+ aa) / il ) Te 


MO uec" ae Gi D) 
得 到 
Pm) eM mG ur) ce 


由 极限 性 质 5 BiR 
; . 1^* 
Hm (em) e, 
| TES ERE 


pim (1; =o 


imme comarca uacuum 3c emm wem mise 80 0 ME ncm cnc ncm s^ Ins o amer ce i sn nmmap ses i c ess co AM m mes 


96 3-5 cv m ow 
TERE S—-—v. HI 
"EM Qv 
(i62) -Q-; 2 (E ovr) 
E y" 
一 (二 ou (14 tO 
(H25 mco hh, yo lto, ERA YLA € ARR, FLA Z EM dL 
YA e ZRER , EIE. 
$5 s AHA 
—. RUN eR ELI 
在 数学 分 析 中 ,本 研究 种 种 不 同性 质 的 夯 数 ,其 中 有 一 类 重要 
tad Ez oy Rd ER T 
E: M-BN SECO. MUETYIUEME S3. NE ZOR SOM 
piimpg 1-2-13 rptu idi y = fO), dag 63e SESS mi id 12-14 


y Uu 


7 
y= fr) 
y= f(r 


he 


r 


Ej 1-23-13 图 1-3-4 


中 的 南 数 在 “成 是 间断 的 。 0045 ES rh DC REEL REL. JA 
—10^0 $)10^"0, 热量 随 温度 二 变 化 的 情形 , 23 0. —1070 增加 
310^ mr, Q bAa CR, ifi 超过 OUO 时 , Q 陡然 增加 到 
85 卡 ,， 因 此 画 数 


ga iB EH ug NY 87 
[0.5t--5, 235—100 时 ， 
lip85, 当 OenbudO dé 
在 # OMERA, ARERIA Ebh 24A. EEEN 
的 ,从 图 1-1-2 a RT DEZ Sj. 

RTIRAR TEA, DUO y= sin z 在 
每 点 x ARERO 而 y= le] RARR ATER, BEETA 
MAAE A AE LOB AOI Tr0. A ER S EAE A 
形 上 却 光 法 妻 未 鱼 素 的 而 数 。 图 形 兵 能 帮助 我 位 训 形 象 化 地 理解 
这 一 概念 ,而 为 了 对 写作 进一步 的 分 析 和 研究 ,还 必须 葵 “ 速 炉 " 以 
IPTE N.. 

—— BIB Rb ho E ERNE RA Ep E Ee PE f, 
hs 0 X298, CERREN s MH 寺 的 变化 关系 ， 
可 以 看 由 , 此 时 s 是 随时 间 t mSHE. 就 1-:1 黎 来 说 , 此 
meso ik, 当 全 接近 于 1 秒 时 , s 也 你 接近 于 上 DK; 而 不 是 当 + 
小 于 1 种 时 ，s I ADEL A 0.52, 25 EXE LOK, 它 从 0.5 
KREMA L KRE i AR l REED. s MA TL KIERR MA 
2 KAERRA OLR. Bs BE AE a E A 
K ARA EAH E ih O. MET OA, SLE Q al 
趋 于 QQ 在 #0 时 将 值 上 卡 ， 但 二 一 旦 超过 09? 时 ,; Q wals Ju 
到 86 卡 , 这 部 明 在 it 0° Bb, ORERE € ERALA TE EET B 
EX, AZAR, 4C y fF 00) TER e XB b ALL RS A 
变 最 改变 (与 6 A 很 小 时 ， 因 变量 的 变化 〈 与 子 (e) Bas) 也 很 
小 ; RETN = 意 接 近 于 c 时 ,7 了 (9 您 接 近 于 Fe) 这 个 值 。 把 这 个 
概念 写成 严格 的 数学 形式 ,就 是 : 

EM FEEN 6770, 可 得 970, 便当 |w 一 c| hh, 


Q-Qin: 


FG —f (ol «s, 


a8 qi yog MO m 
RIVE; f (5) dE gx c SERI, 

p F lim f(s)—fü, TRE HRE c 的 极限 等 于 它 在 
这 点 的 画 数 值 , 事 么 称 了 (x) fer c Xd. 

从 页 数 极 限 的 定 头 可 以 看 出 ,以 上 次 个 定 疼 电 然 是 营 价 的 ,有 只 
- 不 过 了 (0) RETIREN A, 在 害 
| XR WE RBESÉSR O0 — Io —e| (也 就 
Ees, eem, f) 
Ere AUR mE XE DM TE 
到 上 PRRP AEE v(0) XESE, R 
ER'ETE C 工时 的 极限 是 3, (HUE 
TE i BEDAE Y, MAE 1-2-15 
FEE RER 7- ERR, IRR 
我 们 认为 把 在 i1 RORIS. 


-一 一 一 


! KEARE, BRER o kA 
c 的 要 求 是 : D) f(z) 在 点 * 有 定 


X, D) f (o) di c 的 后 数 极 限 im f 5) fede, 3) lim f ()- f). 
任何 一 条 不 满足 , f (0) ER c BURMA, IRL CIE AU a 
i, 是 亢 数 在 这 点 的 局 部 性 质 。 TRIRCRRUPCAS BE IA ESI. KMR 
它 的 图 形 在 这 一 点 是 否 “ 断 开 ”, 面 应 孩 接 定 义 素 利 断 它 ( 套 见 习题 
$9 (9), 

下 面 我 们 生出 喜 数 f) ER- DC ESI: nd di 
FOER M E, 5) PIG — ICI, gd, 对 (oa, 及 内 任何 一 
点 e 均 成 立 着 


jim f(s) =F (0) ， 
HPA 了 tw) 在 ts, OREI AAKE [e, 01 3ESE, f (0) 在 
[e, b] EREMAN: an XE (s. 5) AER SR] HIE 
Fat = Fie, fib—0)—f(b5)., 


#5 iE SQ pg t 99 

BESES Gr) 在 (4, b) VHS BIA HL a, 5 分 出 
eii JORR EL HURIR AE d fla), FO). 

HAER f Gr) ER eol OR (0-9) =f (e) 


(e 则 称 此 一 数 
右 速 各 ， 于 是 立 鹿 知道， 晤 数 Co) 在 点 4 MENON POS BU 
[5j 1] sinz, coss 在 任 次 一 点 5 是 回炉 的 ,也 就 是 在 (一 2， 
4-oc) P9 3i f 
[š] 由 于 


[gm z— sin e, = 2! eos 
l 


ero |sin f| «2.1. el 
因此 车 让 e (EE EERO, gt ERAS [m—c| «8 B3, EX AE 
pE e. BD sina Egi com. EAE cose HIRE. 

[9] 2] H p XE ERRE, 2? YETERE- e AR, 即 在 (一 co， 
Too) PEERS, 

[GEH] 由 于 

|2*—e*| = |y —e| |2* erh -He | 
mie—e|C mim Je; [m 7E e[7), 

象 画 数 极限 的 情形 一 样 ,不妨 就 inei < je; 所 表示 的 E MRE 
ERRA e-e zzi —]e|, Ae x 2]e| AZERA RAT 
]&—-c| (271e ?7 277310 |*71 43. jej 
x2?bei"*iz—e, 

CJÉRGEÉI—c|-cs/2]ej, ERARE e, 所 以 取 
8- min(ici, e/2?|e]*7) 
EpnT, [E24 e—O EH ZR B ATIS d: ARA 
iere att poet, 


AMER Ò — e? Bio 


200 TA AOE SHOE 
Z. mds AEA R 
RUBER B3 REES VEIE, 
定理 1 F f(s), g) HERD e IEA, 其 
fü) gio), f(sgim, se 


也 在 点 “连篇 ;但 对 高 的 情形 ,必须 敲 g (0) 关 
JA f (2) g (0 为 例 , 由 于 


lim fii =f), lim g(s) =— gte), 
由 极限 购 运 算法 则 序 得 
lim fte) g (2) = fle) ge), 
Ep f (o) g (e) t Et c BET RESET E EXE PB USC 
由 这 个 秆 理 和 sin e, cos z fA AR EXE 


sina eos 中 1 i 


irc 出 一 -一 一 ，- , elg g=. SC 一 
COS X si næ cog x sin " 


EARRA E PU AULEM NU, UBE obti SHEER A ode 
— BERI, 

又 : BRAVA A ical — 1 VERE — 1 TOI TEE n 
BESPARA? MERGE IE A 03, 60 。 

FEARR MISERE d TRI RAE TRE RR, AEST 
一 节 ( OHEA, 

定理 2 股 f(®) 在 svi5 是 严格 阁 加 ( 城 少 ) HEEE 
BA f(a) =a, f (5) — B, BEIC M age cote eit y f) 
KER E y) , EEE K RI 149,8 GERBER ORAO ERE UA. 

JE A RESI Sob 72 f6 iE Rd" got SC 3 I A E A 
的 , 1 y-—aro tg c 为 例 。 我 们 任 取 一 个 小 对 0/2 的 正 数 5, 由 于 
tgade| 一 tò, Z8) EXC EI HUE IE RGB Ib erc tg y 


HEN DEL 


$5 sx Pü ui ioi 


t [te (2-98), te (2 —9) crm cot te tab 0 d 
任意 的 ， 所 以 对 任意 的 虚 yo 便 可 取 3 Ze, E te (— 59-9) 
«aps c Agr ($ -2), ii dk are tg y 3E (— 90, oc) ERE EX go SOR; 
也 就 是 are tg æ E ( — o0, oo) 中 每 点 2 GERA 

IRE, dc e KERA E 2^ 在 (0, R] Pe AR, 井 且 
LO F1 NEUE JSUSONS S [35 131] M3 R 
RRHEOEERS REBEL, dh 的 任意 性 序 知 2* 在 [0, 十 oo) JE MEER. 

定理 3 芒 xz=9( 在 点 加 回炉 ,dg000) — wa, ifi y — f£ OO EX 
uo ERIA EA y ftz)) S co M 

【证 明 】 HEEN AAE HERA 67-0, RE 87-0, fE eeo] 
«à nm, 

fig (o)) — f (giao) | x8, 
现在 , 先 对 620, 得 到 570, 使 [u— wo | <n 时 ， 
efie mp [fon figi) | «6s 
EF f (u) ZE GUESS RS DE 是 一 定 存在 的 。 其 次 ,由 于 gta) 
在 点 和 连篇 ,对 这 个 9 又 可 得 3>0, 鸽 ,2 一 zij<5 时 ， 
gm) —-g(a) im XE ig 一 | 
但 从 这 个 不 等 式 和 ? KAR, Op 
| Fg ta) ) — fgg) E «e. 

SENAERA R EA ACE , HESE wT 和 sin e? 
JEEERR BA DRE HLCUR SC ERE Je REI "E AI SEEARUSE FR RITU 
ERFIR p, 9 是 两 个 五 质 的 正 整数 ,将 

y -at a i 
看 成 复合 曾 数 
y us, uz, 


rT ———— ————Á—— 


A08 m-f n f up 
由 于 & 一 在 [0 上 ce) phia, 而 北 值 域 是 [0, 十 <=)， IH 
y—w! Osuch HARGER, BAES TE [0, =c) 
XE. 

LETT EL PENES ECTS RE RE 
(0, oo) Bj fg —À SEA, ib Re RIET z WARRE o r>0 
时 在 [0, oo) rhrdg — jill o5 nO 时 ,在 (0， oc) 内 每 一 点 加入。 
EF «c0 的 情况 ,可 由 图 数 o BEER 

关于 基本 初等 画 数 的 连 炉 性， 现在 只 剩 下 a, log, c 和 or (a 
为 天 理 数 ) 没有 讨论 了 。 我 们 先 从 ”的 单调 性 利 它 的 一 些 性 : 质 来 
EEGA H 27-1, MP oO Bes n1, st Los [ T] 


w 


fI es] zh TRO e10 时， 
Leasa gu] , 

BH atot, >o, i| D [REg I a e oos 因 

ti lima" —1 得 到 lim o 193 1, 因 之 


lin a*:-], 


对 lim a*, AR o— 一 9, 期 2-> 一 0 B. y 0, 而 
lim wa* ~ lim ae = . 1 —1 
"m posu lim g” , 
e t 
ëp lim w*=1, 


由 此 可 证 wr 在 任 一 点 c DERE BEE E, A 
ana adr) 
M oe Bh, a coU T 7 o1, Ae RATE, HR 


lim a” = g, 


Eo 
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Biciacl, da—l.Wz5ldW 


由 于 E EC co,00) Fd ri GARE ASIE FIEL a" ARTE (— o0 , col 
FEE HITS , 

Hi o* I SM PERIEEERHE , 刑 用 定理 2 就 得 到 los, v TEE BE 
JERAT. a. ARIE HEE, 

gate, 
内 之 可 把 wr DR FUR 
y oe, =a n E, 

HEA 8 Hie EEEE (0, 00) AER, 

ki 上 六 可 ,我们 得 圭 

定理 4 GERI HRE E E B A 

HESS 3 BEIT J£ GROBCBS REA "E CAT UL T EUR, 

lim f(g G) —f (gto) ) =f (im gl). 

也 就 是 改 , 若 fO, gn E, AARG Dim 可 以 与 丽 数 符号 
f HER, prb ER f (00 在 点 wo ST, mp OE 
aa f IEE S N, HOD EE f. 0 ER Sc 
TEH S AAEM, a RESE IBI AAA STR D R EJ EN, 

定理 5 HETARA: 

i fGo feu R, lim gis) sro, 

2j dim fw =A, im gi) -- to, TE Ty Bg XE SpA (o — 8, 


Web. Uy, Zo à) 网， gx) Sue, HH 7. 


FEME D 的 条 件 下 , 此 式 头 可 写 沪 


lin: figi -yfüimstz), 


104 $$— E tu E pE 
EDEA, SE HRE J RURI E RT A, RE F ERR 
就 行 了 了 。 

DUAE" 9-0, uo gk 4 Jg oo ATE, A EE 

XX nEHBOHORD RDCREOSEBACER SL. REPRE F3 38 di PED 
3E S , RETRA m, Du Anc lim figi) 时 ， 作 代 
ugi), MHA lim g (E) ug, TEGK lim f (g (2) e, 华为 求 
TRIER lim Fa, IBEZCEEIEDCHR , BEA Gk veil l T 76 lH B9 . AE 
BAERI HE 62, 54, Db, 06), 

[pj 3] E 

0, 4u Uit, 


y=fw =] jonas n 

PEM fg) e= ior noc ml. R2, 9), Jefu qt 
ERA, HIEI 1. 显然 ， lim f(gtzi) 不 存在 。 

4H A7 fe à] a lim f (gia) 1 时; HERH u =g), WE JA 

lim 9 (2) =0 和 lim fiu) -1 

来 断定 lim f (y (2)) = lim f (u) ~1 
HEH RRN. 

利用 这 个 定理 , 下面 再 三 明 凡 个 重要 的 航 隐 ,已 们 都 是 常常 用 
8i. 


1. lim (1$) =e a 为 不 等 于 霉 的 常数 ) 。 


sa m 


u-—g(z) =r sin li. 


Ex EF . 
Ge zy Litaa) 了， 
AA v-(-ly.. 8 


I So B] u-o f) Ubi, AR Hb 2) 自然 满足 ) 


E; 


55 ux W dn Xr n 


nu (1i a) on 


Y o. 下 l > a 
3. ys DEL, ) 
RAAD AAE RRRA e", 
2. lim rag): o8. 
FXLIH 
| 1 
QR a yf 
E 2v Ias — (1-45, ) » 
e E Mgr nu l 
iB = |! u ] QUT, 
ELA g—U0 "m, U oo, Du sd 2) Ej 
3. Hn b tee uo 
gu BH 
1 
HI y=lu u, u= (l+as)® 


ATE 1) bo 

=., TEMAWIKE 

HARARET E X E a, 了 (2) 在 点 ?+ EHE ZR 

D) 了 tj 在 成 0 EEN, 

2) fie c0), fic—0) MTE, 

8) fiíe--0) = f ie—U) - fiel, 
不 满足 任 一 条 件 ,Fo 在 点 * SARSERRE, A, PRA TALE 
情况 : 

1. f(e--0), Fi 一 0 存在 , 但 不 由 等 ,此 时 称 o D fF O0) 的 第 
arii e 

ILS —ERBISR a do o d HE e (CEDE Q^ QG 为 例 , 由 于 

Jim QU - b, Aim Q(5 - 8b, 

ik QQTEL- OUR TR -AUCPABÉMEURU Liu 
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y— ic] 
dc EROR SN ATR DS 
lim [e] -—N-—ÀÍ, Jim el N., 
HAA S4 EA 1 yji, BE L AHA HA BET 
ERL (RR EFR 69) 。 
2. fe+0) 5 fie—0) 中 至 少 有 -~ 不 存在 ,此 时 称 f£ iD 在 点 
UL Mer x i Fe 


例如 ysin T 和 go e” do “0 者 有 第 二 类 不 过 种 点 ,前 者 


的 左 , 右 极限 部 不 存在 ,后 者 无 极限 存在 责 硬 极限 为 汪 。 
3. fi-t0) - f(e—0) WE Em Fie) 存在 ， 供 它 不 等 于 fe) 
RIDER o BUR ESL. 这 时 称 ¢ 为 第 三 类 不 速 纺 点 。 
1* 


pano = EDE qE t= 1 split de i CICER GOL OS 


T8 — ERE, 5C Ju 
£sin E od cxli, 
y= AG 
1, Hor i, 


由 于 lim f(z). lim wsin l.o 而 £091, 
acc E 


fk f(x) Æ « —O0 RAE REDE RUE 

XI SOR IURE HC, ES ar oic ate aic di Jr V. fn) de e 这 一 点 的 值 ， 
使 它 等 于 f(x) 在 这 点 的 极限 ， rao PURECULTE RS c EAE, 所 以 这 类 
不 连 午 点 也 称 为 可 称 不 连 炳 点 。 

再 上面 的 定 愉 可 以 刊 草 不 连 粮 点 的 类 别 , 但 对 烙 定 的 画 数 ,如 
条 找 出 宅 的 不 束 炉 点 呢 ? AEA SOE STU RAA 
DERRER E, A 81 a AEBREN UNE VR SEE A] e oe t 
3E 8035 EUR CHE dd CIE Y XR ER, 302. 四 一 些 已 知 其 
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Tusce AAH m. ME. Se. RA RRRA., 除 EHE 
AIh, EREL n Re ER R9 5 DOES E d RI H ea ESO 
FR VAL A, Fc Sox 06b vec pof — 1 UR EET SERI n H EGER LATI HE 
Hindi — E RES RR UR EPI RETE E. RETE TR RIED ER 4 — 
sg Re idR. Bd EUER AARAA EA. ELA RI y f 0, 
s gU) ER. 除了 应 若 虑 go) BAERD SRSECE IR fF Qo. 的 
KERE Ug(— gino PATRIS to, 
CERE EAEE 
出 于 了 在 (一 22 oo) AREI, tr» FU ERE CORTE TE 
的 点 分 别 汶 net -alar n D, l, +2, =), B e=0 tt, 分 
TANNE TE M 


lim, —1, 
poi te c 
Mic z=0 HUET D no l, +2, … 时 ， 
Hm ggg 
it 2 一 nz (n= 1, +2, …) 为 第 一 类 不 违 德 点 。 最 后 ,因为 
Hm ggm? eO, Ed, E26), 


故 < 一 nzr 十 可 (n-0, xd. 士 2,…) 也 是 可 移 不 回炉 点 。 

H5] BIB yo sie] PUDOR, 

xXx HUE d E43 [e SO SCR x. UE O, XI, +2, -dil 

Bm ms[z].-0- 0-0], 
rra x —0 ESE SERA US V fH US N- +i, x23, … 时 
lim z tz] = N(N — D, lim efr] M’, 

而 二 者 只 M =0 时 下 相等， 故 X1, +2, "tt pk dE —3E p. 3d dE 
Bio 
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$6 MEHEA mS 

HKA EERE A, ELT T e (n RO a PEL. 其 中 大 多 数 性 
FA L3 EE E SHY BH M BV. TEX ER 4 XA P5 
Ai^ di die. Vi A BODL EOS ME, ERR AERE HE Hige 
HL GTcol e DHT C PH. 09 d i E — Rr de Reo oc hg de FU 
bahh RILE HL DER RU T EET 3 — Ex 

XXSeMEWDRWREHH. BRSESRRVNEBRLDLALR. FEME MARA 
HEN (MIEP) Kik, Hana Vl dé sg Hcje ub HH oy 
"T dE HE XX — ke EEA EEEE ,我 全 将 焙 出 两 种 不 同 的 证 明 
方 苇 ,使 读者 杨 步 学 会 如 何 庶 用 这 些 定理 。 


一 、 有 有 界 性 定理 
定理 1 diiit f (e) ERAK Aa, 8] Vide. EE (a, 51 上 
AR. 


GENIJ MARAEA EE (致密 性 定理 ) RRE, 

ERTAS EKM, DER, MRES, 对 于 任何 
自然 数 m, ÆRE o, 5] Et TERE N mns ERR L0 | >m, 
4X n— 1, 2, 8, c, PARA (n), SS mE [a, 5], 4EH. 
|/ 9) |>, HRAN f 6) neo (8099). 

由 魏 尔 斯 险 拉 斯 定理 知道 ， 在 有 界 数列 (5) 中 能 选 出 一 个 收 
fich TJ os oa Broo), Dtk mE [es bl. 

MORBI Bii f (0) inco), 再 由 子 列 的 性 质 知道 : 
对 于 wm WA f Gnd (bo), 

另 一 方面 , th EB iR f Gn) 在 Fe, DIER, RE n 点 
ib, 35 o2) IN CR. FG) (To). AE ms oem (boo) , BIER 
数 极限 与 数 划 极限 的 关系 ,有 

lim fo = lim f (2) =f 2o) 
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PERMATA ARAE: 

Flim M f(u) >F ito) — i&—6). 
AW dix. f )dnlo. 51 RER RRR Eg CLR TEOT- TE AARE 
DES tn 

【证 明 衬 】 用 掩盖 定理 来 证 。 

HERREY, fix) Ela, b1 kfii m 的 极限 在 在， 因 之 
TEE EK wo AT E B HE O (ma, 00, Bi f (m) dE kX A- SD ER P3 OE E. 
|f (a) | M. SX "HB IEEE 及 M Bul HER ES ux 和 有关，、 随 着 点 
fe BAS Ind, Re, 5 AM 也 将 不 同 。 Br x HE ie, 51 上 的 件 
i- AEE [a, 01. E86 N B S5 CUR BBTE EC 
iB RERE Bb S PEU — 1 JEDCHISESERLA P leb] KARE 
— RE. ES3EYDe.^1. ipfe ziuESS, QEXX TOTO Ul de rbZUEDE 
EERE de Se [e, b], aa XXE ERAT OT DXC Rl 

(ri — 04, zi 4-04) , (4 — Âa, Sat O31, a (Eg Og, etips 
相应 的 M RAS, Mis Mas oos Me, fn^ RER 

M* max (M, M3, e, M, 
那么 在 fa, 6] Epi EE VE 
|f on ps M, 
事实 上 , 对 Fe, 61 上 任意 一 点 2, Bej SEEN, 在 这 诗人 全 开 区 间 
Olm ÂD (6 — 1,2, E) rH — GL E v dt E O(G,9», 
BEKEER E. [F0 10S MS, fI 
fé) LM", 

由 于 zz Ale, 8 上 上 的 任意 一 点 , 于 是 证 明了 .六 四 在 Le, 5] LE. 

在 .上面 的 证 明 中 ,还 有 一 点 须 蓝 补充 沪 明 一 下 ,在 端点 4 Ab 
E, HERRER, WATERPARK [a, 24-0) A (6 —5', b], dis 
在 这 两 个 区 闻 上 商 煞 为 有 和 失 ， 耐 这 两 个 区 隙 均 非 开 区 间 ， 但 我 人 
订 必 把 话 倍 换 为 开 区 间 (4 一 5, at) & (5 —9', 5--85, jp ER 


118 T- ai o RR HR 
HB Fon: 
|f), MM 
Fm) jf). Cam <b, 
Ju. Mh bmocb- B8, 

à LiB i Amik (o) e Le~ 0, btd 1 BASERE f Go) 在 [a 
0) ERR 

REA ERE AGE UT IDES HARRER HERR. BAFI 
E MEEA EATA DC R ESB, T INT 905] T- AER 3c 
时 既 不 能 肯定 它们 -… 定 无 界 ,也 不 能 肯定 它们 一 定 有 办 RU RA 
VoU EE. DU dmi y sin 和 = 二 均 在 开 区 间 (0, 1) a 
纺 , 但 前 者 在 (0, D 内 有 界 ITER. 

ARL 还 可 以 拓 广 为 :着 击 数 产 全 在 la, 851. 上 只 有 第 一 类 不 
xs RE feo, 本 下 有 界 { 参 见习 题 78) 。 

二 、 最 大 (小 ) 值 定理 

正 象 数 到 的 情形 一 样 ,我 们 定义 画 数 Fo) 在 区 间 碟 上 的 上 确 
FB CERE o 为 G0 在 这 个 区 关上 的 昌 数 值 所 钼 成 数 策 的 上 、 
TR. ME 

B =sup {fr}, a=inf {fim)}, 
Banii f (o) —2— Le] (8 1-216) 在 区 并 [0, 11 的 上 确 界 
y Ai TARY O, SU 

BrfG) [e] e(a 1-2- 
17) YEUX IR] [0, 1] 的 .上 确 
界 为 0, 下 确 界 为 -1。 而 
图 数 y= 二 在 (0, D 


ERRA 十 oo, THRA 
1, 


EA DRD FERRE ER CRT m 
Pe HARPERS DEI TU (p fe nio € A y WE f ims) 7B, 


—— ai. 
ee 


TARKIB. Pm 

fim = [eje eE O 1E. or 
KRAIN 0, 因为 fFD) | PN N 
ADREF O Kiti : : 

Xt fi =a [e] d [0,1 | 
ERAR B--1.1H 5 图 1-2-17 


JREK-ÁE RAEO, 11. RREA F 
PREE WET ART 

JA. BIRRA ATETA S ARR S o) EAER 
RRERKEN, SCR EA AL A sitio M. BEAT RA 
EG m. UA E nice E HART GERE VETRA CK 
值 和 最 小 值 ， 

但 是 ,我 们 有 下 面 的 定理 。 

定理 2 在 于 区 间 Les b) HERREMA RKM 
最 小 值 。 

LAEM] 由 有 界 性 定理 , 六) 在 [ws DEBES AZA. ERRORI 
CFR. SREM f Go 有 最 大 值 , 亦 部 fz) 可 以 达到 .上 确 办 B. 
事 交 上 , 转 照 上 确 界 定义 ,对 € 工 wn 一 1，2，$.…) fex Bis 
mE [a, 65] (n—1,2, 8, 2, W 


B= E fra) pb, 
Él lim fim): B. 
p OLI ERU uz 39, (m A — e Sco FREUE (nu. Bx Tu. 
-dog [e, 51. 百出 于 刘 的 性 质 
lim f (24) -- 6, 


113 TES OX PTa # FÈ 
HS (e) 在 点 mm SEIN, BD liri ftz) =f (2o), Hh RRR S CADRE 
限 的 关系 ,最 后 得 到 o 
B- lim fimi Hm fim) fim). 
这 就 证 明了 PO ARAM. EERE f (2 有 最 小 值 。 
三 、 杠 的 存在 定理 
在 代数 中 ,对 一 个 代数 方程 iw) D (P( 四 是 和 多项式) RRN 


y P (w) 在 其 一 区 天 两 端的 符号 来 
决定 根 的 位 置 。 例 各 POO, 

VA P(2).-0mt, miniis G, 2) 内 

T i Heg Pi -0 的 一 个 根 。 假若 

-— | C x Pio) 而 是 任意 

i > 的 遇 数 六 (2) ,是 知 也 可 以 这 样 作 

A 呢 ? ptu Xm 1-2-18, 
PMH f (0) <0, 了 (5) 7-0, mE 

图 1-2-18 le, 5] AHA f (2) —O 的 根 。 


问题 正 是 由 于 fo) 3E [— 1, V) HEUREUSE o 90。 我 们 有 : 

定理 8 fæ Ele, hEm, H yia), fO SM UE ACER 
内 至 少 有 了 (2) =0 的 一 个 根 &. 

CER 应 用 长 十 套 定 理 。 不 站 设 f (2) 0, f (5) 7 0, WE a, 


8] 一 等 分 ,中 点 为 Gee. d£ (13^ )- 0, ssmnkaierrir 
明 。 若 不 然 ， 两 个 部 分 区 疝 中 必 有 一 个 区 间 ， 在 两 端点 处 而 数值 
565. BeNBDE Bü [ei 011, IRER fim) 0, Fr 7-0, BE 
[au 61] 二 等 分 ， 中 点 为 于 atb), e f (etb) 0， 定理 就 
得 到 了 证明。 若 不 然 , 可 以 继续 下 去 ,有 两 种 可 能 : 
1， 进 行车 干 次 后 ,在 某 分 点 处 天数 为 零 ,这 样 定理 即 得 证 明 。 
2. ARRA BPRCROS UE, HEBER, 如 此 我 们 得 到 


$6 了 闭 区 间 隶 渡 醉 数 的 尾 质 118 
— A p RR {Etn 如， ERPAT: (0D Du. 5:1 [ta 51] 
2o, HA (a)<0, f(b) >0; (2) Mao M ban 57 
RRISE, fp EE (4,8) ,使 lim a, timb, =E, REREH, 
E RERE RAE, Bd foo 在 [eaj RIER A E TE 
zE ARRA aiti f (5) — Hm f (ao 500 n fE; Tim f (ba) 250, 
&n £(£) =o, 

DOR zs BV Ae TR. f 0) —0 在 (2 站 之 关 也 本 能 不 止 一 
个 根 , LSTI Ele, 5] 83849 99-38 Fo) F0, 辐 号 时 , 也 不 能 
aale, DP- ERA SO …0 的 很 ,起 者 王 自 行 举 出 这 翌 的 例子 。 

EEH 3, ËR IEM: SER e E e, b] E, E 
BRAA M, dh m, WHER EE 6, me M, Tle, 5] 
AEri E, EFE c GRE LOTH 67 0D (0225 E700 .为 了 
评 明 这 一 定理 ， 可 以 作 策 肋 漆 数 焉 他) —f (m) —e, 利用 E (Go) AE 
理 3 诈 明之 。 

O. RERAMA 

在 上 一 定理 的 基础 上 ,可 点 证 明 ETR ORS EREE, 
JRB : 

定理 4 蔽 Y 一 六 io) Easesb LERI OR) HIER, 
Fo =a, F(P) 2B, Hilfe aa B PEE S y - fo) Du c PE 
£—pD. p) feo, B81 上 也 是 严格 增加 (减少 ) ER 

[GER] PIR yS E aeb bE g ER, 
首先 证 明 圣 人 尾 - :点 E [o, B). EME — H oE [e, 51, MS P (oo) 
79e. AFE PE DCURE ERE X. WAERME jg (9) 在 点 yo 是 有 
EAR FFE po 一 2 ， 

E yo WE aR B, HZ. t ET ab, E ayse, 我们 
ZBE la, $] ERNARI F C): 
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Fm) fm -an. 
由 于 F (e) die) o Yama ya O, 

Fb) FiB -yon B — usc 0, 
Achi (a, 站 中 存在 一 点 to, PJE S (o yo FE HIEGEDE B8. 3E 
E, df BEI. DÀ em EE. Fn) fimo df olco 8f, 
f) fm). ATARA PRESE edHDÉ f) 3 加， 因此 对 每 点 
yE La, 81, KAR f Go) — y OREIE REPE RI A v. JRBB 在 oy 
x«B.Ey—fümmlb UE S po 存在， 

ERRE pap dk as qu^: B bti Peg. 事实 上 对 [ax， 
Bi .上 任意 的 点 Vis Va. Paca HIM ER pU po , di Bill, 
dp oGoI gp. dici YO, Bao pos. uf», 
Yaf (ma). Wadi fx) BRRR PE, 273 m, mà BAAT ilo Ua, 这 
EG Hmi RATIA i. 

最 后 ,证 明 o D 在 Lo, 813, Bate pn EKB bE 
一 点 vo EARRA, BE, E, AHER 567-0, 存在 
670, 使 |y —go| CÓ Bp XR p 

p Gn — o Gy E x6. 
RL p) vo. p OD w, HE fimo =Y, fis) —y, 我 们 所 
EFRR jg QD piy | 华为: 
| £ — 4o, E, 
Jf ÉD To Bm fot 8, 
Apa) By fe 88 Org mk ATARAR, 只 要 
Fieno e) AF x uf tat e) 
ama, MER E 
fim— 8) ~—f iro Lyo TS Tot 8) — f (o), 
因此 可 以 取 : 
8-7 min (f (a) —f ita E), fiwote) —f (291. 


vo PAR WIERA R AIEN n5 
【注意 】 4 yo EKE aX S.H] yyl < 应 换 成 
Ü-g—ac6 wg UxBG—ucó, 
FATATA i AE RT RE DR 
HER e 充分 小 就 可 以 消 足 这 个 要 求 ， 而 这 不 影响 以 上 推断 的 
正确 性 - 
E. HRH 
So BE BEREE: x fn 在 某 一 区 间 二 (或 开 , 或 并 ) 
MEME, EIRE, 也 就 是 了 (zx) 在 这 区 图 每 一 点 都 速 入 。 即 对 区 间 
关中 任意 的 点 vo 及 对 任意 购 = 0， WARSI 4-0， 合 区 闻 中 任 训 
的 点 v, A3 — Toj < SLLCLEMLI fan) SIE, 

E dE. n 4 echa A IIT, 2; — Re RE A [e] rg , E A A 
1-2-19 «i y Y sns, XB 
近 十 原点 的 点 ri, 就 应 到 小 | 
-—H, mj? z HEN PEE, 
7 却 吕 到 大 一些, 对 后 者 所 得 
BI s; 值 , 就 不 一 定 可 用 于 前 省 ， 
但 在 以 后 的 讨论 中 ， 我 个 往往 
和 要求 能 取 利 一 个 对 区 曾 拉 内 所 
有 的 点 都 适用 的 nm 出 就 是 证 dii l 
对 任意 的 e0, WRI >00, O 3D QT 
BA EEA spe «cra 
的 点 m, 24 mmo sn RA [f G0 — f Gro). 二 有 这 种 性 质 并 不 是 
每 一 亢 数 部 有 具备 的 。 其 符 这 性 质 的 丽 数 , 称 为 .- 致 速 禹 丽 数 。 将 而 
数 在 区 间 右 篇 和 一 致 连 粮 的 定 广 加 以 比较 , 粗 看 起 来 , 只 是 “对 区 
骨 中 任意 的 点 ns" 一 个 在 前 一 个 在 后 , RMA- T ECR 
然 不 辕 , BE RERO ET €, c, KRE 0 BS, 因此 一 般 诈 来 ,六 随 着 8 
Tuc, MEAE, 我 个 把 这 种 记 为 te v2). AARET ew 


-—— F7 


ri Ds MEC E n 
KRE n. Lin 只 随 e mE, 我 们 记 为 (0 . 页 这 种 Ts)》 对 
任意 的 mo HEROS. DAE y= 二 NEER, HRA O 1) 的 
点 zo， 我 们 不 妨 来 出 满足 15 一 2%。1 cs d 

if un —f(m!«s 
的 3 的 精确 值 ,来 看 看 3 RC o 的 情况 。 从 


i 
1 
px To ' 
, 1 .1 
得 到 si dog. 
EZ w Toy 


" To "E To 
JJ 一 
Aep I— e E THe 
te . o wie 

8 QUU LS mES—Eylea s — 
或 了 一 30 7 Leag’ 

"A iy z 

HE 7j — min (4 QE )-42 ? ye 

ARRIR 5 ld4mx428'41d—u8/ á im 2, mp. 


可 内 当 w0-30 fir 090 if » fA US E UCHET: zo tjs RERA 
一 个 对 (0, D ERREMIN v. abies EO, DAS 
HE, 

Sig co>0 是 一 个 小 于 1 AE RK C. DREE, AE 
REN: 

当 me (e, 1) 时 ， 
ee 
THEE tte’ 
HEER (86) =s: (14e), 96 A Xi (6, D. EIEEPA tme B 
要 17 一 sl< zt 时 ,就 有 

Fa) f e) | <8, 


nle, a) 一 
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也 就 是 说 二 ERMC D PR Sob. 

应 当 注意, nit tw) 在 某 区 其 的 连 术 性 , 只 是 与 区 而 中 每 一 
点 及 其 附近 的 点 了 (%) WEEEK. WEE RREL REEE 
区 间 中 每 一 点 副 速 熏 就 行 了 。 也 就 是 姓 只 取 与 虑 在 每 -点 是 否 有 
适合 束 秆 定义 的 4， 前 而 已 统 过 ,这 种 性 质 称 为 局 部 性 质 - 而 一 到 
MEE, AARS O EDEMA, EENE NARRE 
PEE XLI v ORI AE 

在 一 至 速 午 定义 中 “对 任意 的 ,任意 的 o” 也 就 是 部 “对 性 
意 两 点 €. mU EPH EE xu. 末 一 个 是 着 没有 关 柔 的 ,办 之 
一 致 连续 的 定义 通常 也 分 还 为 : 

“对 任意 的 6770, 可 找到 >0, MOTAI A ENS a 
a^, 34 lara" | < 时 ,有 :fen — Fla?) | sce, MIRI f Gr 在 区 
MX E—EOERI LAUS SEEN" 


[PEL] RESP sin oC, 1) (0720) RE ESSI de (0,1) 
Mh JE Ec. 
[ürHg] 当 cc, tol Hj 


: a.d . 1l 
|F im) 一 站 (ro) = jsn ; Bn + zz2 «n EPA | [cos en 


, , 
ET tl a [9 do | 
wo e ! 


s 


RER o e PEAR ER E IIT y B 
SASREIXIBIQU, Lib, h bY (85) anë sin 3 #0, DER, 
但 车 取 


— RT 
Our. 92um— T 
2 3 
RI |f Go - fii Sle) a, 
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ini [a —e = 


SU. aa O9 Qa Mp. 
v 
所 以 对 于 小 于 2 的 任何 o0, KERAMER LIN o. DA 
为 不 渝 F 怎 样 小 者 可 找到 两 点 aL, t BUR a matin (AER RI 
得 相当 大 ) 而 Lf int) — FG) | 925. 

最 后 注意 ， 从 定义 中 可 以 和 出 一 致 连 强 的 丽 数 在 这 区 间 上 -一 
HERR. BERET EXE EUIS, HUM 上 例 可 以 潭 
8), JFDC POEM ROBERT ME — SCENE, UL WIRE SGER, Ei 
BCHU BLUE RE JL AI DR AROGE DIC ARAR DE A FUTT GER 

定理 5 ( 康 托 (Cantor) 定理 ) 闭 区 间 [e, 51 E go SE E H UG 
Fa) eR, 

GER) RERI, BE E Gn) Elab] LAN, 
也 就 是 说 ,存在 如 此 的 e0, 对 十 任何 数 22-0, 在 区 间 Do, 0] R 
至 少 存在 两 点 21 AR ta, RER 13 — tea | xn, {H |f (m) — f (m) i En, 
更 在 取 uL (n—1, 2,8, =), dote Ca, 了 内 存在 两 点 nh? 及 


M. 1 t DIM 1 
ge (n—1, 2, 8,--), & FR [sh ?^— wi mod 


Lf (39) — f (285, ze tg. 
JETHIRAGCUBChEA REPRE, AAR (219) rratgdg — Mesi 
HITA c1 mo (E200) ,这 里 a € fu, b], 
EEF iai, BEL aro cago cd, asa 
z(?—a 90 (hoo), 
Bi B] erer (0). AEDA aye» n» (b). FE Hf?) 
— f (a9) ee IE — E] ERE 
55-75 VIE, rh P HR S Go) YE E os SERRE, BI 


lim fix) fim), 
Mus 


$7 S350) 88 EXIFT REL E SR OE n 
TUR TECH ER 55 BARREKA A 
lim f (s0) =f (xo), Em f (2f?) «f Gu), 
得 到 lim (f (ai) — f (af?) - 0, 
这 辐 LG) — f Gd see EAD RA S REDIERE S E) 
*Ele, b] EJ EE SERERE XE RS, ATREA T HEJE REB, 

XI-Y 3EEX [8] Qe, 05 F3 SSH HE, RETE A a. b Ab, HRR 
AERE f (a o-0) , P (6 — 0), AA f ELSE R AE (a, b) 
RAR ARAA 810, Hr EAKL, +20) EAER NM, 
A c— 3- oo Hd EE A A BUR HG a HRE [4; +00) E 
By-— SUBEN INE CR L2 BT, 

EGER ERE ADR SEIS CE V5] 8. 55)。 


$7 条 元 :二 元 ) 图 数 的 极限 与 如 种 

多元 夯 数 的 极限 和 如 和 炉 的 内 念 , 世 完 全 和 一 元 画 数 相关 似 ,下 
面 我 们 只 就 二 元 丽 娄 来 讨 恰 ， 对 二 元 以 上 的 情形 ， 岂 有 类 但 的 和 
E M 

—. Cc Bar ERR SURE 

35g 3 SOLERE f Un. DER Moito, 加) 的 画 煞 极限 ,只 要 注 
意 至 面 上 的 点 Meo (co. yo) ARRET zii 1. HIRREN., 
Molto, yo) BIGRE OCMo, 8) 是 以 Mo pi, 3187-0 AERAR 
的 内 部 点 的 全 体 ,也 就 是 议 足 不 等 式 

(i — 9; e Ug — gro) * 0? 

的 点 M (v, 细 的 全 体 , 或 写 为 0M Ma 0, KELM -M RT 
型 ， 开 十 点 间 的 更 离 ， 衣 计 意 而 数 在 某 点 的 援 限 与 催 数 在 这 点 
REEE, BUE Fin. ode 着 ,点 的 极限 汐 A 的 意义 汶 : 对 点 A B 
FEARR (4—6, Ate), "RR Mo KIIRE O Mo, 9) , EATE 
内 不 与 M BAE AM RES R o fn, ai AE A 
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Hege, 4 十 的 中 。 也 就 是 
定义 EEMB c0, ep Ol-0, AE 
Occ A Up (g — go) 8 
时 ,民有 |F, 30 — Ate, 
那么 称 A H f (æ, y) 在 (zo, yò REEL HRN lim f (e, y) =A, 
这 定义 也 可 用 与 一 个 变量 的 向 数 的 情形 完全 相同 的 形式 写 
HERH £0, 可 得 3S>0, $E 0M — M18 时 , 恒 有 
|f (M) — A| «e, 
BLURPATEQ A RT Qi io Timo f (M) — 4, 这 一 定义 对 二 元 以 上 的 情 
JE4S SL AR dé. 
Be lis sf ELS BIBISE SER Mo 的 邻 城 , idm RI AA Mo 为 心 、 
28 ARREA JE EDU AE bic M 2. E SLE 
EX 04670, 50, EM 
|&-- Zo <, iy- yol «9, 
H. Go, 3) A3 Gro, yo 重合, 亦 归 (一 40) ?十 (y — 99)? 0 EF, TECÉE 
[f (e, 30 — Aie, 
那么 称 A Z5 f (o, v) TERR Mo 的 极限 。 
ATEHERE, DERE Mo 为 心 的 加 
(fü RIAM SEN Mo 3p EIE ZEE, 
内 此 能 找到 一 个 能 满足 未 等 式 
Fis, AlE 
HSIRISEA, nace GE TE SPLUNS Je. ATE 
的 正方 形 域 。 反 之 在 以 Me HOKE 
站 形 内 租 可 作 一 个 以 Mo S Ha B, 
EN Y HA xE X BUE pE (RR 
H  1-2-90 1-3-20), 


87 GRE ERRER S Sd E 

MaE, E LlB pau Xp ,不 能 简单 地 在 |z 一 2 和 y — voi 
Ais “Oe” Bio 5- NA 

De | 用 一 各 Oc ig— go 
Xem (0. p SIR IS (ro. Vo) 重合 ， HEADES WOES moo 或 
y= 和 .EfE-- HEA XE E LL LHR AC RES d EE Ry. 5 
Fo HRR E, ap Dim f (M)= A, 352,25 M PLEBIS A 
(AARE 趋 于 Mo gp. FEM) ARRE A, 友之 亦 
ER. 但 由 M Y 3 — ix Ha se a HH EE, X d b Ha p RO i 3 
Edi RET Mop, FM HRE A, 还 不 能 肯定 
lim POM 


[AEI] für. 4) = 


a t^ 
EH, FU. giit, Fie, 0 ={=0, 
Be lim F(0, y) =0, lim f ir, Ù 0, 
gn uu 


亦 即 当 M Uri e oU Bs O RERO (0, 0) 点 时 ,了 lw, n AP 
FRH M WER y mme, on OO ETSI, 


, E 
E 1 = TREE = : Ub 
lim f (æ, mej -lim , 77 ..— —Ynim.-7* |... U 
Zl f, ] son die*-.-an tme? nm *U, 


BE Fix. aD dE CO, 0) 点 概 限 不 存在 。 
. 1, 34 0- yz? db, 
2 (m, gm 

[2] fi. y) " PM 

显然 , 24M Abo EAE yT A OTD.f(-,20—0, X RE 
当 M 治 什 一 射线 趋 于 口 RTL fie, 0) 008 1-2-2D ,以 上 
RRS v — az, yz-0 XE. HC y — am 与 9 开除 点 0 外 还 
站 于 曙 一 点 ， TT my 的 0 看 宵 此 射 维 所 得 的 
RIRA. (H25 M HH RE y — 3 - TEES SO i, fOM ) 21 


&& FCD) 1, Bie f OW) 在 点 O RUGERRUSERAR TEE, IXEREHSÉDOE 


322 3:— 314 E X HM gu 


ya 
VET 
y= i zt 
F 
L4 
j=l ‘jel 
A EI T E T 


图 1-2-2 


Mirek Ea E ERE TM, S ADAHA, B 
此 还 不 能 肯定 Yun f OD Efe, 

SHE Lc ro Bc b BEER Aor SUPE a, SRBEERFOM) 在 
MAEL, lim f UM fefe, LRA, RE FUOD 在 点 Mà 
纺 。 因 此 把 上 面 的 4 feux fF OM) ,就 可 得 到 回炉 的 6-0 6E XL ELAE 
其 他 情形。 例如 车 了 了 tw; yp TE Mols yo XEM, 那么 单元 画 数 
f (m, yo) FI f (mo, 让 也 分 别 在 xo 和 go XE, 事实 上 前 者 在 so 的 极 
BERERE y PATERE C oe Ge. 023 M RERE y — yo RI m m. 
AT Mo IERO 都 等 于 它们 在 芒 点 的 值 了 lzoy yo) ;因此 宇 们 分 
HITE mo 和 wo pj SERRE. AH E X DAT HOLEN YE mo 1 yo Hs R0 EE E 
性 着 不 能 肯定 Fir, y) TE wo yo) EER CR E238 9D, 90) , A 
E 

no Je "a EV TORE, 
9, SPzgey-0Bb 
f(z,0)20, f(0, y) =0 frc -U dI y —0 ZEE XE SEI D, 1H 
lira f (o, y) 7 fe fe Eom. fo, v) Te 0, 0) RTE 


Q 
AWEH H, 也 有 六 ez U0, f (0, y) =0, 故 也 可 得 到 相 


rat] 
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Ti p'adéair COE CIERRE fim, maiditfe s» -0 ERO 。 
ACTHBR BR Bd RI US CIE BU , EJ. Seb A83 Ui Ee uias PEE RUI ,和音 
苑 页 数 的 情形 完全 相似 ,其 证 明 也 大 体 和 辐 , 只 要 把 07 m— e ec 
REIR ESTNE: D C 
WARA DRE RA E BT Jc H CU EE RS 33H 9C 
[ 例 3] 求 前 数 y 
u= tg (z?--y?) 
B T EGER P 
由 于 二 元 而 数 "一 好 
Ta? EAEE jx ny o SERE, 
JG BE utger 在 
pr 十 总 时, 也 就 是 当 
s- y? ket E kD, 
2,…) Rh A R 8 
p= k t$ BEER, 所 Hi 1-2-22 
TAHR us ig ty EER OR a? y LL 5. SR Ad 
纺 点 的 图 形 是 一 列 同 心 周 ， 辐 心 在 原点 ， PRAMA T Fo mtg» 
2a. (B 1-2-22), 


. TER RAE LARRAN 
H^ "m 上 引进 与 直线 上 开 区 间 L PR DX TR] SEHELBSHEEZS: , E 
isi PE: 
HAPN. EST scie E 和 一 点 型 oE 五 , 苦 存 在 Msi T 
邻 域 ,使 这 邻 城中 的 点 都 属于 如 , 那么 称 MOSTRARE ER. Pl 
各 疏 满 足 不 等 式 1 二 2 十 op< 生 中 的 点 的 全 体 为 如 ,出 吾 中 每 一 点 
都 是 内 点 。 


124 ES 7| Weile FK 

PUE dE E 和 不 属于 E By Mo, PA MER, 如 果 存 在 
Ma B— A 9E 3c, M CD bi erg i CAS BUT E, H AP 型 为 站 的 
jg. dfe BRR, UE JE ao p^ cd RC aea 4 BC PLU 

deg M. Bolt T GOAT ÍT E idi. cn a E 
的 点 (Ma AIA LUET E, 也 可 以 不 属于 人， HERR Mo A E f 
BEA. BEWARE. EROS E BUERWR. fe BW. BW I he 
[RE pip y? =] 4 aa 4, 

pM SEE ERR PS maA EAT 6 Bp BUR Moy FE BS 
BERN fe RUP, MIE Liari’ A LACKS E 的 极限 
Eo Sm ffoi L, 0), (1,0), - „(1 - ,0)- - 所 成 的 集 E 
的 极限 点 为 ‘0, 01. 

上 各 集合 也 DR RBE R UR E AH ea PaA e Hy 
是 一 开 集 , PR leatn A aJe, 两 个 开国 也 构成 开 集 ， 而 
laa ge AS REPE, 

PED E QQEBCCURHRIBAA, Jin E KpE AS ALD ACT? 
瑟 ， 则 称 吾 为 最 集 。 上 面 的 开 集 加 -上 巧 们 的 境界 ， 也 就 是 加 上 图 
Els Y ME. 3L nahm y cA IEBIME. 

车 一 集合 卫 的 点 都 是 内 点 , BE 中 任意 二 点 , MARAA 
在 卫 内 的 折线 了 RER U D A-R, MORR, KRE 
3E BST SE. Pi c7 ra Ll Ro deco] 4 RED IX. [EUCH 
变 的 两 个 开 图 构成 一 个 开 集 ,而 不 是 区 城 。 

KENARA. 境界 和 了 冰 区 域 的 定 文 ,完全 和 集 台 的 情况 相 
同 ,事实 上 区 域 本 身 就 是 一 个 吓 和 集 。 

FAE E 可 以 包 合 在 森 一 个 矩形 (或 周 ) 之 内 , 则 称 乃 为 有 界 
HE. Viu T-a- yt 4 XR IRURE, MRE vty 1 是 无 界 
o KAARTE X duse Hill. 

Jg Y sEBDÉ AHK Exi Er MERI. wEGEREOE PURI 


RT ORCI MEM ERR S Ed 125 
AH LRE AARE, 

RREEGEME dE {gj Dn, 0,7 d.) ie AEE a wba 
yE (n1, 2, e) AREER A], Hpi E R E 
让 前 一 个 是 形 中 , FEIL 5,— 0,0, 全 一 cr>0， 那么 有 唯一 敬一 点 
Malta, 252, EDFA EIU ZB, rp p 

Samo dy Gu xeu, m=i, 3, 8, o. 

REBR H BEATA E [en 5.11 im (Fes. d, 1T JH ECIEL ERR BD RT 

ARRA RE RFEA (Mas. y2 TESI. MAMIE 
中 必 能 选取 收敛 鬼子 列 。 

[urs] AAM, wry 0 有 界 SIM RR alb, ed 
(n= Í, 2, 8, =), BESA E BS ERU CE n. Nc E 388 mE, 
{ro} HC CBS I xs ms€ [ay 6], 325 REA] nul. EF 
exam, Ak (uut ABE RC AX BST X. dn Eo asl. JRÉD vus 
> yE Fe, d], Hall ino 为 (nk) WEA, DELE mu M m FE M 
— Mato, yo). 

掩盖 定 妊 ”和 兰 一 开 甜 形 集会 d4)peiacecB,vycxycoHex 
一 有 界 半 区 域 ,那么 从 CAE. 里 , GT ABA RAEE, EKE 
D Pede | 

【证 明 】  Gxk4C7nGRIHIX 335 D, CAE o eb, esa 


«d ng DA fibi L4 o MAI AEN E 36 JUR o o 75, 


y= EI 分 短 形 ases, cc cd. HAERA, 那么 ， 


圣 少 有 一 个 阴 短 形 , 洗 所 合 的 古 Bait iea (4T PARAE 
形 所 郑 瘟 ,把 这 短 形 ( 活 有 几 个 ,如 枉 选 其 一 } 青 好 为 四 个 首 等 的 阴 
类 形 , 同 上 时 论 , 如 此 继 糖 做 下 去 ,可 得 一 肝 和 类 形 套 (o, sm xb, 
Eyi dah, 其 中 每 一 于 矩形 所 作 的 天 的 部 分 不 能 为 {4} 中 有 限 
个 开 和 矩形 所 搞 盖 。 由 是 每 个 于 给 玉 nS n equa, 中 各 至 


126 TA AoT Ro m 

DEA D ga x EaR os, vo. MÉI GS, yo€ D, R 

m, ms. Ca Ya n MH ds RAE E HE TE E-— Eo, uo) LIS E 

Au F 394 On Fios Ca os duo or yo, BE umo, atto. HF (Eusa) 

REHNE D BB, EZ une. yo) € D dERERBRAR Uf C nuu 

有 一 开征 形 包 合 (na. ual TE PS, Sx Ay actmB,. yy, RER 
Qo xg B, ya, 

ide, x, buo. Ca- >to, duo yo, Mn RIA TET 

| Alap nB, Yn, 

郎 短 形 a, ea baei yid A p aen, yeysh, 

ERMEE (ec mb. ayd PREE ahy D g 

血 不 能 为 {4} PAREI AEAEE OREA o 

关于 谢 数 ADEGOKE, E (HE E IERI IS 
TOL, PA ey RB PROC RRE IE, -bE X An P: 

EX FHKE RIRN EIEE Mo, 24 HR 
yp HEERA AmE T Mo Wr. FOD By ROS FUM o. 
ZR fF OP) EREDCHR EXE 

TEFUERBCBELERORI CAPERE BOAT , dti Ren, fF OM) 在 开 区 城 
内 每 点 M o EC S TRICOSE DEL DC JE Rn Mo, RERA I 670, 
FAD- Mà es 0 0 000000007 

TECH REPE DEI EGRE B UE rat, FUECRUTGU DEC HIDE — R99 
一 些 性 质 ,其 趟 明 也 大体 相间 ， 下 面具 作 简 单 的 叙述 。 

有 界 性 定理 Gp. ajo AAR AKI D Lui, IPEE D 
AR FEER M, WEE D Et fix M. 

RTE ES, y) EARR D LEW, HUE 
TE D EEGEN ENAM EMES e> 0, 存在 3$>0, 使 万 上 任 瘟 
两 点 M'(a', y) , M" (o, y) uo 


RTOSO€Egqni mid HER EjSRAN 127 
|[z—x-" c8, 4 M 
时 、 恒 有 fie, yi F, 有- 

最 大 什 最 小 值 定理 Fey CARMEM 万 hÆ, H 
Te D LE EK m AAA bte D EE Malt 1) 和 
Matre, us. FE D MATERE Gs aD AA 

fixa wa fix.) fies gn. 
ALS UE. f ru, ga fra, ga) AAE fn, s) 在 五 上 的 最 大 全 
和 景 小 值 。 
鸭 点 存在 性 的 定理 "e Fe y) dE DX BR (不 一 定 bin 


Pa ES, HD SUR e My, 60, Ni Gg», By) 8e M, BI 
po AC A EART D INEEN 
$& M. mA E 0 khien M, pA fa n «0, 


P RRE e o MER CH f EA 23 (CER 5,21 LT) a 
B ADEXEUDEERUT TIE ERE. fo, 及 均 不 为 0, 35 7, E a Um 
FASES FHAS RATE EX E f Gn, y) TESXPRUR Ese. IRSE 
FA D ATIR., 在 加 了 段 的 了 两 个 端点 , 了 (3, y) 5p, but 
EREA h Busy AM 和 Na HH fÁOMo-c-c0,f UN 90-0, 
EHRE a Lan 601]. HX MA. mnn dM EEA f O0) -0, 
Bids HE Mr, y) Bp mp u EF OM) 0, Billig AM. Ma, 记 点 
M A Ny HFM) <0, Bilan M A Ma, i8 入 为 和 Ns; BOE ERE 
MaNa, inp P3. f$ EOS" my 
CMa, Nil, Mas Nals os DM, NS, ns, 
FIM 20, FIND 06; 
HAE o EPRA y ^E n ME 
[Ler, 033, [esy asd, cs Ens mds c, 
Ldi, B3], Eba, Bals c. Da, Bul 09s 
TIR o, — 0,0, 有 一 Br>0 于 是 有 一 点 M (n, y), EA m, 


128 p8 p-a o& m 
a>r, bory, Bery, RD Mr M, NeMMy, FEE EERIE 
-AiE i M 4 i bAi 5X dicHERBRRORLES AER BR BS EA 
得 到 
Jf mf) FY -Ym FN a SA, 
必得 JM) =0, 
三 、 二 重 极 限 和 二 次 极限 
5&— EX P BR RB fUv, y) DRR, RO s, y 同时 趋向 于 各 
身 的 援 上 限时 所 得 到 的 ,此 外 ,我 们 还 要 讨 答 :9 ^nt dd P fe 
自 药 极限 时 了 im y) 的 极限 ; 前 者 称 为 一 重 极限 ,后 者 称 为 二 次 极 
限 。 
车 对 和 任 一 圈定 的 V， 当 rc oo, fE, y) PRI E TE: 
lim fie, y) pé, 
ifi p Go TE y--5 Mr HM E TERES T- A. pé lim p Q) — A,88 
AR A X Fo, yp H n, by Iac CACHER, A 
Hm lim f (s, y) sA, 
DILE EEH y Ate p e i 
lim lim f (z, y). 
DIBPERIAT VEMBUE : 
D ps4 ——-BEBRADS EE, A ER A 8b TrdE, Piin 
Fiz, y) =e Mn x ty TES 354 wy 天上; 
f (0,9) =f (z,0) =0. 
HF sin ; 和 sin | Æ y=0 和 s— 0 鬼面 数 极限 不 存在 ， 故 在 
(0,05 点 的 两 个 一 座 极 限 都 不 存在 ,但 因 为 
ife, ix [ml e iul, 
[i lim f (e, y) —0, 


$0 


^ 
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2) 酒 个 二 次 被 洪 存 在 而 不 相等 :此 时 由 下 面 的 定理 二 重 报 限 
必 不 存在 ) 。 饮 如 


s.n tm ty? 
fo. yr md-9 
Briss med 

lim fis, 3? -y Vo pn, 


Bk tim lim fis, y = —1, 
Heàd8 mo 

pE lim lim F(s, y- 4-1, 
PII 


8) RADR Ye FÜRS Lf RRR TEES fE ES Pl 

E 
fr, 9) Ex E 

F18iE EL ERRERA, BrT SIR ER TOS 

prs n] 5u —AXc RR EETE 5 oH ERRET 6. LE) 
WUBÍTIOSA. TEREA GARA. A RR EE 
WE BETERE, AEKA RRRA N, Ru 
ERR- ETFE., 5LIPBEARILAOBERTETERE U HAB, k 

m fm DE 

T dais — 20 BS ER BT YJ SSH RR SIC USB E. 

定理 车 了 wy 让 在 点 (4, hu ERER 
lim f te, 分 一 和 《有限 或 无 限 ) 
县 对 任 一 邻近 对 8 REET 5) y y. 23 eoa ib. Fry) ERA 
SUR 

| 9) Em f (ey), 

由 二 次 极限 lim lim f (s, y) = lim p(y) 
存在 日 等 十 二 重 极限 A, 

【证 明 】 员 就 4 eB X: 


120 第 -篇 45509 & o R 
ETZAIE, BE ICA 80, rE A S0, 284 
Fa) iy—b5icO, (ma) + (y - 5)? x0 
IH fU sgh. 
现在 图 定 ,gy 了, E KAE ire e. 他 得 
PEI =A, iS, 
亦 邹 当 0< 9 一 站 < b. KIET ARRET Tim piy) = A, 
[BE EEAO piy) - lm fie, y) FETE 
Jdrimi lim fom.) 
在 在 ,其 Vim Jim fi, s) fe f LR A (大 见习 题 90)。 


$8 LAE XC ACH HON ES HERD 

Tri oap 9p RES SR BAR ARA, ERRAR RE. P 
Au DS ica Td — o RU ACE e SAP 和 BA, BD 2.258 b RS 
小 时 (hi 3). foe SLM TC HE A RF, 又 车 两 种 方法 的 运算 最 各 为 
BN? 和 3N*, 此 处 请 为 某 一 不 整数 ,那么 , 当 N EAK, ER 
适 算 量 显 然 比 习 大 , 折 此 可 见 , 泪 差 和 运算 量 与 很 小 的 数 二 和 很 大 
的 数 N 的 方 忒 很 有 关系 ,这 实际 EXE HORE 20 时 光 穷 小 最 3h? 
3a 5h? 趋 于 雾 的 快慢 问题 ,以 及 IN oo HERKEN? a P E 
FEARREN. EUAN- HER, 也 常会 肖 到 这 种 情 
形 ;为 了 验证 -此 性 质 或 灰 葵 成 六 与 再, 并 不 需要 把 有 关 的 一 些 量 
实际 算出 , 而 只 要 估 旗 它 俩 趋 于 雳 或 趋 于 oo 的 速记 ， 从 而 就 天 大 
地 简化 了 证 明 的 过 程 。 -F 面 我 们 还 将 引进 一 些 记 号， 能 熟练 现 运 
用 这 些 记号 将 得 到 很 大 的 方便 。 IERE yA * 的 比较 , 有 下 
Jig x: 

D 4 035 Ky XT EREA es 礼 做 
yool, 


5 AA hin AF Juega IE il 
2» 车 存在 常数 4>0, BI-0, IEA KAEL EA 
A« | 4 | «B, 


则 称 y, HAREZ h. 
特别 当 P -> es#0 有 时 ,由 于 | 12 70, 出 极限 性 质 就 知 


2 
1 3 


iB ys RERO) (poor 4= aj, B- Sa). 
3) 34 Z -> 1 Ip, i gc ERMER hE, A y 2. 
468i Y -> 时,% atm R hi LyM ce 
SNERRE, 
eE. y —1-»0, gas y “一 0. 


~ 


因 之 yz 关于 z 或 9 是 高 阶 无 穷 小 ， 所 以 通 常 可 把 : 作为 4 (或 
y 473g 2) Bs ELE 
4) BAe f EA OK CHI RE, RO y 与 st Go 为 基 一 正 数 ) 为 
AMEA n ERE Ey 7o k ER. qo52d 
A -> a+ Ü 


Wy 3p EMEA R, DU y I ae 等 价 , Fan GER y 
的 主要 部 分 。 

在 求 极限 过 程 中 ,往往 可 以 把 其 中 的 无 穷 小 量 用 等 价 的 和 上 
小 量 或 它 的 主要 部 分 来 代 棕 。 例 如 从 sin ya~ 六 = 可 得 


乌 应 注意 ,不 是 索 或 除 的 情 才 ,不 一 定 能 这 样 做 :例如 
i 1 


T so ntl o 
in 5. -一 了 


gu 


192 [2 Pow E 修 - 
显然 不 能 把 一 : "uy NI o 
Jepxa cuite Sd RE X Pil in? yoo, 2-00, 
Wi oo aR ch OR P o DAMRAK 
Ws ym, g= old Ae, ERRA y- 00) don P. 为 有 办 最 ; s 
AEP y —-O(D den y AR, M yool DRR y ASEAMR. 
3) 是 
1. HH rH SI SWR IR: 
a r= sin s; Qi, mD LL Tat a 
D arci Xp T T T aa 
(3) neesi, gp bU, mauu VIA, eam D Eg ? 
(B) ej, sited (n=1, 2, 3; +); 
fami (n—1,2, --), 
2. PELTA TRAA CUP E: 
e 5t, qy Er, y PIEDI, i 
a x D tdg) ] 
(6 C-b*(0.99)*; 17) Ire e»t, 
(9) vati- n; (0) THRA T rin _ 


3. apud] FXUX PEI EPE ERR: 

(1) 对 任意 67 0 PE N, 2E no N BE v xj 

(2) 对 任意 £20 FEART zw 使 10] Se, - 
4. 按 定 义 证 骨 : 


可 NE i3u 


" 


eo dau 3. : Nr TEN 
(D ln 3d ov! (2> lim (0.990) =]; 
PTE 
GD dim Y 1; 
To H 
1 , 1 1 
Å 一 一 一. 一- raa lll 2 i 
9 msaga ttum l7 
4—1 ` " 
"x E EEL 为 偶数 ， 
(5) lim r=], üEARE rao +] 
uu 了 ， 当 m 为 奇数 ; 
3. Mí ome Wo (k=l, 2, 3, 2, 
351 ` _ 
(8) lim ra=3， Mb rag n 4 a58], 
nome 
n I tu -, "i n—3k r2. 
a-vat ' 
. E EE Fary AARE: 
(D vns (29) xl; (9) Inns; 
+1 mn! 4- T 1 .1 1 
} LDO tiin B lod Lee --——1 
ME TEL OD ap i? (0 Dk tte 
(12 ne", 


- OD Jat CERA Hi 447a 0i 9) RUE UE TE 13 AIC aora Or) 5 


(CD ENRE 车 a a (n2 2 Hl] aui el, SCIES RET 
C») E |a| +0, E e, 0 c n RET 


CR E on AED DE, n, 0 (0 —1,2,8,0 , RIT E 


" 


. HugXHEHB, Eroa, Aast, WAEN, Gar N IRIA 8b, 
OE xni Wege. RE DIE ru. ar gT 

SE de) MEERE Cr cura (>o), ARE zu (m>), 

， 举 出 和 满足 下 列 要 求 的 数列 : 


$ SECUN BARES AKE: 
CD 有 蛤 数列 ,但 发 项 ; 
CD BARA HE EET C EBAIT 3], 


-RHA Ung SEARE, s AmE, HJ nid vu EFRR. 


1354 


13. 
i4. 


i5. 


第 一 篇 Ao Ë ER 
FB FAHR: £} 
a) Emi f ain E 5 ^ (2) Hu (m ~are ty n): ^ 
i i L] 4l 1 ad -- lc - 
(3) lm L + (~ er twm tu n -- I) Gau J. 
: 两 个 上 穷 大 量 的 和 的 极限 怎样 ? iLgdüm*qgpADRTRETUD. 
ATARE. TRE E A 商 的 极限 ， 


HAREA KC im 055 ENIR EE c ^E DAERD A RETE te e T-0, ca 
或 - -Ki AAEREN 

利用 极限 性质 及 运算 计算 : 

(1) lim (去 + 1 一 十 十 - la) 


no N n3 in —ij)? EC 


(2) lim (- 1 pl ade 1 y 


一 $T 3 . faa ? 
uc» MM n3 ool ynia g wni- a 


0) AU cle e $ $97 ien HE Dose An A: 


(3 lim e (a1), 


"EM 


QD lim " —0 eaP); 


n= g" 


> gui Lyn l 
(4) Era Dn 


© li 
mul. ^o k...q 
Itet- 


2 1 241], 
ina ( S UC Gs gat wp) wd] 


(T) lim 一 m SEES. 


(D) lim 


um 


- H rroan, "— 


(0) wa - as 
(2) Van Lad ec a ums 
= yin T Gus 1 8,4 LE, T ts 


— agi eg cR IA C, 


i 


MNT ERREUR 


z 题 135 


-OX HEN o E nra ikoe) masa tco oo, SIE]: m (nme), 
SE n ores (ior) UST PASUAR 1s om 0, H 

Tayao (nox ox), 

. CHAR AeA RRA Wn. 

-PIR H o E RREI s GENA lim z. PAIERA: 

D omes i p a = VR : 

(2) Tt 由 为 一 正 数 ; 

(3) p=], =l 


3x "y Purl Tie 


ec xQ—8020. y,bm0 (ab), 


一 Ey Ht 
2 Haai Hs 


BE: limi, CHORI mayn]. 


. 车 lin xQ,—08, WAE: lim Stt turt t, =a, 
n Fee 7" 
eORMMHEAGHS GER ERU PHGEUJF 9USESIHETER IR: 
1 ED! H i 


1 
—14 sean ooh o. 十 一 - 十 -十 .一 
(1j Er = 52 -+ Net" H (3) X. 3-1 9.1 DONNE 


B) s,— P. (a 1, k AER): 


(D x,—Vau (Osal), 

S S PRESE, Ya 严格 下 图 ,出 24 一 AERE, H £n s 必 有 肥 同 
一 极限 。 

COR PARER: 


(t liri n sin 1; (2) lim (1 -全 
z . 1 down . EDT 
(3) lim (1 Le): (4) lim im (14.5 Ma 4) . 


”上 凤 害 文 出 发 正明 下 确 虹 的 唯 -性 。 

,网 8 一 snp{B}， 86€ E, AEK E PORT ZEIDURI 世上 , 共 概 限 为 85; 双 藻 
BEE, MMAR? 

举例 : 

(D 有 上 确 拭 无 下 确 内 的 裁 列 ; (2) 达到 上 和 确 界 的 数列 
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20. 


31. 


37, 


38. 


39. 


第 一 篇 Por 极 NE 


(3) Gg Fe oc ES FERA AN 

CH i TB SEHE ACE. 188 S T 

eX alc er VL ERR AN AF boo 的 数列 必 有 下 确 界 , 趋 于 
— eo [Arc pant ES. 


o RRA dray PES ILLE EE: 


CD z, 1-15 (9 a,—-n[B4 C- 9); 


1 " c 
(3) Vo — KE, Tapy = T ue E (一 下 2, 3, --, 


itor B EG BSRIED ARTER AARAA F 结果 怎样 9 3 
TEETE [er 5] 2 [es 65] 2 RREI RTE ba 04790 cR dii t RACES 
MRA . 


- 车 moe. BEBTTERHE M TII Sm 一 eo (Ro). 
E Gne 元 性 ; 则 必 存 在 一 个 子 列 ms en ooo), 
OO 节 2E. HIER KE, HUI GETEMS CT Fl ai) oc, aa (e Jy 


ACE BEBO > 


. HARFI n Rg, 册 必 存在 两 个 子 列 zia, af 6 (Gb), 
， 车 在 区 际 Ee) EO ARMAR Se rn) hg m -e-—O rro), 


由 在 此 西数 列 中 能 乒 出 其 而 相 问 足 标 mx 的 子 列 ,使 
2 

31 RTT CSS BS T 88 T FICHIER EE: 

(1) m,:-G dara | 1, [ag] MD; 


(zx —14 Sinl . Sin2 , e&in3 sinn 
D mle Ëa. B 


dp 0 ow) tU t9 
G) m=i prte cnm, 
2 3 E 
"SHE FFA TREE 
0) limf (s) =A; (2) lim fie) = 一 cc 
(3) Hm fla) = i; (4) lim f (2) 2: 一 cc 
>g- sg 
(5) Dm fA; (6) Hu f(z)—-4. 
qom ae 


求 下 列 图 数 在 所 示 点 的 左右 极限 : 


40. 


4i. 


3 " 127 
D, x]. 
(D fi-ibh a= l, 在 点 = 
quz. ml, 
c xÉ[0, 1] i Ha 


= 2 B : = 
e» ml, sio ToBxemeg. 057-0 Y- 


Qe 


(1) 31H — T Uc EE A 10, 2] t. FL m1 ARERR 
Td 

(2) fk -ARGE EE r= 1 PITIRAA (0) 在 s—1 又 不 以 
中 为 极限 。 

Fiore SCSEHB : 
-~ $£—23 _ 1, SQQ -5 _1, 

DD ln gaga ss D nale e) 

© la E =e; 
， tf 3) 1, B» lim Ii l: 

© Ho pT Ri O RT 
- æ—İ J, ; 工 一 oo 

(D mgg" Gong 
. gipit — vo: +1 - 23 

c mani 7 do «irc 


42. REER: 


ut D lm 

(3) lim ps () lim LERH 14) -1, 
O lim h: © lim BoY t. 

D in © lim GREI, 


() im 0569? — Ow dm, e prit; 


rt yz 
ing D -5x r0 P 一- an 
— H li ZO tT 
(10) lim azes in (Io Hm sis 


fte CUm Se eor mem emm ee a tnm uA d aos a mur pum MER eos 


728 Ls HE E 


v . matm, 
(12) tin ——— (13) Lim PET 
— 4-4 B5r— 
(14) lim RÀ 3 15) lim — 
1-59 y A go Az Jz r" 


43. 3E Rm - n, 


xi: POYRIQG) 25 z AAR, BEP (0 2 QGO -0, 并 下 涉 有 师 些 可 


能 的 值 : lim R(). 
41. $ TFE: 


A) lin SUE, (2) lim Sin 2r sin 3m, 
Ex sin mm 22 m 


(3) lim tos wh) ens. 


(4) Iu (vat -1—2); 


ton h T 十 oo 
(5) lin 《wa 十 工 一 区 3 (6) lim o9 0 

I>- zaù T -- cos z^ 

f. Mad E 

T) Hm YY s+ MV, a li sin me RENE. 
® e vari ? » zu. sin nm (m, n ArSERO 
(8) lim E, (10) lim $99 2—695 Be, 

zo X at ga 


1b l sin Bx —sin 3e (as 加 
(11) ln aina 3 (12) liin (1 Dig TT 
(3) lin Sn 2 —sin a 
P t-g ` 


45. BES IE 4 DEDI 1-6, 


46. EEA a 的 兵 邻 域内 有 93) sf G) xh (2), SER 0 GOd0 & GO dE alg 


BEHAR A, AEN lim f (2) =å, 


4T. arBH: lim f (2) 24 过 为 有 限 ) 的 光 要 条 件 为 对 每 - -个 mu, maet bem, 


fth fimo 4. 


48. WH: Jim fi») — e 的 过 要 条 件 为 对 每 一 个 zy 0.77 09, EDS 


Fene, 
49. mium: 


(1) lim x sin 2; (3) lim sing, 
e T 


T>e 


53. 


54. 


55. 


B6. 


57. 


3 S 1398 


tH) lim z are be $5 (£; lim xtg z; 
"n anres 

(5) lim tgn 
s+ d 


. RESTA 6 EBORE EDS] 1, 
. TESGEGLAEBH FAROE 3C AE PRPSSERR: 


—. oy go. 
(4) ym Mz; (20) y= "E 
"a 
m y= |e]: (4) y= sn , 
. ARTIRA bd ERAO : 
(D y=tg s; Q y= 
一 ; "EE 
(2) g—see £+ ege m; (y esca" 


45 fon deu, BB, Tim g(a) =m, ik Tim f Doe) ] f (im gtx)). 
SÉ lim Fa) SA, g COE in EE 2 0) 一 如 上 上 式 是 否 亦 成 证 ? 


zl " ud " 


foy -i2 
w= 
#>=l, [335 一 5 >l, 


REA: 9 (好 在 # 一 加 AX. 700 dE wy rg G0). 点 不 连 炉 ,而 / (9 (0)2 在 
=t 虚 仍 可 能 连续 。 


1, 
以 例 se, 
4 


X. xxl. 
以 网 s= ; f 9, 
3 


m1, 
RE dS gn 在 mc, HORIS. (0) dE uy 0x.) NER DUI 
f (G2) fg z— xy 点 可 能 种 糖 。 
u. . uil, 
Su—5, und, 
IHR: c(r)4E =r MORIR, G0 在 =g ito APR, JG 
XE r= o 点 可 能 未 连续 . 
A FAE RER E A H 


Ë t2, 


UM pie) =m, fon =| 


4, y—2; 
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Bg, 


Bo. 


n-e po B m 
sme! on 

(2 y=] x | 
1, r9; 


sm PES 
cab 769 
| 1, T=0; 
(4) gc [mw]: (A) on-seng. 
RH FARRAR as aA A ERR C5 
a Omul, 
O) 8 一 1 aa， i«z«8, (fz=1.5, 2, T E10; 
2c, Aeg, 
(2) ym sin L Gg c0 0); 
(3) y—— tl (在 +=0 点 )3 
1 [1 1 
a) y-L-Ei] (&s-1&y 


1 . 
(B) DG») =-{ T 
3 


(8) y= 


ai 
WIS Fi S d rid 


s= E. 
-Doa 


-$m 
有 理 数 ， GETE 05 


GE r= =I H eli, 


一 aT ri 
QD y= Gr» 


zi— 1 


0D y= aati” 


i 
(5) y= ctos? Y) 


1. 
(OD v^? 
do gud 
(.gy-i n p 
4 ü 1 


EARLE M COUR fap REUTSSRERÉC SC) 2 
2) gels 
G yel 
= T `- 
(4 y= Winz? 


(6) y-- [x] [—x]; 


X u 3 . 
UO) y= I 


E qa p 0 X; HJ te, 


aU 


[ 注 ] A ER (Riemann) ERE, 
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它 有 -一 个 重要 性 和 项 ; 对 任 休 s>0; TETTE ESTE ME e 的 
Hh e 区 有 有 限 多 个 。 利 用 这 一 性 质 可 以 证 得 : 任 介 元 理 束 # 此 
AREE ER ERRARE X. Hh 有 再 数 c Hoy HE xa 


z£ 2H Jele 
(10) y=] ' ` EIES 
1, 了 en 


acm " e 

gos 一 一 2 x|x 

dal y- | 3o c ims 
|[z-1|. ^ imi 


12) v=} sim xz. CH x ATIPE, 
0, EEEE Ee 
60. Zr o xERR [OO 和 | eme 30S SO 或 a) PEÉY, 


6l. 


62. 


63. 


f) Jem 
AUF FIBER CUTE FUSE DUREE BEI T RRR: 


DU 


+ Hd n . . . šin E . 
e lim sii ) d (2) lim phi 
n2 
. 1 
im — seco 32S). 
(3) lira -一 rS 4 Him Is F 
fi NE 
ni 
le(13 和 
do 


: Fi `t 
D UTI 


当时 下 列国 数 站 (ww) TER, SUEX SORI, ETE 4-0 


v1+w—l1 iz 2 


1 人 一 一 Ll ee. 
D fü) i D fws, 
(8) f(x) = sin sesin L; (4) Flt) — eF, 


Gd) WE fm) 24 ese ESERE, DEDE sx) 24 mcn 时 是 不 这 结 
Eh 间 此 二 两 数 的 和 在 mm rou id: 
(2) Tissu, R FG) Rn gi. 二 消 都 是 不 速 炉 的 ， 则 此 二 函数 的 和 
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64. 


65. 


768, 


eT. 


368. 


6 


E 


70. 


71. 


72. 
73. 


74. 


75. 


7i FOE d n 


FG) Fg GO) ECT ARR To HEA RRA? 兴 用 适当 的 例子 。 
QO PRER f 2 Tomo DEAE. AR 0 CO) 于 zo REHEEDG (2) 24 zx HER 
di f(x) Egon DAAR, MIS S EREERRIE GRCRR FG. g GO) AE CLA 
mo Jte Ride 举 田 适当 的 例 于 。 
AG 在 [as cc) ER, H. lim fü) E ESO 在 ao AA 
ZEXHT—58- 0, fi 在 7a be t E E 
CD fom 是 再 在 (a, 0 xdg 
(2) F) EE [ay bj BET 
(D GS aE [o, 07 ERR SO E La, 81 TRA cR] dE REI 
2y M 4H m, e XMTÍRI-— SCARE. mcm. Hg [ge 5] EA E 
-—g8 E, d FCD) omes 
(2) d FGOWE [ay b] ESI, aroma m, b, BITE Cers 2,] 中 必 
t, È 
HORS fon LEGO PG . 


d Soo E [a; b] EHR HEE WU F2 3E [gs 5] fi2yiE GRO. 


O00 RRMA AEE Tc UR LES 


(2) WEBB MUB-ES PEEREERA — BICI vei 00 ERTER 

落 单 泣 有 界 画 数 0D, REJ GO £00 之 并 的 -DE 则 F(z) 在 
[a, b) ER 

BE lim p(w) 一 4 K lim vé) — B, HAERTER bieo) 1-5: 


MERDA H o Ob pH g EEREN nS eG = 去; 当 
z 为 无 再 数 时 ,ptz) —0, URSAN (SAIH 86(9); Mb c 0 Bj 
yx) =1 24 z—Ü0 f eir) —20, H x0, 

SEHE ECCE IURE 0, 则 此 责 数 后 为 0, 

FEF) 在 [ay 5] RAA EREI EER, MWF 在 
[ay b] 有 界 。 

证 明 fGO deca 点 过 第 的 充 要 条 件 : 对 任何 s> 0， 存 在 1) > 0， 当 
iz'—a| «osa |2" —a| «o MH, Lf Gr) £9 | «e, 

ZA: BEER fn) 在 (a, b) dS. JE HL f (a0) , F0 — 0) £38, MIL f (n 
可 取 到 了 fa 二 0) ,了 (5b 一 0) ZR, TARET Feto), (5 —0) 的 一 


-Do-l 
[e] 


-3 
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BHE. 


EF G0, gu E Les 01 SERIE DIETS max Cf (2) , £00) 4€ [ay P12 Bi, 
， 基 了 (9) 是 束 禹 的 ,部 明 对 任何 >0, BRE 


-ey A at, 
F=f i 
Ca Aoc 


TERR. 


OG fF) 在 [6, 9] gite FEE RSSA -在 [a, P sif 


fo) 


GEFODGEEAPSISGUSHEAE, B liu f () — 4 为 有 限 ,由 jz) 在 (一 =， 


十 ee) AES 


. Hi- fiiius MERRE: 


Q) fisie fE [0,1] bE Skiing; 
(2) fis) sns 在 (一 ce tee) kE — BRERBUS 
CD 了 一 sin 23 dg (—5,-o) b-f— BG. 


1. EH (m, b) PEREIRO EER TE T) 必要 条 件 是 : far), 


Fib—9) 在 在 且 有 限 。 


F 


-ESO XE CT o. t) EBUEE-RTRRATXEE] 3E RE. RÜTEdE Coon; 


Hee) 上 的 任 .有限 开 区 天 上 也 一 臻 连 秆 。 


3. ft f) 一 2 在 【一 ce o) A (4 D E 0-0) d6— 33880 
. EFO YEAR ROCA EICIH] X 内 连续 ， 划 它 在 这 个 区 间 内 为 内 于 一 至 


带 粹 ( 序 对 任何 天 区 图 了 cy) 3E Y X 3EXESD 。 


.CREBE (2, b) EBS CR HERE B IURE 
. MGE SAEN, BIR EAI I GB REMIT E 95 BER 
. 车 fn 在 [a, o) EXER, Ili fo 存在 且 有 限 ， BERE G2 在 


[ay ee) .E-— SED. 


. SURAERERI lim f (0) = A DÉESTECAEIRERR, 
. AREE ERR FIERE ZO Sc: 


(1) =s E y (2) uw syt]; 


(3) w—log( —2—3)5 .o00 = sin 2 yt) ; 


n— o = ae PIE toto! 4 MIB Re rs 
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gl. 


92. 


93. 


94. 


96. 


第 一 -篇 T d FR 
- gig gat 
(D im — — — ; 25 lm i 
D v [zi wit e ico V iaia E 
_ n m. a3 qd 
(3) lim i (4) Lin nG Poa 
arg WU UE m 
yob yo 
" 
(3) lim (appie itty): (8) lim( sta) ; 
nee " | 
` UB r+ : nge) 
7) lim (re ; (B) lim Maten 
f ae t “ za ow CESTI 


WE lim f Ge, 30 — A ff fe, Thr EOpERDUS e 4px dub. DR 
deb 


lira fiss 9) 存在 ,如 二 次 极限 存在 ,日 等 44 
lim lim f Gr. Y) =lim fi, y= 


MEHR 1- CBE BEC AIERS AL : 

d) SUE FL RGR-—-- CERE FEAEBSfAUT-: 

(3) BEZEIT T ED ERU e ORRERA EAT o 
Bt FUE EE (0, 0) Bü sx REC ER 


ay 
(D f Dr EE 


pM F 


(D F y) — ay) sin 二 sin z. 


E MEUM SEU KE 


(1) 人 一 -一 一 一 一 (2) u—in(1—2z2—3995; 


1 (4) u=log-- 1 


3Y u= 
(D u= Sin æ sin y (x-— 3)5-- (y — V)3 J- (z —e)3 . 


. WEBHERE 


EST 


L 3 
ACIEM EE ER M TY, 
CIE o. 


T+, 
分 及 对 子 每 一 变数 e Fy ERRET (JE A E AEEA AN 。 
ESE, p EA AR G AEE e y, SUB Aty i l E qve dx 
‘Lipsehita 2f. BIG] T-f8j 

GE, g') EG Gr, y" 6G 
有 FE 9) — f, y Ex Lis! "| - 


07. 


98. 


99. 


100. 


101i. 


E 


El 


JR L R MERRE G PEA, 


HË: MRITA E TER 的 有 界 性 定 再 ;最 太 (2) fEGEEIUR- X 


9 


ES EI xs DEH 20 时 的 阶 和 证 要 部 分 


(1) +r’: 

(3) aimsin 2; 

C) v Ite- It; 
(7) indt. 

当 eco Bd cR FI ETE 
a 


rq 


—— —— 
3 gin H 
HEN Z-s 

NUT r? 


e 

A drs 

O) 而 -3 
BAIE: 24 dr0 p 


(D) odim) + ole) 


(2) dr? + 6x35 — x5; 
(ova x; 
(0) ig 


TE sno; 


FEN EEEARAR: 


= p (du) 


(3) e(dr*0 dz") = 0 (drt) 
(39) ifG) | «M, Ul fiz)o(dr) = olde); 


(4) deso (1) = oogde), 


(2) dr? rte; 


(4$) N14. Mid Vx ; 


(mo 7-055 


(Gn, n0 


FIBRA DENE KRIO FRR: 


(D lim (1435, J' ; 


(3 lim laa +æ) — —lna 


X 


EE 


EN BBC 
e ime); 


在 第 二 章 中 ,我 们 还 剩 * 硝 界 存在 定理 "没有 证 员 , 但 这 率 涉 到 
考 理 数 和 实数 的 一 个 根本 不同 点 。 沈 个 定理 是 对 实数 而 彰 的 , 也 
RER, YTTER ARRA, ERARE 
CT) 病 界 定义 的 实数 ; 假若 仅仅 就 有 理 数 米 状 虞 ,这 个 定理 寺 不 成 
立 ; 也 就 是 说 : 对 一 个 有 上 (下 ) 界 的 有 理 数 数列 ,不 一 定 存在 一 个 
满足 上 (下 ) 确 界 定义 的 有 理 数 ， 例 如 有 理 数 

1.4, 1.41. 1.414, 1.4142, --- 

的 上 确 界 4/2 是 一 个 无 理 数 ,因此 , 若 仅 就 有 理 数 米 考 虑 ,这 个 数 
列 的 上 确 界 是 不 存在 的 。 因 理 , 普 仅 就 有 理 数 来 准 虚 , 单 谢 有 界 次 
量 几 有 极限 的 定理 、 区间 夺冠 理 、 笋 尔 斯 腕 柱 斯 定理 、 柯 西 收 获 原 
理 这 些 数学 分 析 中 最 基本 的 定理 都 不 成 立 了 。 EEE, 这 些 定 再 
都 悦 明 了 同一 个 事实 , 邹 实 数 的 连续 性 :或 完备 性 ) ;而 对 有 理 数 而 
FETHA RRM. 

KEE Stat, nr ARNE A : ete En x domm Den 53 
— A VÉCIRE OEC) En PU — XE DECR RAAE, RR 
EERO Eni RR 00, TRÉDTEIT-EPRATOE UPC TEE 
BARAR, 例如 有 理 数 上 和 之 并 存在 若 有 理 数 a7. (ba) 
(r—1, 2 n=l; n—1, 2, 0) ABC. EXCEL SERE dE EIUS 
üb ptr spem, Tibet 1834 Jy 58 [rc tal fa — POE B e 
长 度 2, 就 不 是 朋 理 数 , ALULRCISBEIHDAURORE p, 9 的 南 的 形式 
E RRT AA I2 T (p，g 是 互 质 的 整数 ), 那 么 由 2g? 一 pg?， 
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p475—182t. 4 pco?» 其 中 加 dE, HU 29?—4pj, JRÉD 
g? —2», ifj q AL E SX Ej p, g IRJ Eo 

A TAAA E, 就 必须 识 实 数 一 个 确切 的 定义 。 E 
JE hT Eu eor EEIT p -个 肖 题 , 朗 天 数 的 速 稿 性 ,从 
TE AH PREE RETE e HB Heft M x X ETET . [A 
HiS A LDE, 外 有 理 数 来 定 祥 实数 。 Pu 
朵 单调 有 界 的 有 理 数 数列 定 交 一 个 实数 ， 用 消 足 柯 西 收 伍 原理 的 
条 什 的 有 惠 数 数列 素 定 义 一 个 实数 筹 等 ， 这 里 我 们 只 介 胡 戴 德 金 
(Dedekind) 定义 实数 的 有 理 数 分 划 ,， 当 钴 我 们 假设 有 理 数 的 概 
ADR. PARNE HRR kE EL RE i T o, EA E 
来 定义 实数 和 相 类 催 的 一 些 概念 。 出 士 本 竟 只 供 请 者 套 考 ， 因 此 
AiE RGUSCUL 

一 、X 有 有理数 的 分 划 , 实 数 的 定义 及 其 运算 ,实数 的 分 划 

定义 ”将 至 体 有 理 数 分 为 A. A 两 类 ,使 

1) 4, 省 中 部 有 数 (这 里 和 下 面 所 惟 的 数 者 指 有 理 数 ) 。 

2) A' 中 的 数 恒 大 于 AL 中 的 任 一 数 . 
有 理 数 的 这 种 划分 称 为 一 个 有 理 数 的 分 划 , 恕 做 A1 AS FEBR A 
为 上 部 , A 为 下 部 。 

L9 1] LAXE 2 的 数 ( 指 有 理 数 ,下 阿 ) 属于 A, 其 他 的 数 局 
于 4. 

[952] 几 小 于 2 的 数 忆 于 和 4, 共 他 的 数 属 于 A 

[B] 3] 几 弛 方太 汗 2 的 于 数 属 于 A, 共 他 的 数 属于 4. IA 
易 证 明 它 短 痢 溃 是 上 进 的 条 件 ， 因 此 每 一 个 都 构成 一 个 有 理 数 他 
Zie ph ibti, F RRASA T ILAE Ata 

1) 二 中 有 最 大 数 ,此 时 A hetia a., 

2) A' 中 有 最 小 数 ,此 时 A ACERA. iy 2, 

9) 4 PERAR, A 中 普 无 瞄 小 数 。 例 3 就 是 这 种 情形 ; [Ig 


ud 第 一 条 附录 ck EE n E i 
Ap e 为 4 中 任 一 数 , 我 们 一 定 能 找到 一 个 正 有 更 数 4, BE c—a 
BEATA, iX Dm 

(m—2a)?7-2 JRE g — 22am a? 
BEAT QW XU p, ELSE arca, 或 
"E 

E 

部 可 。 由 于 EA4', wa>, 因此 这 痒 的 正 数 a4 总 可 以 得 到 。 同 
理 避 证 4 中 无 最 大 数 。 

了 ,2) 两 种 分 划 称 为 第 一 类 分 划 ， 而 情形 四 的 分 划 称 为 第 
二 类 分 划 。 但 对 每 一 个 有 理 娄 ,可 以 作出 以 它 为 4' 中 最 小 数 的 分 
Xl At "T EMEN ELE DS 4 中 最 太 数 的 分 划 , 为 确定 起 见 , 全 后 当 4 
中 有 景 大 数 时 ,我 位 拒 这 数 归 测 A 中 ,那么 它 就 成 为 4' 中 的 最 小 
数 。 于 是 ， 只 剩 下 分 ， 沪 两 种 分 划 - 我 们 称 每 一 分 划 举 义 一 个 实 
数 。 特别 对 第 一 类 分 划 , 我 们 合 达 实数 (分 划 4i 4 与 4' 中 的 最 
小 数 相对 应 ， 直 是 得 到 由 第 一 类 分 划 所 定义 的 实数 与 有 理 数 之 冯 
的 一 个 一 一 对 应 的 关系 。 此 外 ,我 何 称 不 对 应 于 有 至 数 的 实数 ! 朗 
第 二 类 分 划 ) 为 一 新 数 , 称 之 为 后 理 数 。 

ERA BAPER a= AjA', 8—B|B': 

1) dA tj Br (cl 4' 与 B' 亦 必 相 合 ) , 称 & 与 8 相等 ， 
ag a-—f, 

2) XA Bp B BRE BHAGA ADB 3k BC A, ya 
A B'4,4& a K-F8 Gar a 8)3z B A] o GA Bo), 

由 这 个 定 尽 可 以 知道 : 

1) 对 应 于 有 理 数 的 世 划 ,其 大 小 顺序 与 它们 所 对 应 的 有 理 数 
的 大 小 磊 序 完全 相同 。 

2) iHa-—4A]|A', B—B|B', Jh4, —X a>, a=b, a Bd 
AAR, HORA TEE. 
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9) a= Ali, 8— B| P', y -C|O' mo 8, Boy Bla y, 

4) Sta-A]A', 而 与 有 再 数 7 WEA y RIR, Bizt 
rE Ah, ayi re A 时, asy, 

[GEH] 5 e Wu rA, EAN. d$ “不 对 应 
FEMA MA OCA'mBBjoy 4 pR, BA BE a ix 
fra C A' maar, IA a' € R, BE acy, AEE rE A 
时 , a> y. 

5) ERA S WEE: 在 任意 两 不 相等 的 实数 a— AJA, 
B-—B|B', Zn. SARTA TOIT RS 

[证 明 】 Hia-B,du GOUEREMEdE dE BRE n. XE dp nC A! B 
rE B, 因为 正中 无 最 天 数 ( 苦 有 最 大 数 , 已 移 到 B' PT), ica 
AAi BE, EFRA T B MAET A, 由 由 郎 知 本 定理 的 正确 
性 。 

这 后 ,我 们 总 对 应 于 有 理 数 堵 的 分 划 为 0, 并 生 称 大 于 0 的 分 
划 为 正 实数 ,小 于 的 务 划 为 俯 演 数 。 

Fii ARAE, 

【加 法 】 dte—A|4'. 8B B', WAA pe B hii 
OPI, HAE HNE & C rp, ERARA O E, CIO 
Tn —-4-2 FX] REA a, B Epi, six od-B. 

[a HRR] RR eLA A, A A PR OC o 
C" rf, Bl C | C' 构成 一 个 分 划 RED o HAR, RO 一 a. 

由 基 可 以 证 明 : 若 a WRX, Na 为 正 实数 。 当 a0 时 ， 
$$ a 55 —a 中 的 正 实数 为 a 的 狠 对 值 ,让 为 e|, SR [0| =0. 

ATARE, AAE a, 8 63250 — 8 3E 9s ac C). 
及 从 袍 对 值 的 构 念 ,可 以 定义 亚太 。 

[EH] 车 a>0, 8>0, 把 十 中 酝 一 数 与 马 中 任 一 数 相 乘 ， 
ALES jS] O" 中, 其余 的 数 放 到 0O h, HA OC 1O' 构 虑 一 个 分 划 ， 
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称 为 wm 8 AR, EA ab. 
HAE RE 
jal iB], 252, B HAE AAA, 


ag-4 —'ai|8|, Ja, 有 中 一 为 正 .一 为 负 了 时， 
0， 25a, B rnb; —3$ rr OR. 


【倒数 】 设 >>0， 取 负数 、 喜 及 A 中 所 有 数 的 倒数 构成 0， 
RRND O", M C 0 Kat 20, SiO a SI RIL, 


又 当 a<0 时 ， 规定 为 -ire 


可 以 证 其 ， mop ef PR E dra 
Egg V —^-3cXR, ULP DE eu p CELO GREC EE 
是 很 容易 证 骨 的 ) x a, o, b, b 473 A, A, B, B' 中 任意 的 数 ， 
作 和 a 3-5 38 a! 0^, 那么 任意 的 和 4 十 8 小 于 任意 的 和 &' 十 如 , pg 
此 一 切 的 和 ae 十 25/88 T- C , 一 切 的 和 ea 十 2 ET CT, 这 就 证 明 
TARE HARD GHk, bheb CO' 3a 39, £V XC 
FOE RE nz tb, RF r =a -t iran r-e mb, k 
r—a' € B, diit eL sE A' Bn ec C' ,这 就 证 明了 及 不 小 于 某 一 
Sra! 十 2 的 数 一 定 属于 O 亦 部 C 中 的 数 只 能 小 于 C 中 的 数 , 困 
WREN Y 2) OFRER, ri ecu dic roa -i D ze V Bg 
得 )。 

HERPE REN: 4 yi R| BS, ys— Ral FS RU y 
应 于 有 理 数 52, r BRR, JEA yid ya C |C 是 对 应 于 有 理 数 
Vid fs 的 实数 。 

事实 上 出 na na 修 别 是 Ri, Rh pesi) X, Bn dor on REC! 
中 的 最 小 数 。 

HERRENE, 负数 、 倒数 的 情形 , 因 之 也 得 到 减法 和 乘法 
的 情形 ,也 就 是 蔡 Yo Ya JDS AFA RE ri, Ta 的 实数 ,有 Yis Ya 


第 一 籍 ”附录 cde M iia 151 
PALZ R ALEE nu. ra BERI 2E CER o 
最 后 ,我 何 可 过 证 明 : 所 有 关于 有 理 数 的 运算 法 则 ,对 实数 也 
证 虑 立 的 ,这 些 运算 法 阳 是 : 
eT 8-8--oe, tatty rat iBtY), 
acce, atia =Ü, 
iran, Maty >8ty, 
a= ĝa, (a)y -a(By), 


Tea, wr ”一 2 此 处 了 为 对 应 于 有 理 数 1 的 实数 )， 


(at+B)yY=ayt+BYy, 
Farg, WM ?>0 时 ， ay c By, 28 y 0 Ip ey By, 

RIP] HL ESRB LAS, 共 他 的 运算 法 则 亦 可 类 扫地 证 有 明 。 JE 
Ult — 1-9 | 98 , 

引 理 ”对 尾 意 的 分 划 414' AEEA 8-0, 可 得 有 理 
prac ARa EA, Ea asse, 

[证 明 】 在 4 cBÁESR-— HR c, PE etne (n0, 1, 2, +), 
aF n EAR, etne BEELACE [E 85 hol At, x TRUE n, 使 
十 geE A, ALARAS e+ (N - 1) e ec Ns, "E 4 
分 其 属于 4 和 4'。 HERRAT i, 

D a-8—£8-a, 

GEM] gta—4 A, 8—B|B', a--8— C |C', 8a — D|D', 
Hex XO" 3g a! 4-9' BR thika C A', 6C B'; aA, D' 
39 b' a! 的 至 体 , 而 对 有 理 数 o, b, FUE u' to =b bo^, 放 得 到 
SRAPIRS S ES o 

2) ar 一 oa —0, 

[iUi] gbo—4|4', oC. d'EN, acc (0) 2 CIC! 按 定 
XC" roy Wotg ilice! a, C V BICHR gd Ce — a! — — (a' a), TR dis] 
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理 , w' 一 上 UTERE I ESTEE, 故 O 中 为 所 有 的 正 有 理 数 , 现 若 
EERE, uu O Bg doy 0cO,Rl'EX Cnm Xx, 
RESP 

8) dpalB,.BH acTylB8cTy. 

[HEB] ia—A | 4'.8-8B|B', y —C|C', bF a7 6. kE 
不 相等 的 有 理 数 n1. ya; 它们 都 属于 A, MART D Vie rar, dH 
Bzuu]jfircO,r'CcO di r—r—rQ4—7,, 由 是 十 1 二 ?十 ra。 但 
由 ?EO , ncB', gita r8--vy 的 上 部 ,而 由 ?EUO, r.c, 
此 数 属 于 a 二 + 的 下 部 ,证 堵 。 

4) (arta)y=ayt+BYy, 

[REN] 24,98, v 均 为 正 数 时 ,可 与 了 机 类 亿 地 证 明 ; 当 三 
Sto 3, 0 p, d a-0— 030 a -0— 0 ED BLdE ac—0, 870, 
y «0, 由 

(a-8) |v| -a|v|-- 8| vl 
138 GX Ba? T rm E (a-- 8) | v |, edv 1, 8|v | BARO MH 
(-Ca|y D - (-8|vy D— — te) Il, 
EE É TpruepueuH bd. 

和 粽 上 记述, 对 应 于 有 理 数 的 分 划 的 大 小 顺序 、 四 其 运算 以 及 运 
算 滞 妈 等 完全 和 有 理 娄 的 情况 相同 , 因 之 汽 有 区 别 的 必要 ,全 后 我 
们 就 称 对 应 于 有 旦 数 7 的 季 划 为 有 理 数 7, 不 对 应 于 有 理 数 的 分 
划 为 无 理 数 ,于 是 有 理 数 和 无 理 歼 入 体 构 成 实数 系 。 

由 有 丙 狼 的 分 划 产 生 了 了 有理数 以 外 的 数 ， 汪 序 无 班 数 或 对 应 
于 第 二 类 分 划 的 数 , 那 么 ,车 类 但 地 定义 实数 的 分 划 能 不 能 得 出 衬 
数 以 外 的 数 呢 ? 下面 将 国 符 这 一 问题。 

ES atkrit A, A AR, E 

1) A, A' PERAG ERTA e a, 

2) A' 中 任意 一 数 大 于 4 中 和 伍 意 的 数 。 
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定理 ” 任 一 实数 分 最 4 4', 不 是 4 中 有 最 大 数 , A ro 
Zr dE 4 中 有 最 小 煞 ,， A 中 无 最 大 数 。 

[uri] 合 4 中 所 有 的 有 理 数 必 于 吾 , 4' 中 所 有 的 有 理 数 属 
CTOBB'RER 吾 忆 为 一 在 理 数 分 划 , 彼 确定 一 实数 wx ,而 避 几 属于 A 
EA, 设 aE4d, 现 证 wx 就 是 并 中 的 最 上 天数。 事实 上 共有 CA, 
Tij a >a, 从 实数 大 小 的 定 广 知道 必 有 有 有理 数 7, T E ora, 
pBTrr-ea-B.E, fk r€B', B zTCA., 4Hdir-co*CA,1x 

TEA, 矛盾 。 同 理 , 昔 aC A, 可 证 是 4' 中 最 小 数 。 

出 这 个 定理 就 知道 实数 分 划 不 能 产生 杀 数 ， 这 世 座 明了 实数 
ENERE, 因 之 这 个 定理 也 称 为 实数 的 过 入 性 定理 。 用 这 个 定理 
就 可 以 证 是 硼 界 存在 性 定理 ， 我 们 只 证 明 有 .上 园 的 集合 必 有 上 确 
LN 

识 集 合 吾 有 上 界 , 分 大 于 如 中 一 切 数 的 实数 属于 B, 其 余 的 
实数 属于 了, 易 知 了 |B' 构 成 一 实数 秀 划 ,由 上 面 的 定理 知道 B|B 
确定 实数 8, ZERE 8E ESSE XO 8 PE, RED 

D 3 sE E, Mess, W EHE B|B' OY, Ech-——8p fk 
FB, 

2) 对 任意 的 260, H a, € E, 适合 mo B—5, 事实 十 , 若 不 
存在 这 种 点 vo. JRBD E 中 一 切 点 > AA E ese e, 那么 ,由 于 


但 因 8— «8 it 8—5 € B, 矛盾 。 

Z., HecEMBSEN RIDESEME 

ER Eh, AIREAMH AAEREN T dee 
ENESE, RMA E EE RERE? db Rc m Vs 
t ERAP M (2)m,a" 先帝 是 怎样 定义 的 ， 其 实在 上 一 笑 


i84 iÉ—R& o TE cc ag SE EA 

中 我 们 还 只 对 a HERRA ATT RBE, Pli a’ = aana 
(n 4- a 48386) , Sir da oH e xb — AT r EREL o, 从 而 得 出 指 
数 西数 的 一 些 性 质 。 下 面 我们 起 “>>0. 

HAE n RER RRA AFART c 的 正 有 理 数 属 于 
4 其余 的 有 埋 数 属于 4 , 那么 4 | A! 构成 -有理数 的 分 划 , 因 之 
AE 1S SEC A a m CAL, docu at a VY a。 由 乘法 的 定 
SA REH a" 是 方程 e" =a MWIE--BQiEAR , 亦 即 (a7)"—a, 

NEREA r= 了 ,我们 定义 


1 
a' — (a?) * — Vah , 


M nc Ms ar lo, SU a^ 1。 于 是 当 是 任 一 有 理 
数 时 , a 都 有 了 定义 。 从 这 些 定 义 出 妥 , 可 以 还 步 诈 明 指数 竺 
aha 一 anta, 【ae mo. ation 3 arp” -一 (a) Zi ， 
对 aa, ce 是 让 整数 和 有 理 数 时 , 部 是 成 立 的 。 对 正 整 数 的 情形 容 
(a) '— (at) —a* (p, q 为 不 整数 )， 
事实 上 ,由 
[ani] =e 和 | 了 -oo 了 = 
Jc —a" 只 有 唯一 的 正 根 即 得 。 
由 证 得 的 这 个 公式 得 到 
Pio dam 


aa) e | ar) x] | (oo) x] 
-ilem «Pian w^; 


— (a?) da 《Pr t 一 Pil Pads ， 


人 


Pı Mi PuyatPudi, Pa pP 
Fidi ATT — ux HE =a "s 


STRA PRA ZA SOR EISE RETE: JT E T] PEST SÉ. 
对 于 有 理 数 指数 的 情形 , 我 全 可 以 导出 下 型 性质 。 THRA 


A-O MSE ea TEE, 165 


Sarl RRE, dp 0-acl, 从 ew -(* ,而 l > 工序 可 每 出 


AIL BS RE, 

1) 3 r0 Bpe1; A orcOBp,at1, 

[HER] jJpbBIaidndeHeByuE Xf kn, 25 pou ak E EE BE 
asl, HILLE >l, 因为 若 a? 1, Rl a— (ah s 1, 3 
JE. Bre g 为 正 有 理 数 时 ， 


D 1 
a — (MTL, 


35 n0 Bb H an — -二 而 a ">-] 即 得 。 
2) 车 六 ra [on ca^. BI ot 随 7 的 增加 而 增加 。 
【证 明 】 由 
Qi qan I Te —1) >00 
amio 

D Hr RAME TE EIRTH, lim aL, 

[iEHHl 先 就 了 TEE T ER, E a Bü r 
THEARB >l, Meat Re TG BUE RE, DJ 
此 Jim a" GREN r FREH T SERE or 的 要 上段) 存在, 惟 极 限 值 为 4， 
在 等 式 

o? = (a7)? 
PS iD E R 0,4805] 4 — 4, BLUE A4 — 0, +1, 但 由 于 
4120, Er A0, pg lim a —1, 
对 lim ， 命 了 = 一 后， H > 一 0 t, rH, 


: 00€ r os 1 . 
lim æ" -lim a” = lim | .—1, 
F 一 一 个 Pa 十 由 rr OÈ 


4) S r 取 有 再 数 下 降 ( 上 升 ) 地 趋 于 有 理 数 ro 时 ，limar -an 
事实 上 上， 
a'—a'-—a^(a'"—1)—0 (S rry Ij), 
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更 在 对 无 理 数 8 来 定义 as, 设 7'，Y" 务 为 取 有 理 数 上 升 和 下 
隆 地 赵 于 8 的 变量 , BMA AEA lim a" $n lim a” BIETE, 
AX ih 

a" —ar 一 (a n —13) 
24 一 7 于 劳 小 时 ,可 小 二 任意 葵 定 的 值 ,内 此 
Nob 
定义 25 BOMGGINXEU xm SZ ext OS a^. 

Hi3X T 2E V I EUBIB ASAP THE REDUR EN a. fli a* fe c— 8 XE 
IERNI, Hose SUBE E GEUP r MAREMA F E h, or 赵 于 o. 
3p Y BEBOESEHE SRI d 24 o TBCEEfRE ETE T 8 时 , ot BJAR E 
af, 为 此 , SREI o^ BERNE, PERHERE £1, 82, 75 £17 Pa 
时 , 恒 有 

as a 

普 先 由 实数 大 小 的 定义 ,我们 订 找 到 了 商人 个 月 理 数 六 ,rm 适合 
Bi Ti T3 Én TH e r A r.p, 

a la", aod", 
Ai r5. e" Ba, Mi o? fry XURHR UO CURL A 

a^a. oaa, 
RIAA RCM T rar. 时 , a^ 27 o, HC EVEEIE BA B 
BUR. 

从 o ERES PESE BD HT YII E IRRE Gl, RTI SE emi 
AH) E E E a Mp V. r RARA LIHET 8 BD. 
a' EIET a^, 因 之 对 任 如 的 5>0, 可 得 有 理 数 R, 35 Roxy 
«Bh, 

Ü-a—o «8g, 
而 按 o 的 上 升 性 , 朗 得 Raws 时 


O-ca?—a*«ese 亦 即 ja 一 ae| < 一。 


DES MEE NEUE EUER 
这 就 证 明了 lime*=a4, 同 理 可 让 fim o^, 
最 后 ， TIENER Ec BB o EE I Rcg 
们 只 证 中 


(af) f afin 


qeu X (a9 ^ —. im dim a")", 
HRANE: EA AET 
lim lim (æ) lim lim a”. lim arm, 
MR TIE “al, rt], “aa 


Fidi r'—BR.db,7"B. BD. KIERON RAEE. 


第 二 篇 A 分 学 


Aser i Erat RP fied eas ERES. Ande ADI t 开始 运 
3, TE At RA RR Ey ds, HII 


ads 
AP 
XRAEiCERI HPV GEUE, pEUDERSIU IENJZMHETLELEE ERE 
3E Be BEER E dr , RAPIDE RE pe ELBEER- 
lin 4s 
ao dé 


EARTEN SU] 上 SERERE Um GC A-RBUEETELED o ERE 
ECT SEPERURSSE, OET-5) He DE IGI ET KNR 
BERR Pea Y bL 

BAERE PEER PE, rh CER TET e D A PER A 
各 方面 有 着 广泛 的 应 用 。 PATAR HERRA AR, 输 
船 以 怎样 的 玉 度 行 职 才 是 最 猎 济 的 问 昕 ， 以 及 如 何 用 图 象 来 表示 
HADES, ESAE. 从 本 篇 所 将 叙述 的 内 容 
中 可 以 看 出 ,作为 数学 分 析 的 重要 组 成 部 分 的 微分 学 ,在 物理 、 力 
学 以 及 其 他 实用 科学 和 数学 的 其 他 分 支 中 有 着 何等 广泛 而 重要 的 
作用 。 

内 邮 , 芒 者 不 仅 应 雯 掌握 微分 洁 的 基本 概念 与 基本 理 牙 , 而 且 
必须 熟练 地 利用 微分 法 出来 进行 微分 运 侦 ， 以 使 龙 够 把 微分 学 的 
理 渝 更 好 地 用 之 二 实践 。 


第 一 章 导数 与 微分 


81 导数 的 引进 与 定 文 


一 、 导 数 的 引进 
我 们 党 来 引述 儿 个 则 题 : 

速度 问题 : 车 有 一 质点 硅 自 口 点 开始 作 下 线 返 动 (图 32-1-1)， 

那 术 ,经 届时 间 以 后 ,质点 型 

° H BORER s 是 时 间 t 的 画 数 
"oni sf, 

为 了 求 得 质点 在 时 刘 上 BuEEIESIERE o, CEDE BODIE EI GG e ton) , 
我 们 考 典 在 时 划 € URRI A E A AS S UE 


E 
At 
的 极限 o= lim A. 
Afaa 
鲍 如 ,自由 落体 的 运动 方程 为 
E 
s= D gn, 
-lim 4 1 [1 s l 
因此 有 sofa pom j fysa yg? 
Onn Agtdi-d- 042 
DA Su 
=g, 


DERM: iE L EMAY 了 (DD) 的 图 象 。 P EE L E 
K — AER ER ERE my 28 ERE P RD, EE L 


$1 Spp ES 1e 
EBRA Q "EI BEAR RE rot delde E[ TE BEBO , 作 荐 各 PO, 
El e dcm PQ I3 e dante fa I PQ 的 料 率 ig o 25 04 23-2) 


y 


-— d 


QR 
ie p= gs 


PE, ^ AP—f(m), BQ flet de), AB-PR-- de, 
QR— BQ— BR— f lw 4v) — f (2), 


于 是 有 igo- SE - fera f. 


Büdtibsk Q Urge LOEEN. 而 逐渐 移 近 于 BD. Hym PQ m 
和 位置 也 随 着 变动 , I5 Gg Pob. 割 线 PO grum PT. 
我 们 把 这 一 条 作为 制 线 P 的 极限 倍加 的 直线 PT spirit Lo 
P 成 的 切 厂 .这 时 , p 也 趋向 于 了 了 与 x 轴 的 夹 角 9, 因而 切线 
PT WRR 
tg 6— lim Í (ect 40). fm) 


ROLES: RA His Wd. REE Dk { 通过 该 
Seem gr QURESE DUI 上 aue dt 
Q—f (b * 
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tT uei 从, 对 应 的 电量 也 就 有 一 个 改变 量 2Q. 它 就 
是 在 沙 这 一 段 时 间 内 访 过 该 学 如 的 电量 。 下 面 的 比值 

AQ 


n 
就 是 在 A: Pad AMITA MERE. SERRE dt 
[ZW RADI HBH REGI. 因此 我 人 认为， 如果 
TRER 


存在 , 那 末 这 个 极 眼 值 就 是 时 到 £O 的 瞬时 电流 强度 。 

二 、 和 导数 的 定义 及 几何 意义 

上 面 我 们 考点 了 三 个 问题 ,类 供 的 问题 该 者 不 难 从 物理 . 北 学 
等 学 科 中 找到 ,例如 比 热 问 题 , 密 诬 半 题 等 等 。 它 们 虽然 分 属于 不 
出 的 科学 便 城 ， 但 是 部 引导 出 和 .上 而 三 个 问题 启 指 昌 的 同样 的 数 
学 运算 , 序 必 须 求 出 两 数 的 改变 重 和 相应 的 自 变 量 的 改变 量 之 比 ， 
当 自 变量 的 改变 量 趋 于 孝 时 的 侨 限 。 我 们 朱 这 种 共有 独特 意义 的 
TRE BE EEH XC SCRE , am PERIERE zie Io 8 

"Emu SCR aaa T : 

定义 RHH y—f (m). 对 应 于 自 变 量 的 任 一 改变 量 4e, B 
数 的 改变 量 为 du — f Goa d- 22 一 了 (xo) ， 此 时 ,如 果 极 限 

lim 29. -lim f Gabe of (ao) 


Aron m anc 
rof, BERRRHCUR FE GIG S (0) 在 点 m o Sa CILIDHIETAD , 记 为 
JG (sk v', sk S, TI), RND f(z) 在 点 mm 导数 存 
TE std i f (e) TER vo SE, 
从 定义 可 知 ,导数 了 (zo) 显然 由 值 zo 所 决定 , 如 果 用 2 RR 
所 有 做 te) 可 导 的 点 所 构成 的 点 集 , 旭 对 于 驴 的 每 一 个 值 mE 2, 
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TE — EAE N 09, AER f GO BS SE ECUO BD EE SS 
量 z Bg ER dg f), AA A v'. Bp 
yccf'(m lim f (c-r dd f CH (E P) 


Az m 
WAR f (0) 的 导 南 数 , 不 过 ,通常 我 们 获 称 为 导数 户 fo) 。 
有 时 ,我 们 记 X o bd, EAE f GO MH 户 扣 ) 也 可 改写 为 
f'G) = lim fX i -fm) 


aX 一 和 


KEX p BD T EUR H, RRT TE RS IE 3C, Jn f (8) 在 点 
2 可 导 , 必 须 而 且 仅 须 慨 限 
fier 4s) =f e) 


n 
m dg 
us Fiet Ae) —f (a) 
| JOMTJITTEE OM. 
和 im 


岗 时 存在 乔 且 相等。 世 们 分 别称 为 了 fo der o odi ER Ze SR 
数 , 记 为 方 (人 和 广 侣 )。 一 般 地 ,它们 可 能 不 相等 。 

Te, MA Stra s SCRI ELE SEP UJ ot do) 一 六 四 在 dz->0 
IE AS EIECTUS R f GENS m uA nDtR.GEWeREGR. T uH 
AXES IA EL. RER HHR ERA E E 
TER. PaB y e 就 是 这 样 的 例子 , ETE v =0 ai 
Hi R ER RAAE A A AREN (RR L8 40. 

ESER B e, D Pi RR EE, HIE O ER e, 0) 
可 导 。 

3$ f(x) dEJEI Il (a, 0) BER, EL PL (0 E P. CO) 都 存在; BIER 
FOEK, 01 8152. 

BEPTBEGEGS — 33 SORS fT 3L. AA. Edo lol DRE Rh, 
WEDÉEH. HA Q aha TA PON. S PQ Maru dí 
RA P HEXH.U cop f odisti mide. Bic. 264 EE PQ 


184 pions aaO Medi E gm 


E TO RBER PT kh, f odd Tm br 0, Monnaie, 


ETORRA, Gn 
wo Tm tg pc im LEE 0. 


Pj P, SER JL [6] x SC BRE ta y — f (m) dE rx v RRE, 


$2 简单 夯 数 的 导致 


在 这 一 节 中 ， 我 们 将 从 导数 的 定义 出 发 求 出 基本 初等 丙 数 的 


导数 ， 
一 、9 一 0 (6 为 常数 ) 
; 1 Ce 
这 时 有 y —lim CARO u^ 
所 以 常数 的 导数 为 0. 
Z2. y=" (a 为 任意 不 为 午 的 实数 )》 
5 s#0 hf, 
Arys 
a "3 14 .~ EM 
vote tare ceu OTT 
P 


M G ^ de 


当 doD 时 ， 7.0, 同时 ,由 每 醒 数 的 连 纺 性 可 知 
(1+ ary —1>0, 
a 
应 用 一 个 已 知 的 极限 


Li 


lim mUe 


BU 


PE 
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Arye A 
(SY .1 In (1. 73 
mEUDÉR lim — ARD i, lim ..- d “Ll, 
22d In (14 =L) JJ- dz 
a 次 
于 -是 得 于 一 


[] 
2 ge 0 Df. 


A . Cam) ， — 
UD = lim 一 müde 
f ( i ari dg nex " ’ 


AH, a1 qM. 
FEN =0, 
HARRA y' aa 7 (BOR RS 
H a=1 ip, (de)" 1 -1,BpPA 
fF'(0)-1, 
ESI SS BEH., 
m e1 时 ,极限 为 co. 因此 当 ecclibpUHECÜR s—0 £0 54 
不 可 导 。 
Fe ETHER 3E y= e" (n EE BREED, H y'—nz 1; 


pu ' I 
F y-o w, M axe (0); 
2m 
i 
E ysg Mys- gy AO. 
=., y=sin s 
于 时 省 
y'= lim sin(z-F Ae) --sina lim cos LEN sin —- 
am au ym dm 7 
=li , 4 "n 3* 
unc (014) P eus 
2 
ij (sin $)'--cos s, 
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此 处 , 我 们 利用 了 极限 “四 各 >| (a0) 及 cos « (MEE, 
Sgap RE, mE EIS BR 
(cos s} = —sin v, 
PJ, yo loge (e0) 
NE] 


， log.Gb4d- de) — log, s 
t>} 人 
y en zz 


因为 在 dc->0 时 也 有 >0, 所 以 利用 已 知 的 极限 


4seta>0) 
太 导 数 亲 数 的 这 入 性 ,可 知 


Az 
li bogdan) ) iim 1 14 47 E 1 
lim — a mn ege (1-27) ^ - Ios e, 
m 
2 eol H i 
Bn gi y — dog. 2) = — logee- ir. 


BEY, E: y= 1n T. EIJ y -= i 


$9 求 导 法 则 
Ep ,我 亲人 失 定 尽 出 发 导出 儿 个 最 简单 两 数 的 导数 , 用 完 至 
类 但 的 办 活 , 还 可 时 出 如 会 , tg e TAER TRAA, 但 是 这 
种 五 法 是 很 繁复 的 ,我 们 无 总 去 一 一 列举 它们 ,而 将 利用 更 为 简便 
和 和 巧妙 的 方法 来 得 到 ,这 种 方法 ,就 是 本 他 将 晶 介 各 的 求 导 法 斯。 
BUE MARETE T AA BRE SLE ROI 


dan oim 


83 & hi HS 197 
—. SÉ ERI 
1. dp f'(e) 及 g' (0 都 存在 , MA 
[£6 2-9 m ' — P (D xy (m. 
d kc a P3 Rp TRA CXO P SPHERE TIERE EUR CAS) A 
Justa SCC 0 PLRIEBH ELE SHE REGE S 
2. 39 f'(m) 及 9 i0 部 存在 , 划 有 
[Feige =F rm) gt) Hg ws, 
[HER] 由 导数 定义 ,有 
[Lf (2) 9 C2) -lim fis dv) gy tdm eng 


rc 


-. lim 1 N 
arso Ju 


Ef lw da)g wt dz) 
—fix)g Ce Az) +f mg et da) 
— ftw g(r)] 


-lim | y (z+ dv) (E+ 480 — f. 


+f an (£640 —9 ) | 


n NUR 
— im g (æ+ dæ) «lira Ft A —füm 
dr Ada dz 


yu Jt dx) —9 G0) 
fU Him Am 


=P gi fing a, 
其 中 lim g (e-+ Az) — 4 (2) Eb FERR g GO AE, A 9 60D TE s 
LOGER S 
Ar. Rp EA nf 


[cf (21 =ef" (w). 
就 是 谣 在 求 导 数 时 ,常数 因子 可 以 提出 来 。 
8. ES O) Je g' 0 MEE, BL g Co) 0, HII 


168 H-E g- E SERI 
22 ]- Fm gs) —foe (m 
ia) g (v) 
[RER] Exe sd 
f(zk-42e) fle} 


fu)! uu gum gie) 
LS ] lim Am 


-lim Lt de gio) —f(mg(z-de) ， 
dae gv) g (a4 Em 


JE EXC NS SX BAR TUE 
8) Lf (a+ du) —f (01 —f GO) Ego da? —g(2) ), 
TU PREX 7C, vr Bn ep (8 Dp SE SET 83 25 A, 


[II] (gay (m7) 


. (Gm s)! eos 9 — sin g (cos wt) 


cos m 
ou se E, 
Li 21 
2^ etgay 
CART) 
2 CX d dg m) (1-2) 一 \ dg v (1--z5)' 
EET 
[C m teer E (ig 2)] (4-27) — ^ v ig mm 
(+e? 


n E -一 dg vc goc * v3 a?) ae we 
2777 0 Quem oo 


. 2g (1-27) sec? zt (1— 25 tg v. 
Am (14225 


二 、 复 合 图 数 的 导数 
若 g 一 了 (2) ÆRU HEB, usg) ER e, HÜALOMMER 


PA MU 
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y- fig) e WS, ARAR 


dy dy, du 
da du dæ“ 


aE] PIA c f GO der v DES RAA 


su dU gr 
lim du f) 


duci 
di " 
或 Sf 十 ay 
A lim a 一 心 。 
EIU 


3$ Zug0 时 ,用 de REAP 
dg —f'o dudas, 
得 着 4du-—0 Bb, Ag —f (ut du) — f Q0 —0, fik EXT Ri ar ir A 
为 ds, Hj do RERU, Hc de—0 RRR f 


dy - = lira - dy 
dixo Jg 


i 
— lim fn auto -Au 


J 一 上 xm 


= Flim 95 du 
=f (ij fim de tiim a pri 


B gGoxE e HEI IER S) ; 放 当 de 一 0 时 ,有 
Zum gist da) —(2)-0, | 


BEY lim a= lim a—0, 
ERA 
TFTEMh tk, 643 
dy _ dy du 
dr du dæ“ 


KER, AX EXE USC TESTER SEA Tc S SIE 5S rh gae ic 
Xj EJ SEBAN TASER, 


[f] 3] y--cosw sin (+5) 


iyu TOR o 3 gA 


BAR u-cd. Hi 


{cos v)'- Ww, b. — cog Wl1 
一 CO G 2)- sin c, 


[ 例 4] y= ln sina 
"XEM ARE y- nu, w—sne: 于 是 有 


. 1... Cos m 
In sin z)' = sin æ)’ = ~m = ete t 
( P= Gne =ar ege, 


Teu es RER ARR RERA, ARRA 
一 个 画 数 不 可 导 ，, RADARE SIR. MA EIA AR 
商 以 及 复合 沽 数 是 否 仿 不 可 导 呢 ? GET SR CR E IIEd 20,21, 
28), 

=, Bum 

E CG) 94 一 ro 在 点 知 导数 存在 压 不 锋 于 0， 

GD f(v)dE v, PERRA ER HORA, HUC ICD 
Bra = p) TEES yo HE HE yo =S (Co) IL 
py) 一 FET 
[ürHH] 车 记 de= plyor dy) eG», 
dy — f (zo d- dr: 一 了 ao) 

现在 者 虑 极限 : lim 5-7. 
由 于 43:0, 可 知 42550; 因而 可 入 用 dao ER E TDRLB AI ZO 
分 基 。 辐 时 , 由 于 条 件 C) ,两 数 fF). 满足 反 责 数 存 在 定理 ， 所 以 ， 
KER o GO EELER., TE, 当 dyol gb, 420, 因而 可 以 
用 det KRR dy->0, 即 得 
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lim .和 -im Lo —ll 4 
4ee dy aco JY jig A fne)" 
Eb de~a dg 


icd. BE IE pio). 
[£5] yoat (a0) , EIS HAE 


s= piy} loga gy, 
1 


1 Y 1 -= rT n 
所 以 (a?) "was ra a^ In ^, 
特别 地 ,有 (e^)! —e*, 
[A 6) B 
y=are sin æ (- S uy m. cl. 2-1), 
， : (01. 1 _ 4 
如 有 (are gn m) ` (sin y 608 qj - VEL p " 
3k LEES cosy TE ( 5. 5 ) AEA CHECA RC 


1 


(are eos ti = — — y 
wio 


同 理 可 得 
isi 门 车 gy 一 shz, 央 有 


gt — — “十 —- 
(sh s) -( )-4 总 一 一 ch m, 


Pd, HeieRO SHE 
这 里 ,我 们 总 是 假定 隐 画 数 是 在 在 的 ,也 就 是 说 由 方 各 
Fr, g) =0 
确实 能 刍 守 多 出 叭 ~ RN y 了 (%}， 井 日 宅 吕 以 求 导 。 在 
这 个 前 担 下 ,我 全 给 出 求 隆 亩 数 的 导数 Y 的 一 种 方法 ,而 不 须要 


172 pe LOAD NEL Ee 

TERREH SEHE IRE y 的 明确 表达 式 . USC E. GSLUSEXEHEUULA x 
"[ ELsk-TA ES EH y 的 明显 表达 式 ， 例 如 e= ey 就 是 这 样 , VT 
这 种 做 法 的 理 蒿 依据， 将 在 本 篇 第 汪 章 的 隆 画 数 吉 和 葵 中 再 来 群 灰 
PIX. 

Jg E REPE ty, (Em E UHR y — f, BOT 
恒等式 ttf (x) —1—0, 然后 抬 P! GOES PE UR REC, 对 恒等式 
两 过 关于 Y 求 导数 ,得 

2e 4- 2f (af (s) -0, 


en y =f e 


EN m 
BEIC 
XXL REUE. dy y dh v Pul Ee, REAGAN RR MRANA 
UT e RẸ, MEIHE H iE ya c 的 两 数 。 

T. i5 ES DRSGEHU 

在 解 桥 几何 上 , SCIPEB SIL ERE RE ERMDACRIR. 车 也 为 套数 ， 
35 

mfg), y= 
RREPERI A RE. HE S— p (D Bici £o (o), HE 
REREH AIr TENY 看 为 复合 两 数 
y= t-9 lw) 
并 利用 反 鲜 数 的 求 导 法 其 ,就 有 
dy  dy.di 


dr di de 
Dae im otis Lu 
—dr' (2) o7 (m) =h" (b) ur 


XXL S CEPR EE HUT 


35 -k M oHm Wn 173 


(Pe) Mill aus Eg uk wa cost, yb sinz; FRE 
dy — (bsint ^ beost — 
dv  (acost) ~asint 


特别 地 , 当 i= 2 mr, 22 —0, 即 在 (0, D AKE. 


SREK b. RPR ET S REPUBLIC OK 
导读 最 就 可 以 求 出 性 何 韧 等 画 数 的 学 数 ， 下 面 列 出 常 册 的 导数 到 
式 表 。 表 中 未 子 导 出 的 公式 , 读 考 不妨 自 行 导 出 之 。 

1. (0-0, e RRA. 


(ny cat G )- - (m) = 


b 
"m etg i. 


9 Am * 
(a) = alma, (er)'=er, 


í i 1 ; , 1 
(log, m) 一 rina" (in w) =z" 


(gin z)' = eos m, 
(cos x)'-- —nin m, 
(tg m)' - sec? m. 


(cir m)! = — cac? m, 


qc o0 -1 2. t be C Lb 


(Sec z)'— tg m sec m, 


[un 
e 


(esc m)' = — olg m esc m, 


€ 
E 


(arc sin z)' = 
12. (aro cos g)' = 一 
18. (are tgw)’ =- =-=, 


14. (arc etg 2)'— 一 


15. {sh w)':- ch ww, 
i6. (cha)'-shz, 


i74 B-A yot FAHAD 


"E 
17 (the) =- 

i 1 = 一 一. i 
18. (cha) -tps 


FERR JLASRIIH. Ea zs str HEURE SR NRI T 
A yT, pt 


sinet ` 
y'—e $.9 gin 1-cos l.(- 4) 


z T” 
二 一 I ain 2 gg 
S E 
[9I 10]. 3E y [u(m) 1", 
先 求 此 夯 数 的 对 数 , 有 
In ysel lo ul, 
两 边 对 = 求 导 , 即 得 
E y' =v" (æ) In u(s) +e (e) o, 
所 以 Y=) a [» (a) Yn s (a) 十 TEM (e 上 


Win y—s*, WR 
y'= Et [ sec? z-1n celetg 2 |. 
本 例 中 所 用 的 五 法 称 为 对 数 求 导 法 。 污 者 应 藏 掌握 这 个 方法 
的 基本 和 靖 神 ,而 不 是 背 鳃 公式 (参见 习题 14) 。 
[BE i1] dv y—in|e—1,;, 


EH 3 时 ， y= 


1? 
Al LN 一 工 -. ] 
[5[12] 3r 9—Ia (z4- A a?-Ea?), 其 有 
一 eb VS E 
VR a^ da? ( yyer) A a? da?" 
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84 不 可 导 的 函数 举例 


TERS 81 rp dE EPHSEIR HA, 一 个 南 数 可 导 的 到 分 及 必 槛 条 
PEERAA y 
都 存在 而 及 相等 。 因 此， | 
即 伍 左 导 数 和 右 导 数 均 存 o; Pr 
E BETHE MRKA | 
仍然 是 不 可 时 的 : WL 0 (o 
TELER, ug Qd 
P gh sit b i dbi 
TOP Hay, WEE PQ 2-8] 
Er PT 0 
及 PT, WREN 网 23-3 
上 , RAPI ELSE PPS REE P RRETAN (A 2- 
1-3), 

Sie RRA Re RE BH BOBO n obs IR T VENE. 

[B]1] SE f(3-—:m-  (—eoxm« ro). 

4E 81 id RIRES BEDAE oO. AER ELEC T 
Wu. BEREM PASE ANS SEO, 


此 时 有 f+(0) lim 1 二 4 一 - — lim el 


Um 


ET 


dt> 之 
de 

= =1 

= Jim "mE , 
" 10 二 de| 一 Hnul . zd] 
jJ) qm de 7o AX del 

m. -Ag 加 
A ? 


因 之 ; fO sf (0), Bp £00 Ted i TH RE NR 


176 n E E ME RE 

Hm a| =0=Ffi0), 
朗 |z| TEs 0 RER aT 
HPR TY $1 1p ARR T 
TERA hi ae E 
HEERE, AUGEDAE 


a HRE s BEREITS E 
m D ^ — — (HH 2-1-5, 
图 2-1-4 [pi 2] XEM 
PECORE a? í—cooxim«l4-o0). 
BER, lim ws =0= f (0), 
BU F (w) 在 z=0 RE, 
2 
HE, lim-O70407*-70 lm 1 -00, 
r= daz den MAE 
HO FORET, R h eA 
f (0) = +20, H 
f-(0) = — eo, 
就 其 几何 音义 来 流 ; S4 QE 
沿 着 曲线 趋向 于 P 点 时 , M f 
H O RE dg gp 一 00, 因而 
9 一 士 go Wp h AE 
(0, 0) Ex p BE t RE y 轴 p 
(Auf 2-1-8), e ~ 
[ 例 3] ZEE Ep 3-15 


s sinl, mx, 
fe * 
O, r=0, 
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Ej 2-1-6 


P T3558 RHA A E RART 7053 1 8c, 005 


lim x sin E =0=F h, 
-Ù E 


PA, Fio fes 0 ER, Eie, Bet 


1 
DIM zm Sin 一 一 
TOt dr) -10 de anl 


Ag Er dg’ 


新 当 de->0 时 (不 答 是 4o>+0 或 是 如 >-0， em -天 HEM 


BRS O 不 存在 。 

就 其 几 打 意义 来 诉 , 当 归 点 沿 曲 如 趋 于 原点 时 , DRE OQ die 
在 直线 4 一 2 与 4 一 一 4 之 间 摆 动 ， 耐 不 趋 于 和 尾 何 极限 位 置 ， 亦 印 
UHABCROE4E. BTALA ARES GO (S RJE 12 
COP 

IESU AGIEIBISETE E — Fo T Seb ic SPI-P. YES 
E HIR BERA, JAGPIERIATDU— T GERE US T JL M ns 
xL. METEREN RI SE, Erf b--HbBiG 189. eR HPÉERE A 
HA HT AAR BE SE— T EI XCBPPUT- gru e te 
AARM CLSTL 年) , 事实 上 ,在 1880 dpi SCC 
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v ZR ERES (Bolzano) MELE TAPA- ifii ede 834 4p 7 C28 
Ki S E, DC T EHE ERTER np i 


$6 X 7 
一 、 微 分 的 定义 
Teig - SOBRE. mos 表示 这 长 为 z 的 正方 形 而 
3H, HK, S MRE m Bulk RE S —a?, dndRdAdHdC--T CERE dw， 
AU S 相应 地 有 改变 量 S, 为 
AS - (g++ dz)?—sx 
= 2r Aet dat, 
Dao LENDER USE 
人 有， 第 一 部 分 2odr Hb Ac 4E 
EERS, BD EB 2-1-7 hirt AE 
BS3TP-T- XEJE RI E A, S 
Hh, E de molde — (4r—0), 
hita A, HER Ai 
变量 4z 时 ， 由 此 所 引起 的 面积 改变 量 45 可 近 伺 地 用 第 一 部 分 
2w Ao ECTS ARES REM IER da 39341 E ATE D EMR, 205 | An | 
AA, EEA de 为 高 阶 的 无 和 小 。 
Jt ER —SEASTE M y —f oo) dE» SUE XC CB. EDUOTEC, € 
自 变 量 以 一 个 政变 量 Am 时 , 相应 地 页 数 有 改变 景 
了 de) —f (x), 
RER E Rd ae n] ELZRIS An PS BRA 
dy-— ÁAdzs--o(ds) ida), 
其 中 4 XE r 的 画 数 ,而 与 de 7530; 如 果 这 种 表达 是 可 能 的 , MWE 
PRIE S oE e 点 是 可 艘 的 ，、 世 把 其 第 一 部 和 分 ， 即 其 重 人 性 征 要 
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部 分 Ade RJ Fio E o grt'rtskt^o ang du ux df (a) , Bil 
dy-— Adr, 
BE, REA 9x T iEn mI fep 5s o] SEI SORS S 
H f GO) TE e gx HT, BID 
dg — ÀAe-d- oda) , 


于 是 du a a SC. 


在 等 式 两 边 取 模 限 4r->0， 得 


这 就 是 襄 极 限 lim T E pti, HIF A, 而 由 导数 定义 ,此 极限 就 是 
Tie, 国之 ,此 时 MUR 
Ac ie), 
从 而 有 df (s) —j" Gr) Av, 
Batt f TES us EAR 


lim < fm, 


óp Ay--f'(m)dmd-o(dr)  ide50), 
ifii daft i-a 3. Ai, SX CAE GREUR TAE f (c) 在 2 点 可 微 , 且 
dy —f'iz) 4m, 
K& EB, H FO -- 6 US ZEIT Ei s CHAOS ST ORPE 55 v] SERES: 
Hi HEKRA 


dy — f' w) da, 
MAE Lf n, "E ts E XC udic dy e doc X SEC AS, 
By dg —dy —o(Am) , 


XX REGE, PREMISE dy 是 画 数 的 改变 量 dy 的 主要 部 分 ， 我 们 
CREUSE M AOERÁDÉEXHDSESS, PDEXPPHÉEDOGRUO cKESTDDABT S EE ER EE 


180 avo dem 导数 与 微分 
的 改变 量 , 或 写作 
fist Ar Fa de f (m 
我 倍 举 一 个 实例 来 说 明 。 PM 02 PEE, 
Tes mE f: X m. 4r ml, 46—0.02, 于 是 利用 上 
XT ZA VE 
1.08 — f (ga da) = f£ Gy HF ng) da 


=1+ (4 Las 3) ) az :-1.006, 


上 面 已 经 证 明了 关系 式 
dy f' (2) da, 
对 任意 可 导 画 数 (e) 总 成 立 ,特别 地 , 当 f (2) 一 2 时 也 成 站 ,而 此 
Wf'G) 一 1， 因 而 上 式 就 成 为 d= Ac, BIDOS E AERE, 作为 
H o 无关 的 任意 输 定 的 量 And T do, 这 就 是 说 , 自 变 董 的 微分 
就 是 自 变量 的 改变 量 。 因 之 ,我 们 可 以 把 de 作为 一 个 符号 来 代替 
Ac, 于 是 有 
dy=f'(æ)de, 
从 而 可 得 r (o, 


这 就 是 认 ， 丙 数 的 导数 等 于 
画 数 的 微分 与 自 变量 的 微分 
Zu. 我 们 注意 , 微分 之 什 
能 与 > 有 关 ,也 与 dz 有 关 。 
灿 数 的 微分 有 如 下 的 几 
o oo o T MILI 
图 3-1-8 (图 2-4-8) ,而 de= de — PR, 
所 以 dy f' (vin: PR tg 0—RT, 
WDEK ET 之 长 就 是 微分 dy 之 值 。 


85 fh 3 1$! 
HEEK, KO RERAN 
Ag =f la+ da) —f is) 
之 值 , ie TO RERE EARI oldo) a EER Ae 
为 高 阶 的 无 穷 小 。 
利用 dy —f' (2) dz 这 一 关系 式 , 很 容易 求 肌 动 等 例 数 的 微分 ， 
dm dix) =a lg dsing= coss de, SES. Jeig 3 -- M35 
T. 
二 、 微 分 的 运算 法 出 
从 微分 的 定义 ,容易 证 得 下 面 的 微分 法 出: 
1. d[f(a)-Eg(e)] df (a) Edg(a). 
d Lf im) -g (9 ] -- g (df (2) -- f (eidg ta). 
[ID] df D - fedi. 
ga) | g^ (x) 
4.， 复 台 醒 数 的 微分 : 
RARAHI y= 了 (00) ,2 一 go ， 于 是 , 搂 复 人 台面 数 的 求 导 
FEHI, Helt 


ho 


o 


o -- =- S0 Ls P (g(a) )g' (0) , 
Br dto s SR 
dy— f'(gGn)g œde, 
实际 .上 ,; IFR S g G2) — f Q0 , g' Gr) de = du, 所 以 又 可 写成 
dy = f'(u)du, 
把 dy — f" (u) du Ej dy — f' (x) dae A TEE, VT RRRA bE 
的 。 通 常 把 这 一 性 质 称 作 一 阶 微分 的 形式 不 变性 。 
下 面 我 销 再 举 一 些 利用 微 牙 运算 法 出来 求 徐 数 的 答 分 的 例 。 


ain æ 


TE TEE ay 
(80m 2x Y. a? d sin 2w- sin 2e da? 
aya (Fa) 7 


dg 


184 DES Bock MR 5 jx M 
然后 在 sin 2o hyh 2x Jg u, UA 
d sin w= cos udu = cos 2e d (29) =2 cos 2x dæ, 


最 后 得 到 d (= ) .. Aic cos € sin 2x) di, 


LB) 2] 车 y=。 77 , AM 
d Tur =g z d (- 2)- — us T du, 
ERTER u dés: Duy E] A6 i EE 
[ 俩 3 dic yc-vy^ -1, BOR dy. 
对 等 式 两 边 求 微 他 ,有 
d(m?y -- iy?) —d (1) =0, 
B d (x^ 3-9) = Ez? dy -+ 2:y dz] + [22 dy4-? dx] 
= (a? J-2urq) dyt (eyy dz -- U, 


Log HW kW g 
故 得 dy pny da, 


$6 高 阶 导数 与 高 阶 微分 

mU d RE3 ZR] 

RITST E EE 8] , 234 r 变动 时 ,f (n) AES P Go) UE m rd kc, 
HETK f (G0 再 对 2 求 导 数 , 所 得 出 的 苦果 CP" G0 ' Gm ede) 
就 称 为 了 的 二 阶 导 数 。 同 理 , 二 阶 有 导数 的 导数 称 为 Fo) 的 兰 阶 
寻 数 。 一 般 地 ,我 情 定 义 冯 阶 导 数 为 内 一 六 阶 导 数 的 导数 , 序 

[y^ 7]'-y  (-2,8,4, e)n 


RA V? 或 yta) REL, 
RTEA MU EHE RE BRUN TE ISPS EA, v RB EA 
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数 ,这 就 是 二 阶 导数 的 力学 意义 。 例 如 自由 落体 有 5 一 了 9g, 从 而 


80 VubltbACERPIUT QU 2 
REJE s' gt, PIER s" 9. 
[HI] y—e7, 


ym 一 d _ J^ n gt 
[92] y-—sinz, 
y'= 008 æ —sin (s 十 z) ; 
y'= —sine sin (eT), 
4 一 Sin (s 十 w) 。 
对 于 高 阶 导数 ,可以 证 明正 面 的 运算 话剧 基 成 站 的 。 
1. [EF uu) +g (a) ij" m fé (x) tgo te) . 
2. [Ff (x) (x) J fg) 十 "M 
ref fg. san +F” 9", 
ih £9 — f, g'? —g, ei ARA n Abi E A BTE OC, B 


-2 “l 
k'n—k!* 


ŽARA HIRA (Leibniz) 公式 。 将 这 个 公式 与 二 项 
BET 


k 
£u 


EPPS g rofa rei Paneg? 
t, "EIUADEX EROR ESSI REE ARR 
中 ， RHR e REAA kR, Zedabeu Er oic Ae Bt, us, 
菜 值 尼 巧 盈 式 。 这 样 对 比 便 于 我 条 记忆 。 

这 两 个 公式 部 可 忆 用 数学 归 黄 法 加 以 证 明 ,前 者 比较 简单 ,所 
下 这 虹 只 每 出 后 一 个 的 息 明 。 


184 ps ME D MEL RE E 
SX. xPnecd p.t 
Qu-fgcfg. 
Tix — AXE Wi tj LRE EAE ER, JREF a—TIpASCUEG, 
PAE a= m BR. BEEESEn—m-1imam gs MRE nm 
UD RT AE d 


T 
(f " g) il p» f"? g™ 


=f! n) g+ mf g 十 PTL gocnge Tee. 


nim — Lit LET pg 4 fg, 
HEARE R -R Lg x8] 
(fg) mo S po pge 
=X o, [ £C 27580900 Fin qoc] 
-这 eu Fg Sfi gr, 


在 最 后 的 两 个 和 式 中 含有 许多 间 类 项 ， 为 了 合并 社 们 而 表示 成 一 
个 和 和 式 : 我 们 在 第 二 个 和 式 中 以 一 1 代替 ,于 是 上 就 从 1 取 到 
mm 十 1 , 而 第 二 个 和 式 岂 就 变 成 


H A41 ri X121540X) 
e im. 

eon fecum, 

从 而 
a. TUN k gureki) ikd AG K—1 Fu ky 
VE) =D enf gU Ies 9 
Hm 
PUMA (e ren Df tege + 


ARAH T ene —d, Hoy PES ERE iaa f 0/0, gg, 
PS 
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a m — GR E41). pezi) (m — b 2) 
chatek ki Tei)! 
imt mim- m1) AL 
= PT — als 
所 以 最 后 得 到 
ft g Fg (n1 


(f. gym fU ngo S os, 


i. L — È 
253 eaa fi Hgen. 


ZREN n — m-cIdpAGXduor. TERR AAE, du 
PAEH T AE TRE X AA REGEA ELEC m Rr, 


三 — m o = 30) 
Rt y 0? uns, 3k gyer, 


Up] 3) 
由 例 2 Ami 
(sin w) 8" — gin (z+ 二 Ed ) = 91 m, 
(sin w) T = am 2-2. x)= — COS t, 
(sm x) -= gin (e+ T pe) — inm, 
但 因 (a°) Am, 
Ca" =， 
(gt) "sog um) (nzsB). 
Br EL d 3 EU ZEASSGX iR 
gy? .- (2? sin a) (80) 
3o: 79 :2(—8in e) 


- g^ gin æ+ 80 (2a) ( —eos x) 十 

=g" sin z — 160 æ cos z— 6820 ein x, 
NYSE SEXE SAU e HERE Ru FI MERA, Aaa 
AHA, ZUR LGRRGE RVDECNGRGSULEMEEMU AX. 也 这 些 形式 上 


186 PTE M- Yaya 
BERADA, THR RA RAH EEKE D 
ie HPE iT. 

作为 例子 ,我 们 指出 套数 方程 o=o), y= yO 求 两 阶 导 数 
RARE: 


do 25) 
d'y — di e 89! (D) e" (0 — p" (0 i (3) 


d de Le (57? . 
di 
[Di 4] zx y= 1n sin e, Hi 
yE m, 


y'= (y)! — (olg 2)! = —ese* g, 
[f 5] BE s=a cost, yb sint, HUE 


d (dy b 
du d d.) p Grip Lo wit 
da? da (a cos EF) 3 
di 


显然 ,这 样 计算 比 民 公式 要 箭 明 得 多 。 
[ 例 6] B a? - my y^ —4., 
Vii — Og A 
Zz --  H- oy! + — 0, (x) 


tus — IEEE 
n m2 7 


BUEOKGOR — Wr HR REDE 00 VR IEOUE e SR SP, M 
2-Fy' y tey" +H 29? n 2a" 0, 


I 2-2 T2? 
于 是 y PES 


+ 


再 把 Y RARA, EPE 
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no 6 my ry) 
y imr 2y) 35 7 


LI. ARAR 

对 于 图 数 g== 了 (vm) ， FETAN TA, PPP VON 
分 ,这 时 ,假定 舟 姿 量 的 改变 量 仍 为 da, 例如 一 阶 徽 分 定义 为 

d'y = d (dai) —d[ f' (o) da] —dE F (a 1dg —f" (a) de^, 
zz RAE SON 
d'y- d (d* y! — f" (ada, 
mE Lp ADEL 
d^ y= f" (a) da^. 


由 此 可 网 DA. ego), 
idu sem zer Fuga AFRA TU. 的 原因 。 

但 是 ， 对 于 复合 画 数 我 全 就 不 能 得 出 这 一 否 式 了 。 因 为 在 
gf (u), M u LEARE s pE u= g (9) 时 ,由 一 阶 繁 分 的 形 
式 不 变性 可 得 


day —f' (u)du, 
但 是 ,现在 由 于 已 不 是 自 变量 ;上 放 du 也 不 再 是 固定 了 , 它 恢 赖 于 
HEr, 事实 上 

du = g' (ada, 
因此 有 dIy-di f (w du] =- [df Q0) Hur F' Q0 d (du) 

= f" (uy dut 4-f* (u) du, 
24 e REEPAEdE h, oz=0， 上 式 又 加 到 前 面 导 出 的 代 式 
d?y— f" (m) da. 
让 一 事实 就 明 对 高 阶 微分 而 早 世 不 再 有 形式 上 的 不 次 性， 站 是 高 
罩 微 分 与 -- 阶 微分 之 间 的 一 个 重要 闯 别 。 
[ 例 7J de 3 一 好。 


188 第 二 篇 P-E 导数 与 微分 
那 末 , 当 4 是 自 变 最 时 , 由 定义 立 邵 下 求 得 
dy = 2o de, 
dj - 2da”, 
BES m ARE EHE RE Meni t pg, DUE e=, 于 
3k y—U, Bini 


dy — AP di, 
d?y = 122? dt, 
E HE BUE HI dy 的 新 水 这 式 ， BL EHE c— 0 A dy -2zds MEH 
APT d'y 和 如果 从 d?y — Ada? RTRA » — P PLA, RURE 
day = Ada? = 2 (2t d£)? .- Bh di? , 
而 不 是 1258 d8, 这 是 什么 原因 呢 ? AA e ARE BAS Fk, dae MUT 
ERE, ECE € BS DEC. Ibl pvo 
dy |: 2dz? + 2s dz, 
ifj d'e —d (21 d£) —2dP, 代 大 上 式 , 得 
d?y = 2 (2t d1)? - 202 (2di*) -- 12t? dl. 

这 地 重 多 得 到 .上面 已 求 出 的 正确 答案 。 


J3 m 
1.345 S-et— Logik 
Q) dE t—1.t— 1-46 ZRS REEE (AL— 1, 0,1, 0.01) 
(2) 在 1=1 HEE. 
2. Æ ysin) =, R | 
CD iiHhEE BOX zo. mode ZeGEBERBUSRE (2-2, 40—0.1,0.01, 
0.001) ; 
(2) 在 c— n, BEDA Rd 
3， 求 下 列 酌 元 在 所 有点 的 TN: 
(D y—v/»  (x—2, 4r-0.01); 
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(2) y=} (r—4, dr =0.04), 
- aktH: 
(D ADFD dg (m) Je AF e d du 00 
(2) Af Gn gir) ]2 gt F Ax) «AP CO FG dn Qo), 
. RẸRU RR o FUSE E: 
(1) y secos x; 
(2) wx. 
- CF PUIEIECAE S amens 的 时 数值 : 
(1) ga, atra, qud bàys Ia 0. y 0D: 
(2) y—(z—1) 2-2)? (2—3)*, Ry 00, v OO y OO, v O05 


(3) y—z*sin(z—2), xw UD. vC»: 
(4) y sin THEOS x, 3k x 0. v( JE ) 
SOR FARR R: 
1 1. 1 ax- h 
ull p Lt 2) y= : 
Gy T t (2) y EUR 
z (1—35)* r 
3 = 人 人 i 4 yes E 
GD y va Doy viri 
(5) y= sin" e ew sum; (m) y=sh" x eh ags 
(7) y-S8eotx-E sin z; (B) yo " trig; 
(B) g-siniz; ae p=; 
CH) y=2e7+ln s; (12) get 
C33 y 527-2; (14) w= (sin r+ eos z) 5 
S15; ya etl —2:4-2); (18) y= eine; 
(47j gern (18) y—are eos 1; 
1 == ^ "RUP i 二 aee 
(10) y= are te " (20) y Tg 5r’ 
&. JETFZURER eh E: 
2 a t 
CD zx3cgag$b-H; (25 v5 py ca! 
(3) qy--eos (zd- gm) 0; (4) y—z--esirg(0 a cle A EO: 


1900 


9. 


10. 


11. 


ACCES 第 一 章 TAHAA 


(5) y?^—3p xz; (a 


(T) y= etare ty; e 


mh oy M o1. 
ub 3 707 
yi lcogev: 


(D y= le liig hy) bet; (10) are tg A Ins tg, 
E WEE 
(1) g-sec v? ; (3) y= log 2)? (ae) 
(QD) g—ln?*(2) ; (Aj g-In[ln(ln z) ]: 
(b) y=are cos /1—28 ; (B) w-are cos (eos? z) ; 
(T) y —are sin (sin z-eos £); (BY y—aretg ix i 
—HA 
(B) y-see cob x; ny yodel ae) 
" 
(11) ys (sin 2$); (02) y-22"*? ; 
出 

3) gy Yinz; (143) g —are sin (z1n 33; 
(15) y -intz4 v IF); (16) y=— i 

a9 «a2 ra 
: 1 Pr A , 1 

=L arete ; 8)» y=tg yrsee r+etg reese 二 

(I7) y z are ig Ig? (18) gig reee r+ etg teese "E 
(19) y= te; (20) y—e Fe? te; 
(21) y—at-r r5 3-27; (225 y— S x Mm oV EL 
RFAAI BE 1-1 的 导数 值 ; 


( } y=1— tost, na T ) 
m—a(t—sin t 

(3) | ( » ,0, z, 
y=a(l— ca t), 

求 下 列 大 数 古 程 的 导数 : 
| =a ens t, 
. Y =48 gn ts 
T-—sintt, 

3 4 

e luc eosit; H 


(5) p=? eost t, y —cU sinat, 


2 3 
T= eost f, x 
| : —9, X. 
Y= sint, 2 
f gza oht, 
g-bsht; 


| v=a cosit, 


y=a sin* f ; 


12. R F FREE AE mx, BEBAT AEST e Oo RIS SERE Pong)? 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 
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a. eñ, a, 
=Ĥ: 2 m =l: 

D y= i ve*, 7-0, i 0v "m aq], i 

| 一 m0, asint, c0, 
(3 9y—4 1 ie $,—0: (4) y= M ge 0 

| 0. 如 一 下 ， D, t=0, 
È TARATA EEA AUGERE 
O) y-|Inlzl| ; (2) w-liecl: 
(3) y NT eost; (4) gare sm ig 
利用 取 和 对 数 再 求 寻 的 Pikk FFIR EE PES 

mi 3 Bog — 

CD yy pa? Qu VEGF 


(3) y= (E ap c — a3)  (2— 0); 
(4) yo Gi TER). 
BE (4) 是 对 = 可 求 导 的 丽 数 , 求 Gr: 
(I) y= fa ; (23) yof (et) «eitis 
(3) g-fOCG D), 
d 
BE p(w), y (0 2938 c RISKS R rt 


(D g- gi Gy T; (2) y—arc tg 2 


EYE) pr (a) S8 D; 


G) y= eG) (pla) 0, (0) 005 

(B y-log, $6)  (p( > 0, wie) 7-0), 

BEER: npDTRDUUSERCHG REPRE, I ERR ERLHECH CS PR 
ORARE. 

dett SC REPRE RT 53-969 FL REESE E ERR AE 


T fuc fuo off (m) | Kn) fam) e fa. (m) | 
EI as | posta, fito c fis OD "Tr Pl nun fien fo) ) 
PfaQB Jua) e fun)! Ja) fa) c fa) | 
3k F' GO ,而 
r-11i 2 | zo os om 
(D Fi—|-3 m 3 ; 043 Fix. 1] 2r 3r*|. 
-2 3 s-] | 0 2 ös 
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z0. 


21. 


22 


23. 


24. 


| MELLE CE E 


E D fiw) 在 mw OBS. s 0D dE ry eA a UTER E Gn) m FQ) 

tC) dE ay CE dS 
(2) 了 tr) $89 2) dE y CECI SHE. Bie qe pum ER rO) 

—fG) ono) TE a, SRA URS 
: X. m0, . » 

以 例子 f) 人 MEC =-{ Jo Az, 

在 工 题 的 情 忆 下 能 和 否 断 定 它 合 的 积 6 GO -— f Gg XET, GS 

de 

IU FEAT aH: 

1) fG)—2. ga) = |z| s (B) fG) = [m] ys) |l, 


—1, x0, 


- EHAR 了 (z) 在 有 穷 区 间 (o, 00 中 有 导数 ,， 且 lim f(2) =, RRA 


lim e= 以 例子 Pa) 一 二 二 eas ligi, 

到 之 ， dnf (m) ERAR (as D) deii. H lin f) meo, 是 否 必 

H Jim f(z) eee? 以 例子 /om = Vr 证 明之 。 

B (D A) F rsg (so E go 在 mm 点 没有 导数 ; 
(2) f(x) Æ xs (a0) EUR SH a) YE vy riot; to 
(3) 了 (WD) 在 r—g Gu) PUB SH UU o D 3E to AEG 

HEARR JP (D =f (oa) dE GS SERE 

E FEITE: 

CU S= g = |r]; 

(2) f(x)-— ela gr) =at; 

QD f rez]. gir) =. æ— |s]. 

FHR RIE S 


(o SI1.01; (3) sin 29", 
、 求 下 列 责 数 在 4 二 zo 的 微分 : E 
PE dy), dyd) 
(2) y—see r+tgz, A dye», dy (5), du (x; 
(3) y= | avetg È sk dy (0), dyta); 
T Ay 
(4) gl ed, A dy 0.1), dy. 00, 


26. 


27. 


28. 


30. 


al. 
852. 


BER 


习 S 
E FARA woo 的 微分 : 
1 1 1 . 

` 一 一 一 十 二 .一 á- =i & H 
P E e A (2) gez 

EP "m at a — - " 
C bi (H = 
{5) y= lr"; (0) g—wr tln a-— 
(7) y=ln tg s; (8) y=sin ar cos bz; 
(9) y== ear eos bz; (10) gare sin/1—23, 


AUTE FUSE 了 的 微分 : 
(d) gcsin?t, t—ln(3rcr15; (23) ge In(ltc-1), t—sin?z; 


(8) yem, u= Iné, t= 2x05; 


(4) y=are te n, u= (log £2, t= l+ Ctp v, 
da, n w 3o e BPTRT RA E e RE y 的 一 阶 微分 du: 


CD ycas (2) y= L 
(3) ye cou (4 as Inv WT 
^/ uir ud 


(5) y=aretg 7. 


， 求 下 列 丽 数 的 高 阶 导 数 ， 


(D y= Vies -. du. (2) y—zlnnz, Ry"; 
(3) y-e*, Ry"; (y mm a RU 
(D y= e, Ey" (6) y —u", y" 
(7) y= sh x, Ayb; (8) y—r*coss, — dx gU, 
ex f 60 的 各 阶 导 数 存 在 ) 求 久 ey": 

"EN . Ol. 

(1) y-fG5; à y-r(t 

(3) 下 一 了 Ke 7); (4) y—f lns, 


8 gene? sin a, 2 一 er cos zy BEBE C PNE US Fr y" = 2a, a" = By, 

uk Mes gi T es eh. 其 中 cry 722 345 $a A E. IERE WEHE 
y'= O4 EA) y tahay 9, 

8E ye, gin etea eos x. Sr BH 5 Ez y" ry 0. 
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导数 与 被 分 


也 一 全 Cns ly 
2 1 


ny-ucsint: 
T6! eos f. 
M e! sim t; 
LE CHE 
人 leur) -FG 


(D m uj Bary —0; 


(25 (af) 9 =a" flog — (a2 0); 


(4) (eos g) = cos (sn 5); 


(B) Gej U -ma Gn — 1) -- unnt «m7, moni i) OO enl 


1 
2 一 29a. -了 
C) V— icy 
(4) gy—cos? br; 


(620 ye gin bz; 


(3) y =t”, R dv; 


1 2y 
a» I= x? zk od s 


(0) g— I^, s d'y 


(2) 4 x ERR ER S 


194 Lx MEE E. 
B4. JCUPIAECLTREUT ERAI: 
1 | m—295—13, 
e y= Bith 
vt—nuatt—sint), 
3 
eq Mee — eos t) ; 
gg 00891, 
e i y-a siai; 
35. RRRA EA E SS 
(1) criv— ey- 0; 
(3) ya +2 ln y-t, 
36， 利 用 数学 归 炳 法 旋 明 下面 公 式 : 
(D) (eT) et; 
(3) (sin m) (9 «gin (sn. zy 
(6) (Inz)0— Ct o ZDE, 
37. Rapat: 
Look a4 
v» y= Prager um 
QD on aum bau uml ds 
— et ri 
(y uU 
{T} y—27.11 x; 
(8) yon, (x) 3 其 中 P. (m) 为 H AGEIBI. 
988. skWEB IET: 
QD yis, ok diy; 
(3) y—re08 2r, ck d*u: 
(5) y—s'c. R d^; 
38. y= et 求 dy, AER F mrp: 
OD C4 x AREE SUUM S 
40. 


bu. y om GS. AT RAT ie ESAE RS PEOR: 
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CD y-uüneen(m, ak duy: (2) y= MA Q Rd; 
CLT) 

(3) y—u'(z) v (32 (ma n XE. ZR Py; 

(D y—ar(? (a9) ok dy: (5) yS=lu wig), GE Pu; 


(6) y=sin (uis) 求 EY, 

Al. MEE e F y IRER IES Gm MER EE, Bp dez0) kan 
ysy DR V. uy. y 

£0. 


1 
p oq 


42. Æ fim z 证 明 FO —0, 


ü, gU. 


第 二 章 ”微分 学 的 基本 定理 


$81 中 值 定理 


在 上 一 音 中 ,引进 了 导数 的 慨 人 多 及 求 导 法 旭 , 为 了 能 够 进一步 
应 用 导数 米 研究 图 数 本 身 的 一 些 性 质 ， 首 先 须 要 建立 儿 个 重要 的 
EHAA. 
RR ES (Férmat) 定理 
x D HBE f (a) FE mo 点 的 其 邻 域 Or 6) 内 有 定义 ,并 且 在 
ERAH 


fn sf o) 
或 者 Ff Gn) zf (Eo) 
(ii) ESAE P (0) E so MIHE 
HA f' (m) 一 0。 


CLONE ER [D ARXCOE 存在 , 读 定 义 , 也 就 是 S) fao) 
—f'm). BAM, BOE Fo xf). BREDS o, 加 十 全 上 的 
Tr cH: 

fm fm .. 


E— my 
Wt (29 —8, So) 上 的 各 点 公有: 
fie- nne). 


E — Eo 
再 由 概 限 性 质 得 : 
F (xo) f (t9) 77 Lm To f x0, 


— 80 


F (To) = =f. 5g! = = = im me 一 下 ko = . 


E — itg 
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ij 产 (ew EAER BI EABSECTUE S BD f (y) 50, 

AE FQ) z- f Goo). tra E: , Ato Rf AHA REPA o 

xoa LAE AE: PR gy— f (0) 在 mm ARAR 
lii Gu RE ERR. f (a 在 
ao 点 的 值 不 小 于 f (2) 在 
ao 点 近 沉 的 其 他 点 .上 的 
WEE hya 在 
zo RHA BUE (也 就 是 
IRE f Go) 在 mm 点 的 值 不 
DF f) dE to BUR GEH 
其 他 点 上 的 值 ), FEH dh 
E yE 在 和 点 具有 C 
切线 了 (图 2-20) 3c, Boe 
BRR pU NEU MIN E S 

二 、 洛 尔 {Rolle) 定理 

ER fo) 满足 : 

(i) XEBIECBEs, 5]38 485 

Gi) EHK H (a, P) RIS 

Gi) fe =f); 
HE (e, D) REDRE wo, 使 

f' (29) 0, 

[RER] 因 f(e) 在 fa, b] 连续 , 故 在 [e, b] 上 FG) 必 达 到 
其 最 大 值 M REE m, 2 RIMSOESEREBS : 

1. 3$ M m, M f Go) 在 [4, 机 上 恒 为 一 常数 M , BREX f (9) 
在 (o, b) HEAR, TÆ (o, 5) 内 的 每 一 点 部 符合 定理 精 论 的 要 
求 。 

2. EM >m, f(x) 在 (4, 5) .上 不 恒 为 常数 , 那 末 由 于 


= 


M----------------2--2- 


ius "ES 0 DONO MORRA EA 
FO -f(b, BAM X m hba eniT foo)». 
部 在 (a, 5) 网 至少 有 一 点 和, BERE Fn — M (E fix) =m), X 
楼 最 大 值 ( 或 最 小 值 ) 的 意义 ,对 ta, b) PAEEfRIT w, 恒 有 
Fw) ro (BR F (S) f (£a) 
A p.n f£) de oy ATE, TE aR E, RE 
fm) =0, E) 
定理 证 华 。 
5E XE D JL fep E X: 
在 定理 的 条 件 下 ,fta, 0) 
内 一 定 存 在 一 点 mo, 使 在 
这 点 曲线 LEE UK AI i 
(Bd 22-2) , 要 注 间 的 是 ， 
这 种 点 可 能 不 止 一 个 ， 但 
Aiit, HEENA — 
个 这 样 的 点 存在 。 图 23» 
更 在, 我 们 来 分 析 一 下 定理 的 条 件 ， 下 面 的 三 个 例题 表明 ,如 
时 定理 的 条 件 答 少 其 一 ， 千 葵 
可 能 不 成 立 : 
EPI 1] y= [zr], 
Ow 1. 
XX ^ BH Xi oun ow d CB 
2-2-3) : 
y—{ Oc, 
0, æ=1, 
ETHE O, RWE 
m ae 4t QD 30 G3) , 容易 看 出 , 定 
Miki rog ray, 事实 上 在 (0,1) 内 多 = 工 ,下 下 存在 如 此 的 


> 


l 
! 
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So, WE y'=f' (e) =0, 
HA2] y= lej, isesi, 
ik X EREDA iD, PAEA GD , 它 的 导数 : 
; —1, isesi, 
d -| 1, Deel, 

Ti XE x0 点 不 可 导 , 由 此 可 知 ; 也 不 在 在 如 此 的 to, 使 
y'= F' vo) 0, 

[WS] 3% 一 2 和 [0, 习 . 

WEA GOURIEGD , JEU EAR TE GD, AULAE ELIGE FERE E 
xis se A OE ge XX y! - 1. 

ER f HE A A AR ERRITAR, MARERA IE 
EHHE vo 存在 。 事实 上 ， 可 以 很 容易 地 举 出 例子 来 说 明 ， 
Bp dr ERRAIETARA, A RETER FE HI E to, WE S'eo) 
=0, Br ELSE, x38 noe PE RE EA, EJEA ER 

=., HHA (Oagrange) 定理 

XX X git, Py GEOP EB rb cuc BE, uic PA BDRRELH AX 
EERIE PRAMA EEA E. 

EH PHA 了 iz) jE: 

(1) Æla, 人 连篇; 

(ii) dE(o, 站 可 学 ; 

RE le, 4) 肉 至 少 在 在 一 点 wy 使 
Pin DO 


bg 7 
ERRERA RT, RGR FRES LTE 
因为 OTIO. aya) Gas f(0) 8 t8 f] 
两 点 的 时 的 作 认 (网 图 2-2- 人 ,所 以 本 定理 的 几何 意义 是 :在 每 一 
HESS OVER ER I, TE I HIN DOR Cz DOS e 


auy -i SOLE WAFER 


2em erener mr ham m m mha) 


[一 
» 
PA 
| 
| 


- 
& 
E 
ee 


Bj 2-2-4 


曲线 上 的 一 点 ， 在 这 皮 曲 糖 的 切 狠 与 弦 衬 行 。 显然 洛 尔 定理 是 过 
格 其 日 定理 的 一 个 特殊 情形 ;在 治 尔 定理 中 , 昌 年 行 于 < 四 。 
MEREEN., l 
[um] PERDA 
ein «fi E Gs 
th M BEI RAGMEN, iA g (2) 在 [e, D] EA, 
在 (a, 四 可 导 , H 
oc MEG MEO) ~ gta), 


Bn iSi p G0) PROB HAIR REB ZA Ae Ea, 0) REDA 
一 点 PT 使 u 
o! (x) =f Gu - L0) 0.9, 
HC 


&n f'm- P6 
RERA E dE BRUST. 

GE AR PAH EMEA, S EE RUE 
Die, EAHA IHE AS IL XL 


* 
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定理 的 车 葵 也 经 常用 只 一 种 形式 起 示 。 册 于 各 dela, bR 

-一 个 点 ， 餐 可 表示 不 ed-8(0b—a) (008-1) 的 形式 , 于 坚定 理 的 
Tsai So ny icu TE CO, 轧 由 至 消 存 在 一 个 4 (i, 使 


f'[a--6 (b—a)]-- e cbe 


或 f) — Fun f latib a)l iba), 

BR an 8 yr xa] AA Fa CORE S 4E SS 

HERRI uy f) 在 (e, 00 A, PG) — 0, RE (e. D) P. fn 
为 一 常数 . 

【证 朋 】 对 于 (e. b 内 任意 两 点 ci 和 和 wa. HE e 在 
[zi 241  EPZ FABER IB EE EA 

fira- fieno Flep ley 3), AE (a, Sal, 
TERE S iro -U, BH 
Fien fi), 

MADR e, DO ARERR E, RENT F(a) Ela 0) 
为 一 常数 。 

ding 2 APIE f (0 及 g(x) 在 (tw, DO AREE 

F =g w), 

KFE, DA F —0(2) Fe (o 9— RD. 

RERE AE BEAR [EIER 

Jy Y Sls 9. 先 引 进 下 面 的 一 个 概念。 

E S 在 Le, 好 -上 有 定义 ,及 存在 常数 了 , 使 对 [a, b] EAE 
意 两 成 2%， 2 成交 

Ji) - f£ (a) | x bia! |. 

Ria F Ce yE Te, 5]. LE TE dE frie (Lipschitz) 和 茶 件 。 

推论 8 P fo) 在 [4, 5] LEAR SA Hu fe Ele, b] 
iW i Ee EAE, 


"e. m À— es € Rn error asco RM mi is 


E 第 二 篇 PTE AAF ACE 

[REM] 由 于 £o 有 界 , 即 在 1s,， bte 

DP) LO (Log WX. 
AHAAA HAR, E La, 5] IALFESXEUS EX m. UR mU, 
Fw) fr) | if'isota -a") x Lus. 

COLERE SEHE ES ARUTEST td 3 得 证 。 

推荐 3 对 于 [0,， 十 03) p (— oo, roc) AREA a CR E. 2] 
38 18) 。 

作为 拉 格 遍 日 定理 的 一 个 推广 ;还 可 以 得 到 下 面 的 定理 。 

四 、 柯 西 定理 

若 f(x) t gc) dEHI[X Bd [a, b] t-Ed9 TEE ER IH] (e, OD PT 
FPH g' G0 50, HE, b) 内 至 消 存 在 一 点 co, 使 

fü fue P 


gib) gia) — g'im) " 
LHE] BÆRE gia) $9000, HIE ga) 905) , 3 
末 由 洛 尔 定理 知道 , 9 (0 dE (o. 0 Fatete ERR Lb a S 
Sif ESB EI Bir 


(p) — fas L0) Fi 
Fe =F (a) gb) giu) e, 


再 和 运用 潘 杀 定理 ,本 定理 立 部 得 让 。 
AER gia). 出 从 本 定理 后 震 论 立 即 得 到 逮 属 朗 日 定 带 。 
Bob 8H. H dB SC OS UK a TALL d 5] 


82 WDA Hospital) 3A 
XE Mida HP. SEEK HEC P B SCORE 


lim "S ， lim PE, lims Ins 
ucc 


r0 T Toc 
EAHA, JOCPAE-T PIT GEGEV FELTR IC B Xs CIE HUE oe ze 3X 
HRR, PiK TRI, c0 时, "EDI TORVO- T 
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0. TERES S e 的 型 式 。 深 于 极限 是 否 存 在 以 及 是 何 秆 ,就 必须 
Pi LEURS ORG T PFE, E A BER ES 
D^ ARR, 第 三 个 援 限 是 一 个 0-oo 的 型 式 。 这 些 型 式 综 称 为 
本 节 所 和 脸 出 的 消 必 过 法 划 , 在 相当 天 的 渴 台 下 ,能 能 比较 简单 
和 有 效 地 求 用 这些 待定 型 的 骸 限 ， 通常 我 们 届 到 的 待定 型 ,主要 
有 以 下 本 种 : 
车 mm. REGE FUR EH) 
还 有 其 他 的 一 些 待定 型 ， 如 0-co, o2— oo, D, oc?, 17, ik36 
BRTH o 或 m 下 面 我 们 先 欠 几 六 o 及 D 型 和 极限 的 
ARE. GEHEN D BN Te E. 


0 oo 
— o Rz 待定 型 


xz (25.220) 


AE) BH f) Fm ge) dr (e, ats) Eofp at 3 (97-0) , HR 
lim fíz)«0, lim g(z) :0; 
4x0 


an ð 


Gi) f'e) 3n g' (5) de (a, atò) HETE, g' (0) 0, HE 
im S E) A (s co 的 情形 ) ; 


Jim. g "(m T) 
CEN f (Œm 
Ri m gm f lim og ' (5) 4 
【证 明 】 fbi E: 
po (Poo Son m atd), 
0, TÉ e=; 
GG) - (7^ 24 sE (o, a+), 
0, 2 ga, 


204 LM MEL ME C ODE E Er 


d RUE FQ A Gio) fele, a--Ó] SERN Lie 00, ar 可 微 ， 
EH, G œ) 0, SA a, a+) EXE ER c, LR Ff pia ER 


F(r Fle) Fa) Fm 
Gs) Gm) — Ga) TU FG [3X B ro € (a, 2)]. 


gi fü) EQG (x) fign 3. BAR BH 


fü fimo 
gix — g'izg)" 


所 以 当 aac 0 时 GER, WRH 和 -ze 十 0， 对 上 式 两 端 取 极 限 ， 
ENARE E S 7 
[网 ok lim Pg Q 待定 型 


soo SN nz 

RE ife 2 ERR 
Him RIN "ur lim? 908-2 m» 
zou sin nc rk) F COS DL T 


[Pj 2] 求 lim "rem ET fk. 


JO 


用 洛 必 汉 法 则 得 lim 7777 lim i. E07, ug D fpe 


LL 


型 。 
再 用 洛 必 达 东 划 得 
SQ L-6085 1. sinr 1 
hn ES lin gy 7g. 
` li -Nin . T 
BEA lim 7 oa 6* 


定理 (5 型 ,5 十 cc】 


AO) uir fio) Aegla) Ele, -Foc) 上 有 定义 ， 
lim f) D, tim gízx)--0: 


ie) 


G) f (0) Aga) 在 (4， +00) MESES, gf (e) +0, FER. 
Jm DD —a o 《包括 oo 的 情 次 ) 
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. Fimo: - fm) 
| SOME: a LT LA 
RE Hm 9g c) Ims gin) 


GEMI Aye ，， 于 是 当 o> 二 2 时 ,9 00, H 


lim LE z) um (,)-7 =ü. 


yii y-ü 


对 1): rmi HERLHRCO BIER SEHR, 


was GC 
-—— (4 ) y? 72) 


再 代 回 变 基 s, Me 


DL] 来 模 限 lim 3 ^. 


本 是 满 是 定理 2 条件, 所 内 


1 
(Faretpge) Sar ou £s 
lm uM ! lm d "lim, lyg” =1, 
m qm 


对 Z 型 被 限 的 求法 ,有 相仿 的 定理 。 
定理 3 (Z 型 ， a-za +0) 
E(D mE o) Agie) Æla, a+) d sg X (0), 
lim f@) =, lim gis) ~o0; 


Qi) Fæ) n g GO Ele, a--8) BE, 9' (0) 0, HH 
m PLU) —4 (包括 oo 的 情形 ); 


m SOE Soe UPEMDEACIOR 
Rit lim f in) ^ lim - f£ Gm) A 


rnc Li (m) rJ g (m) 


ix BUREREBH E AER RIVE En D: E oacmr-cy-ec5, Bepuu 


Jan 
ffe fre ITO 0-12) 
ggl gE) ec» (1— gt 


由 于 fæ ->o gis) >o QU za--0 M, die ME PILAE 
z--0--0 E gy—6--0 BEER, 以 使 得 


FUR qo IW 
fm) ^" (m) 


REGE HR PR RE. 
定理 生 (2 A, w> 2 
E C) ERE (m) 和 ?400 dE (S. 十 2 有 定义 ， 
lim f(zs).-co, lim fix)=o0 


g- 二 mm 


GD f) mg) Æla, oc) dg TEE, g' (0) x50, FEE 
amn JO) O m 。 
lim PI^ NN (包括 oo 的 情形 ) ; 


70 (m-a +0, y xaO), 


划 lim TL — Jim $ w A, 
gogo QUT i-e Ey (m) 
x que DOE Sin ma 
[9A] 求 lim lor sinaz * 


由 lim log sin me -Hm log sin nz = — oo, 所 以 以 上 和 极限 是 
-过 待定 型 ， 


lim log sin mz — ,. m, cos mesin ne 
sso logsinam mo n O08 na ain ms 


Mo sin . 
-Pim snas 0. 
Th pag ain FE 


$2 Hp ik dk RU 207 


[B] k lim 77 — (a 为 枉 意 下 实数)。 
Jim 2 = lim aami Jum. aia--1)ia—b-ri)a t, 
pic E B rato Tees gT 
FF o HE, HURE a Aa BEE 
lim alamli easar ET 
PEEL e 7 
Gyon RE RE LK fede k, E ak0, PERG A R iT 
; ia— lie (a— ED 
lim em Lc = 0, 


Pad 


总 之 ,不 葵 上 是否 为 整数 ,总 有 Tim 7; 0, 


二 、 其 他 的 待定 型 
际 了 .上 述 琴 种 待定 型 让， 还 有 0.ce，cep 一 cc 09, 17, cc? 9 


待定 型 。 由 于 汤 们 都 可 化 为 0 或 M, 因此 , Af DEOR 


法 则 求 出 其 值 。 
将 这 些 待 定型 化 为 D 型 或 CO 型 的 步骤 如 下 ,… n ORE E 


3r: 
(1) 0c M > 型 或 者 0.- 38 50-2. m; 
(ii) oo 一 oo M-i — D SH REE 7 型 (只 是 起 
5105 

3) WPO 78, 17 WR oc? m, Bot ERE -»0*I1n 0 M, 55 In 1 
H E Oln oo A ( Lii D) -—0-co 02M, oc. 0 98 0«co W, JAT 


EX PEL Z. 
[pj 6] 3k lim a^ ln s ta 为 任 一 下 实数) , "EE Os oo XB 
4-4 
lim z* In s= iim EE 
i0 mu do 
m" 


208 EOE M ME LL TU E 
就 是 CU HY, AA Rk gokk, f 
Jim z* ln z — iim ME lim — ud 一 由 
#-+ Tr -— 44 
u^ 
"m I i , - 
[pj 7] Kk Hm( "i » Eje oo-— co 70 qmi 
: 1 lY qw Sina 
= (as E -7)- im wn 是 0 j "s 所 以 
limí hom 1)- lim 2 一 sm -cow 
pSiTw m s nw a0 SN 个 十 各 G09 省 
lim Q2 92/8 - 
zn 2coS8c—scsinc “ 
[|| 8] 来 lim z*, 209m 
由 于 geo paa, 
lint r1 
所 以 lim s*-«g9 7 U » 
t ge» qd 
if limzln* im ms - 
mg 3 l ? 
Bs 
2 lim zz en 
p 
EN 
[59 9] 求 lim (359) 7 EEIN 
工 
. RS 
i AR CT). 
In sin m 
aqua boa 3AF 04 m 
Te DA-Engdn g vin -p—s 
全 E 
就 化 为 g ÆT, A 
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In sin z m | c eoar — 8n d 
nU 2 LEA 
lim -一 -一 ~- 一 e e lim "n S 一人- EMEN 
zü up" EI pain 
OSH 一 Sno "EU n 
=lim Am” Sin a (2% a 型 
ERES ü ) 
ES Nr ii 
Dm: F(A sin stw eosa) (1o 0 型 
—]im —eom 1 Í 
aD 5(8 cog 1 — T gin g) 6" 
即 In A= — 1, 
1 
所 以 An, 


i 
[910] zk.4- lim ietg m n, ER oc? 型， 
>r 


此 时 
in A lim TIE Tom egesin es " 
r0 Tng g-4n 1 
g 
所 以 A- T, 


最 后 ,我 们 指出 在 使 用 洛 必 达 法 则 求 极限 时 的 珊 点 注意 ( 套 见 
习题 20) 。 

1. 洛 必 过 法 刚 只 能 对 D. 或 -22 型 时 地 可 家 接应 用 ， 对 其 他 
的 待定 型 必须 先 化 到 这 丙种 类 型 之 一 ,然后 再 应 用 治 必 达 法 则 。 

2. WRUXEPRRU RUE IS Jm JO dede, 等 于 4 时 ， 那天 


lim I 点 存 在 日 就 是 AGRAR ORD. IY 334 X4: 


lim £ 2d 不 存在 的 时 候 , 并 不 能 断定 lim 了 rE, 也 不 存在 ,只 是 在 


"— MAARE ERU A lim FIOE 


210 EOE POE BUMPER 
[PL1] sk lim ESNE 
gao 3 


此 时 LED ZRAMARRESRZE GE ER. EREI 
lim tross, 


—limtíf--eos v), 
d i 


右边 的 改 限 不 存在 。 但 是 另 一 方面 却 有 


lim run vl lim(1+ uin) =i. 


geo Joo 


$8 #%i Taylor 公式 


一 元 图 数 的 泰勒 公式 

不 给 在 近似 计 算 或 理 藉 分 析 中 ， 我 们 希望 能 用 一 个 简单 的 师 
数 来 近 侯 地 表示 一 个 比较 复杂 的 画 数 ， 这 样 做 将 会 带 来 很 大 的 方 
B. 一般 语 来 , 最 简单 的 是 多 项 式 ， 但 是 怎样 从 一 个 画 数 的 本 身 
得 出 我 们 所 需要 的 多 项 式 呢 ? 

先 让 我 们 考虑 一 个 特 杀 铭 问题 : REIHE TRAE 

y —f m = m Hawt agn tH bau, 

4 ER E HORE EENER TE m o» Bb, uy 7-0, 现在 我 
ME, 这 个 多 项 式 的 系数 a, a1 s. a AER RUE EE XR 
We? iLa w RRE 


rty 

to=f (0), m-fü», aac EAE, 
JU) uu a S FeO) 
730778] ^ E] inp" a 


如 果 把 这 个 多 项 式 技 照 (2 一 25) DS RECBUBITS IH E, AE 
gf (s) GH 

Y= f (m) = bot bi (m m) H-ba(m— mo) ? hm — ms)", 
那 志 这 些 柔 数 bo, B1, ba, o, 0, KAD F (o) ERIA KAE? 


IE 泰勒 公式 zu 


经 过 计算 容易 得 到 
bof). hof). Duo ERO, 
ba = f. Leo) u P 
81 , 3 b, " " 


—EU3bIERAR IN T BIB SO TEREI, BE 
在 ww AUA TEPI n Bf tesa Sc IR REIS A T Ba eR 
n 

PG) =f Gn) f (wo) (i) + LE rn) e 


(n? ` 
+ f (Eo) {x 一 EN n . 
se] 


JR AC iB y — f (0 BL e n E AED, GLACE RUNE 
就 有 
fo) =P, æ), 
TAER f O Wim. ERRET POT. RAKA: 
这 时 F(z) 和 Pn(%) AAE 
定理 Ffo 在 zw 点 共有 下 到 7 十 1 阶 的 芝 强 字数 , E 
f(a) f eo) ES (ao) (ow) H ETSE. ete 


ET UD. asy Re). 
这 里 余天 Ro CERRAR HH 4878 2 
fV (E 'm— "ul 
B. (inar e)" 
JOR ETE o 5j as zr 
[GER] PESE) HE 
e) fi) —f00 - f ( (0 a- -A (e-f)? 


49i 
— £200 scs 


rr 


213 $5-— fa. HI MAHNAT HE 
EX Pien visk[m, vo]. E o (D) ER, AREE 

pin Bm pv) = 0, 
DL) eo of 


g'i) 
rar f ` . . n 、 E 
[Fw woe joe 
[ET E uapa elt) ge 
[ nl (cH (i 1)! (e f, 
IEA | 
EP (ig —t)^, 


(m c. 
9 ml 


Bi olzt— T MEE VALERE 


drit) == (e —0 1, 


Xd Bag o 0) 8I d CO) OBERE. 8 1. rnit iur gs p, $1 
po ple) — qi) 
Vn) ey — 4d" 
Ep EXE asc, CHE. ple), p (E) ELA b) , Wla), 


ii GO. BERRA, fF 


-一 EM - -— nti 
R, ís) LII (m-— mg) "*i. 


feed 


ARER ERE fere 
GHD AAM ARRETAREN TOESN 
Y dU? (Aa HÜ ie- tea) 了 PERI 
R, (m) {m1) 1 Gt To) , 


HÜ«)-cl1, 3k 
F o fis) ef arm e TL aate 


f? ng) fn i] fex —opoutl 
十 xp gy)" 4 tad Di (2 — x9) 


FEAA DEMERS H OSTR Ua C aylor) deu, QUE BG 向 有 其 
TE JESX FREE SRL UO ECCE H 


IE E E E EI 
24 ge O B. 得 到 
fon) — F0 E f£ Der PX gto LET. a^ + R, (a), 
其 中 余 项 Ræ) -二 (Qo «ci, 
ATARIRA ggk (Maelaurin) Aw, BmB ORI 
些 数 学 问题 中 是 非常 有 用 的 。 
[5| 1] 在 0 虑 的 展开 式 ， 
我 们 有 
fam -—e, f'm)ee, ey JO 6 53 
fi) =l, FHD 1, ea f'?(Q-1, va 


Bra 
pax Vogue T. au E ue (Qc) ci 
g—laz4 oi bui TIE (0«cÓ 1), 
特别 当 Y -工时 ,得 
一 一 1 1 ana 1 1 B 
“一 十 十 工 十 2' Cart + al T TESTER 


[P2] sinz 在 0 点 的 展开 式 。 


我 个 有 fm) sns, f'(s)-—eoss—sin (s) 


fr) sin (sk 2) Zr 
所 以 
f(0-0, Psl, f'(0-0, PUS, t, 
f9(09-0, fOe = {DD", 
kE 


sina—z— S p, -— CD awe ay 


PLURES * 
t gei sin (boe (n+) ). 


a 
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习 a 


l. TER EB IB UE my Ze CRHEPTARI E ae EPIS HR ES RES E o 

OSEE xy E Ca 0) IE f'Grg) 7-0 ME EETA Ee Om.) 10. (0948) 
EH re O Q5) Bp fn) Fm ,2:4 26 Oy tgd) Bp FO x. 

8. SERRE J^. Gn) 2-0, fL) 0, Hl A0) 2 (5) a EE OGro, 5) 

4. ERSEPSORAEBENME F rE RE: 


hz 


J 
OD y= sm! Loi 1]; 
(2) y=1— Va, [—1, 1]: 


z sin l. E-—Ü. p o o 
(8) y= zo -|. 
! 0, ze0, 7 7 


;S.6R fO) 在 [Lab XE 1a) — d —0,. F0 P0070, R 了 (vw) 在 
(a, b) RELA, 
6. 车 了 (2) dee, b] EI, £e (o, 0) 0E. BRETELE 7! 0) 0 外 ， 
都 有 fm 0, 8 Go 在 [ay 站 严格 音 鲁 .小 于 。 
了 ， 落 f'Om m b, RE f 6 Erb, 
L8 / EDH u$ — 3e eis 0 de 0, 1 内 不 食 有 两 个 不 同 的 根 。 
9. g& FG OE n EAE. EL GE nl 点 may Trs mu (Xy xri xE, 
= Kt) 相等, 斌 证 在 (ty m) PELA o HEB, E /^ (D 0, 
10. FARER Qu, (7) — Got— D, SERERREDLERE E TR EA 


1 a3 
Par) = Wa de (a3 — 1)” 


E-E CE. HERA IERI CT 1. D rn, 
T4. 由 JG de) f) f letade) de (081) 
SKK EE 2-00. dm) ux 
(1) FD -ax3- bre (0-0); 
L' hg p — 1 " 
(23; f) 一 "E 


C3) fim) es, 
12. f f (m) 在 区 则 [4, PARES, fe Ca, DO RISE EUIHISURY 


13. 


14. 


15. 


16. 


i. 


18. 


18. 


E ki Si^ 


mof L 
Pian =, b fib) 1 
| a ji) 1! 


HAARE EH S FHAR Gn) E JL: o 

gor FSUEHECH d EBD A ext, 00 — 7 (0 m '() (ba), SOR e, 
(D fn x, L0, 1]; 

(27 f(x) =are tig z, [0, 1]. 


POUTEZIBICS wrist Ao s I Poco, 


(2 für) = Sin wy gim)-ceosz, o, z]; 

(3) 0) 4), yin — v x 4 C1, 4], 

AfA ys jr l, dept LO, 31 1-898007. 3x BOSTEZUEURUPTET SE 
ERE CER ER ER URS E BET ER PETS I ET 

PHRA 30) UL aC UE HHAR SN: 

(1 [sin z—smgy|-|xz-—yl!: 

(2) meyi (a y) xut gy" neut iir y) > pmyo; 

e E - . » " H 

(3 qig TPt se a : 


(4) dE rel, ele (em, cat PRA REH) 。 
BE 6 [I7 Im) ER p) a "(GO 90,4 HE LA GO 125 dera) |3 ERE 
a| Zsa] amete maa eom, mucus | 5 s L| 上 以 -FE3 不 
Ap 

are tg æ— inti -H s m i —In 2, 


A JG) EREI EHAKE RRASA EGBI P 00 18M , RJ 
f) de X rh SEE. 


利用 Tn RHEE; 
e ? E zo OR ENDE 
(5) Dem em. S; (6) pn, tsm) cem, 


c res i 
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(7) Dim. 5: 9. (B) Ian 17 EE 
god E E Cos a 
gh — x? . NELLE AM 
19) lim a (ar: (0)? Dus cosdr 7 
QE vt—1. 
GD Bn 4-0; GD Uus 
， „o ng . teg 
13) 1 ; 14) lim ——; 
Q3 i ete x 4 M" te 
d5) lim C. ca, b>0); (06) lim mrg (b, c0); 
pon gy om 
Q7) lim DE (æ, c); £48) limxh*lu^z (b, c> 0); 
fo z-0 
i 
(09) linasin?; (90) lim wis 
Ta r>} 
i 1 y "M ( 1 1. 
en e er? (E2) Du lng x—1 
(23) Iib (in E (243) liu (zo— te 2 z, 
wrt : Tx 
1 A 
(25) lim Oxmt-t. (26) lm 人 ave sin 2 . 
ikat z zou E 


20. PUN FUERE Ea Xi RU CREER: 


a3 sin — PER IK) Ms, 


z—sinz. 
a lim- dux 4^ 9» lim cx--smzs' 
(D lim 一 2e + sin Br 了 (4) Jim 一 《3 一 -lsing | 


sae (Dt sin 网 sal la [Or a) 


21. R FX eB BE: 
(D fG)-O-O0" Qr YERS 
(D f) —Intbdis): 
CD f(r)-—areir m; 
£4) f (D 一 POS m, 
22. K FARRE d MRNA: 
(D fü)-eor AAR A A et 的 项 ; 
(23 fin slogceose 展 井 章 到 公有 a PH; 


23. 
24, 


25. 
286. 
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(3) fü) ar (4-0) fT a BXR. 

RKA: Pyle) nt dan T fE Vo PAISESUES o. 

dedit Pao —1-R3r4 523—242 长 成 -项 xol (P ETISE EAE. 
ne 

REAO — m BeXtr— ER RE eA :项 。 

TUR AED R Fai: 


aseme a 2o etsing— oild) 
lim 5997€. . P jim EENES Yla, 
(1) am xi (2) im i 
7 ; B ”1 m x 
(35 li X— a nfi + 1j ` {4) lin Pata "-1j (82-0) 2 
doen l- ^ r. pe 


e im 7 "na ) 


第 三 章 “ 导数 的 应 用 ,图 数 作 图 


$1 画 数 的 上 升 . 下 降 与 极 值 


—. RES ET. TESHA 

i. WHA EJPE TEE: EERE h ERAH, FAE 
画 数 关于 自 变 景 的 变化 率 。 因 此 ,如果 知 道 了 导数 ,就 可 以 直接 个 
说 这 个 画 数 在 某 范 围 内 的 变化 情况 。 

前 面 骨 烃 提 到 过 画 数 的 上 升 与 下 降 PRETI GEBAUT HS. 
这 旦 我 们 将 利用 导数 来 硕 定 上 升 与 下 降 .。 

A f fe [ee 0 2 RELIER Col, FCRI e 2) HE E sif HL PIS RII 
RE LM AE T p e x 

4 (uite). 
村 是 由 极限 性 质 , 得 
fme im Wo GE f x0). 

Ee APT uoc "— : 

定理 Xp f (xy)*Ele.5] BÉ P G0 dei, 站 存在 及 不 变 号 。 
Biz f'(00) 0 时， fixie La, 0] PA E3923 f" Go) xU M. fix) 
在 [e, 5] j^ FE. 

[i38] 证 到 le, b] EPA o 及 x acc -cu! b, darle 
船 日 定理 , 印 得 

F) F) = FE) a), gE, 

TORRE REED HI, P0) 0 BE, E 上升 ; 产 (2) «0 时 
WHE TE, Atiügh e fab. 


$1 EAN EA TRESEN 219 
Ele, b) PER P ARER EAR ARAR (a, b) 的 部 
分 区 各 使 产 (z) —0, BRERA A aE A E- - 章 半 是 6), 
[P1] Blu y= 3ra? 的 上 着 后 下 降 人 情况 。 

此 时 H 
y'=3— 823 —8(1-— 29) 
—-8(1-c-2(1-zr), 

于 是 在 
—l«s—lBb,w'0, 
从 而 画 数 是 上 升 的 ; 
$c —lt1HB,sy 0, 
Bm edt e PRI) 
XWR, mixed, 
一 20) kis, — I] HF Bg 2-831 
降 的 , 而 在 (一 4, Dp AGLA 2-3-1) 。 
我 们 还 可 以 利用 尔 数 的 升降 伯 与 它 的 导数 之 间 的 关系 来 牙 明 
PER. FE PARN. 


入 [ 例 21] HEP 2-0 Ki since — S, 


—-— T 


APARE sin 224-270 (20) ,为 此 , RIZEN 


;-sna—s4- 2 
f(z)-sinae—s-r 3T- 
2 
此 时 f'(5) -c082 — 14 5, 


f'ir)--sinz4-z, 
MEAE, 25 2720 时 sin ece, JRBIAE(O, HoA f" (2) 0, 因 
此 f'G)TEVO, +) EE ini /' (00 —0, RAEO, too PP 
fi f (0) =O, 
这 就 是 谣 , fü dELO, aro) IL EJT, Eli 2 22 0 BT 


220 Ti APA Xp ee i.p ir ES 
f(x) sme DA cIQ)-U0, 


CLR dU EET FR., 

BUREAU: 现在 我 们 来 讨论 别 数 的 极 什 ,1 总 假定 了 2) 
dla, bI ERRAI. HATA Co, 存在 mm 的 菜 一 邻 域 (ro 一 6 
oo 十 信人 0， 使 对 于 此 邻 城 中 的 任意 点 e， WA 

f) s f Gn s 

RU f (O) 在 co ARAM JG) ,mo 称 为 极 大 点 ,如 图 2-3-2 中 
, ER, fw) E w, a 等 点 均 
有 极 大 值 ;局 社 ,如 果 在 mm 的 
-GIR (r9. e 48) 中 
总 有 


fn = f ife) * 
: RB f (7) 在 m 有 一 极 小 秆 


| n 
| 


1 
1 1 
I 1 
d 1 
[| 1 
! i 
! [ 
! + 
1 1 
1 1 
l 1 
上 
L. 


Im at f(an) to 称 为 极 小 点 ， 图 
IN 1 2-3-2 中 f (0) E v, h SA 
(Ca XR WAS 均 有 极 小 值 。 极 天 值 与 极 小 


图 za ”和 值 纺 称 汶 极 值 。 极 天 点 与 极 

小 点 比 称 为 航 秆 点 。 如 果 在 上 面 的 两 个 不 等 式 中 等 号 不 成 章 , 其 
称 为 严格 意义 下 的 极 值 。 

电 和 定义 可 知 ， 画 数 的 极 佳 只 是 在 一 点 的 近 旁 这 样 一 个 小 范围 
内 购 最 大 和 值 或 最 小 秆 ,是 局 部 性 的 ,因此 一 个 定义 在 Ta, 51 上 的 页 
RTE la, 妃 上 可 以 有 府 多 个 极 天 值 或 极 小 值 , 电 其 中 的 极 天 值 不 
一 定 都 大 于 每 一 个 极 小 值 ,从 图 2-3-2 rats e ATE gi RE ms 点 
的 极 大 秆 却 小 于 在 o2 点 的 概 小 值 。 

下 面 , 我 们 来 讨论 如 们 确定 一 个 澳 数 多 极 值 。 首 尘 , 由 费 尔 马 
定理 立刻 可 以 短 到 下 面 的 定理 。 


Pi PAREI LIH FIRAN ant 

定理 工 dp GO ftc. BS UECKsEBEIO, H f'Go f£ 
E, BU five) 一 0， 

事实 上 上 ,和 由 于 Für) ERI, RE vo 的 邻 域 ,使 在 此 邻 域 
总 有 fe) 学 ao (或 Fw) Ef o), TE R a R Ee Ea 
有 fe -0. 

din R AT RRR a Jf 0 -0RUWECÍE s. URB 
HEUER. BATES, EHRE SAAE , P Ange Fu) 一 地， 
显然 有 (D —0, BH ie P^ xs aie i. "ECRIRE R 
点 (图 2-3-3). 


7 

y 
0 a- X 

D r 
图 2-3-8 图 2-3-4 


此 外 ,对 于 导数 不 存在 的 点 ,两 数 也 可 能 达 潮 檬 值 , 例如 f (x) 
= jw| ;前 已 指出 FO 不 存在 , 但 显然 在 e—0 AE PRAE O x 图 
2-8-4). 
IB RE DEL 
2r, c0; 
F) = | g, ÆN 
Wiz. S O BARE, b EROE R, 因 之 在 
2-0 RA IA FA 272-0) , 


em - 


aga STE ATT BEWE RRA 
粽 合 芒 上 所 进 的 各 神情 况 , Han, HB BER R up Be e ett 
y 2g 3Rdup gx OM np SAP E i 
TD ,或 导数 不 存在 的 点 。 这 
些 点 穹 费 是 否 是 秋香 点 ， 还 
Bit- pA. Dm. Xe 
KRA H 9E Ui CR f 33 
iR. 

ER? dy fæ 在 mm 
EUM. S8 B (xo 70. ts do 
内 可 全 EU 

图 2-3-8 (1) 24 wE (my, To 9) 
Bb f) 0. MAH wE (e 0. mu) bE, Po) 0, SB Für) YE 9s 
点 有 棚 天 值 Fn. 

(i) 34 vC (xe, zo 十 办 时 F (2) —0, mM wE (7970, toht, 
fF) 0, MR FUE vo AA Bub fi. 

I 证 朋 】 dk O PARET AREF Ab UH ERE ERE A 
n, BERE f (20 TE [ro tota) 内 严格 下 降 , 而 在 (on, 2o]. 内 严格 
上 升 , 放 对 于 on, 和 十 四 rr E e. (se ms) 总 有 

FE) F iro), 
RHEB f (v) 在 v» RA BUK TR f Go, TB JEPT EET B9 
大 值 ， 

[SEC EET Ae M 

XX ERG IY AEA f 00 在 点 ww 有 极 值 的 一 个 充分 条 
件 , 它 使 我 们 在 求 出 好 能 这 到 极 值 的 点 以 后 ,能 后 利用 导数 的 符 导 
素 进 一 步 笛 定 咖 数 在 这 些 点 有 是否 有 航 值 。 

[BS] BIS y= w1) x? DRE, 

我 们 有 


S] 


£1 画 数 的 上 上 升 , 下 踪 与 极 依 223 


y gi 2 (m—1) a E 
3 Sm 


当 2-2 Bb, y 0; 2-0 B v' 不 存在 , Bn iE PL 可 能 在 这 两 
RARE. RAR us ug D. 7 ERRET a 表示 下 降 ! 图 
2-3-6), 


= ceed a | (s) $o =) 
y| + | 不 不在 | - 0 | + 

| | l : 
uu lamo | xo peii DAS | 了 


图 2-3-8 


对 于 f' (og) -0 的 点 , 若 P Ge) 存在 ,我 们 还 可 以 梳 据 f" Gs) 
的 符号 素 制 定 了 (zo) 是 不 是 极 值 。 这 就 是 下 面 的 命题 。 

定理 3 utfGe0,f7" GET: 

(3). 38 f" (29) 70, BJ GO PERS m 有 根 小 值 (e); 

i) 3E f" (mo) «0, M fO ER mo BERIE f o). 

[ip] 在 (i) ARET EROE A E L, EEN 
FG) —0, 我 们 有 | 


224 第 二 篇 ESTE Aihm JA, pt TEE! 


F" iù = lim Fan a dim dim g 


Tea 3: — To roug E~ fo , 
TE, BRER An UAE (Eg 0, 使 当 w e| m 
fm p, 
E — To 


AAE, 当 E (fo — 1, €) Phy f'i LO, 24 sE (fo, ot 时 ， 
f) 20 于 是 由 定理 2 Bnón f 是 极 小 值 . 


DET dM 
我 们 利用 这 一 粘 果 , EARS 中 > 一 二 这 一 点 ,可 求 得 
p. e+? 
y 一 Y 
8s? 


Se= bayii 4270 PROPNME FG ia P 时 有 
极 小 值 。 

QE) ”虽然 ,在 实用 上 定理 3 特 害 理 3 简 便 , 但 此 时 要 求 也 更 
RT. GAER f(O 存在 ;还 需 张 "(mo) 存在 ,例如 在 例 3 
H, ER 2 一 0, y 不 存在 ,因而 不 能 用 本 定理 来 制 断 此外， cH 
fe) 0, f Gu) O BEBHER STE RE f£. Cro) FS EB (Pm ORE 
f) —- mu f 0-0, (0) —0, 但 前 已 看 到 £ (0) FER 
值 :但 对 f (0) a mizbamdy f 0O) 一 了 "(0) =0, 而 这 时 显然 f£ (0) 
=0 是 极 小 值 。 因 此 在 F (ea) O 时 , 须 男 行 制 断 , 这 时 可 以 用 定 
理 2 来 御 断 ,岂可 用 更 高 阶 导数 的 性 术 来 侧 断 (参见 习题 7) 。 

二 、 画 数 的 最 大 值 与 最 小 什 

我 们 知道 , 对 (a, 0] FEER R f£ GO 来 说 , 它 一 定 有 最 大 
值 和 最 小 值 , 但 如 合 素 求 得 它们 昵 ? 前 面 我 们 尖 到 ,两 数 的 航天 值 
(或 极 小 秆 ) 是 在 一 点 附近 的 小 范围 内 的 最 大 值 (或 最 小 值 ) ， 由 此 
"j RE S EFE Qa. DATER wo 达到 最 大 值 (或 最 小 值 ) ;其 成 Co 
YA fim) 的 一 个 极 大 点 (或 概 小 点) 。 些 让, FO EKER E 


$1 醒 数 的 上 升 、 下降 与 极 盾 22h 
小 值 ) 还 可 能 在 Co, 可 的 端点 达到 , ARD TRE RE Fon s A00) . E 
VA, SE li fa aA f Colt toI D, REDRE ta, bA fF (n 的 
BC RRE) ,然后 与 了 (4) 及 了 16) ER, BERKER 
A380 RE S (o TE la, 51 的 最 大 值 (或 最 小 T. 

UB 4l OR Fi) G—D Vs? e| ^1, i] BRAMER 
小 值 . 

" ` Ly - 83/4 

HASE FG) f ( 1, 5) PERR O BUM 一 二 oc. 
WEE Biitoe fb 2 f (1)- 1 2. sp 
Arhi D, Aie 一 2. 

下 面 我 们 举 一 些 各 用 半 题 的 例子 ， 这 些 间 题 梓 往 都 归 业 为 求 
Vd B dec AC fi oe ete f I] RR ， 

Ac E kcal 2 MAURAR R M, 

ADI RAHA EA o TARERE MAER AREE 
的 小 方块 , fi T e Ron e, PLC b, HERET 
LARR? 

如 图 2-8-7 Bem. EHE 
BURCH s, HB f: 
N EZRA 

y= (a 2 a 
aT aas m 
(0522), 
FARSHE REŽ 
y= ig- 22 


在 |0, | 中 的 最 大 第 阅 题 了 。 


I v — (a—-22) (aSa), y) 5— 5. y —0 而 在 端点 时 ， 
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y —0, Bt EU ds EL m =p 为 边 长 的 小 方 块 时 ; HENRI TERROS 
XX. 
LP) 63 Xf d pal 形 森 中 ,截取 Rot CELO FER 
IER (PA 2-3-8) 。 
由 材料 力学 知 游 ， 具 
有 和 冠 形 截面 的 梁 的 强度 与 
bh? gp, H o AR, 
LE 
Hj» K = A-o, B 
AEREE DR 
y=bh? -h (d — b”) 
(zd) 
BOCA f 
此 时 
y' —d^ —8b^, BD o2-3-5 


MB -fg Ik y! —0, BS y" = —05-—0, 所 以 它 就 是 最 天 值 了 。 


由 于 3 ELE h=d $, 所 以 有 


d:ih:b-A/ 8: 2:1, 

BREM, REWERA, fk GEAR CASE BRIT — i, 作 这 
点 与 直径 两 端的 束 编 , 印 为 所 求 。 

[ 例 7] Ei A SEERNU ES QITUU RE T GIRL ,而 地 球 就 是 这 

REIS GS — A f HL PUPESERE An E TF. 2 IHRE SR FR Ar 

么 时 候 最 远 。 其 最 近 点 称 为 近地点 ,最 远 点 称 为 远地点 (图 分 3-9)。 
解决 这 个 问题 无 疑 是 非常 重要 的 ,现在 简单 介 缕 一 下 。 

字 尖 火 入 的 运动 方程 ,可 用 极 坐 标 素 示 为 


$: Bas 7p. Dg y EUR 


== aP an. XT 
i (D, 


B p - "P" 
24 p'=0 Bb, sin 0—0, AM £—nz, HX 6—0, w。 由 于 


"o “pecos , 2pe sind 
P (1—ecosQi* ^ t1-ec08 0)? ? 
a5 8-0 上 时， 
Ee <0, 


dam 
故 0-0 为 极 大 点 ;而 当 9 一 zt 时 ， 


J 0 
?Te 


[Ed 为 极 小 点 。 
x 9--0 时 , 极 大 值 是 p 全。 《远地点 )。 


当 #=w 时 ;要 小 值 是 ps m GEHT) o 


& 


"s 
pı pa 1—6" 
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32 一 元 画 数 作 图 法 


上 面 讨 座 了 了 陋 数 的 上 升 、 下 活 与 极 秆 ,对 于 丙 数 的 作 图 无 疑 是 
有 很 大 作用 的 。 己 仅 是 达旦 
EAS AJER HE M RAS SR HU 
数 的 图 形 。 例 如 前 面 已 经 看 
Syse X y—ai, 它们 在 
[0,1] 上 虽然 者 是 上 升 的 ,得 
BUE UE e auo Rp (图 
2-3—10) , 

y —c? A (fig 本 的 ,而 
~z y= mE Rp E) A, ERE 


Kd 33i Hi BE U ety a ei A Cn Fi 
2-8-11) , Tff Auf 4 SEI Ub E fa ET EDU o SE Jr d Anf EF 
Fic ier SERRE RES UU y AA E ree f Hn iai ES LET, 


y 


M 
VA | 
uY 
ido: 
图 2-3—13 
—, HRH ASHA 
我 们 首先 输出 各 下 的 定义 。 


$2 - -无 醒 效 作 图 法 299 
定义 Bio) Æ [e bl EEI A (4,50) PIPER, 

Tay Tei 4g 
Qf mud NO fn df a) 


* 


Rud 六 人 在 le, bl EEr ARREK HAEA 
TE Ru RR E HE (Sa) 
7) , 


RR Fon 在 [cy 5] EMIS, ES RA DJ 
自用 何 . 上 看 ; E F6 EEEE, MARLE 
Xi PA EA xu Fist 》 (£a, 


foo ezbe d 

Ek EAZA CECI RI id T AS (555) 

Kt 50 6) T Id, s AT o 

Bb EMENTA AT 

2-3—12) , FK | i 
BUB f G)deCa, 5 R MEME 

有 二 阶 导数 ， 朋 我 们 有 如 下 | 

MEM, "EMPRHPISTHERUS — LÀ E sins 

Bicis — p ole PUE ORE i 

的 思 西 情况 。 "UT 


定理 Ede (a, bA f" (0) «c0, Rl fF dE Gu 0) 为 凸 的 ;车 
dg (e, bA Fa) 2-0, BU P Gode (a, b TUBES. 

[HER] rub fU) 0 E E io n. Ty (e. 0) FREE 
BA E caa, RE avr 70, REB s ch, n p ho, 
AJARA H AR, FA 

f (oh) 一 了 (ze t f leo h) — f (mu) 
= (F Gr HOR) — f' (y Oah) Me 


230 MAO WTA EIEN BATEE 
FARHA HAR, 48. 
LF (go-F ON) — F (ay -- 845) JA — P" E at 0, 
Ern O0, —1, 0-79, 1, zo — A Eceo t hik, HF JE =O, 
Af f (o) — f (a9) +f (49 — À) — f (ax) <0, 也 就 是 
Joh) tf (29 —).. f) ii Ga) o f(m) 


o ER) 

Wi 5 s, 是 (a, 四 内 任意 两 点 ,这 就 证 明了 此 时 下 (w) 在 (a, 下 为 
Pu. 

2AEL Sb, FF AEBH f£" (8) —0 的 情形 。 

车 在 “6 BB AE BARS, 曲 炉 在 mo R0— R8, B— K, 
Hi) (eo, f (m9) ERI iii y f (n) BIES CCELI o 

JA 38 859 E RR. Eti d 7 Mfr SO B R ER AB E R Mk 
理 , 可 以 推出 , HER Gn). 具有 一 阶 导数 , RU zo SCR BR P pce 
RPE f" (ao) =-0、 因 此 ,要 求 /ze) BOIS, FUE li JP" (n) 的 夫 
点 ,当然 , FP Gr) 水 存在 的 点 也 可 能 和 有 的 点 , XH y RREH 
点 ,还 斋 时 论 产 (a) 在 这 些 点 近 旁 的 符号 地 能 断定 。 

[DI 1] dd y 一 (一) V2 RII Ph RES gr 


2 一 上 


Hus 10 -$ 2 -$.. 2(0r-- 1) 
y ğ T tg D e E E 


于 是 当 e=- LL BE =0, v0, y" KEHE Rec 5 时 


V'«0, o — iH y'0. AEs — Lab A48 B 


i,. ps 1 6 3/7 
MEE e= — s Heins detis Ws aos (— o. 3). 


KA 9-0 K c7 0 BEES y" 0, & (0, 0) 点 下 是 拐点 (图 


-- 


LLL l 


TEL IE za 
2-8-8), 

LI. WA 

zZuask LEIA rA Du, 此 点 与 得 六 az bye 
=0 ig SERA RE, Hg ue HET R — AW UE CIO RS 

HE, AAE Hafif 由 
BRET AEE H ERII PEUT 
程 。 

1l. EARE ETE 
XUL RE Extr h 6-0 
BEL. JMA EA 2-8-13 中 知 
W, 24 w—e 时 17- 二 0 或 
$—60—0) , f (a22—29o, EE, 
EK fo mug CEST o 
KAF 48 c, 可 使 图 xls 

lim f(r)- cc (lim f(&) =œ sk lim f (s) o), 
WER mc RAE y— f a) EER, 

piáu, y= lne, 当 2 十 0 时 ln sco, 所以 w= 为 nw 的 
EARME, 

2. SHTOK E: R RA ZO EROS y= f) y ipii 
上 的 点 M SRK y—asc-b 的 距离 为 pM, Ko): bAT E 
&nii$ AES y —ac-- b Ju ipii ry TCR So 528 

Him p (M, K) -0. 

Bord. nf EL EL] 273-18) 

o(M , P) =F) — (art b), 


容易 看 出 , Æ y asc b 为 y= 了 lz) HRR, MA pM, P)->0 
H m0), HEIER 


E] 


-— 


ATR AEE BEHEA MiA 
AT, 26 TORRARE (IEOR LUE REOS ER M a A b), 可 


in rubfr. PERR 
lim o(M, P) —0, 


3p Bp lim [f (2) -as — 6] —0, 
由 此 可 得 
lim [£u ^] = lim fim 一 CU 一 日 ] i 
= lim [fíz) —ac—5]-lim L-0, 
iR b X E Ms pb HRR A R 
a= lim fm 
ze. T 


RH a LEA EA, KR REE 6 ZIA 
blim [F ie) —ac]. 
24 e= 0 RAA KRIE, 
L2] RRR y= etare tge HAUER 
国 为 延 个 男 数 在 (一 ce 十 co) ARRA AA EE. N 


Z-ie I aro dg v1, zoo, 


T 35 g— oo, 
AR g—mc-aro lg x— 
m 
-7, ae. 
Bx 24 s doo Ib AAIE 
E 
ym, 


8&2 一 元 酷 党 作 图 法 pus 
APTZMPEOERRe—e00),.9—d4(0 VE Et EST EC E OR 
co), s £&$-F 5E Et o. Tj yo, JR a-e LIE ELEC IDEE 
同样 地 ,在 求 震 省 近 线 时 , 先 旨 看 鞋 赵 于 何 值 时 m7 o0, 例如 ， 

若 lim p ( =y HE, 


RP a a, KHE a 之 值 代 人 人 下面 的 极限 中 而 求 得 3, B 
b= lim (40) —ag(], 
串 如 两 个 极限 部 存在 , 就 得 到 一 近 米 一 aw 十 5 
Do Bet Sat? M " 
iy 5] ox i ‘y5 l4 (a 7-0) Bil, 
站 i] 时 ecc, mi 


ua Fo qa 990045000 
lim TEM gadt TTE 
， , . Sab 3a 
lim (y> m) 7lim Mge TT% 
FREE A WIL ER 
ys 
Hp 2 十 4 十 6-0。 


三 、 画 数 作 图 的 一 般 程 序 

现在 , 我 人 可 以 来 叙述 平面 曲线 的 作 图 程序 ,一 般 地 , 我 们 将 
jR XC ERA T ETE 

l. BiWeudbAG: 

(E SCTG Bl, d HR vs A , SERIE TES DT 

(二 ) 丙 数 的 奇偶 性 ,也 就 是 图 形 的 对 称 性 。 

(5) 画 数 的 周期 性 。 

2， 用 导数 六 研究 两 数 的 性 质 : 

CORE y'= 0 Bac y 不 在 在 的 点 ;以 这 些 点 为 和 分 点 ,把 区 


234 第 :篇 SEolgqe qiga bite 
fI LINEAR, oe M Im y! BARE AEJ T EE 
情况 。 

(DRE y —0 BSHBUS v' 外 存在 的 点 ,以 六 《如果 存在 ;的 符 
号 或 画 数 的 天 隆 情况 来 明定 极 秆 点 扩 棋 秆 。 

(ERA y" —0 zy" PEERAA RR ZRD y" 的 在 这 些 
BUE TP ABS FE AE ELSE US 78 dini p REIS TU ERL AE PA I o 

8. Mir£k: 

(一 ) AEIBSETECIEGZE ER 

(72 EHRE EEZKT EIER 

4. fü EXE: H Rk FUIT fé juri DU zu E; ^1 3c ifa 
2E ex RR ER LS SE 

利用 上 述 的 讨论 , 就 可 擂 答 出师 简 的 大 和 致 罚 形 , 当然 , "EIUS 
然 是 近似 的 ,也 通常 已 烃 能 售 请 臣 一 艇 的 需 昌 了 。 

还 须 评 意 , 由 于 出 缕 友 程 的 不 辐 玫 未 ,上 画 计 论 的 项 日 的 难 易 
及 作用 也 会 不 同 , 例如 在 套数 方程 时 , 特 姓 机 注意 .上 天、 下 降 及 水 
FORSETH lr; 而 在 极 丛 标 方程 时 ，, 对 称 性 , 周期 性 就 
最 得 特别 重要 : mu RC REIR EL gud sire SS 作用 有 时 大 不 显著 , Dg 
往往 不 去 讨 葛 ， 刻 背 可 以 内 下 面 的 一 些 例题 中 和 旧 己 的 实践 中 去 
体会 撒 麻 。 

于 而 举 几 个 丽 数 作 图 的 例 - "o 

CENT PETS 


我 位 可 讨论 如 下 : 
1. Re —1 )., RITE e ih. EP ER 
ta SHD 
Fa? 
4 s=0, —2 i} y =0; s- 一 1 时 y' 不 存在 。 


a=. 2 - 
M (iz)? 
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当 汪 一 一 工时 y" 不 存在 
我 们 可 列表 间 论 如下 : 


X '( oc, ey 
fo + c 
Fej - | 
了 MT 
FG) | S Aom 
此 " 
Lv 


8. RE: 显然 , = —1Jt3iEj VERE. H4 c —1--0 时 ， 

y> toa; S eliti, , 
yeo, | 
lim A 1, 


T+ a 


linIf(z)-z]—-1, 


Bt EUR WILE 
及 一 光一 外。 -r 


TILES EE RAKE 
给 出 其 图 形 \ 图 2 3-14) 。 

[P] 0] fEa?-c3?—3axy 
一 0 (22-0) 的 图 形 。 

Ar yim, Ho 6g X 
Xx, TEJRE € 


SENDER 
_ 8at Q4 9a) 
IF? 1 图 :-8-H 


R 6 JLE E SEP FA RE. ERIS Ex 53 ER SCRIPTS ES 
我 们 可 计 验 加 全: 


a Yis me m e o M e 00 Fm pee = 


2836 EA PSR TAWH, EEEE 
1. PRT t-—1 外 都 有 定义 . 


- #8 
o dm _ "(2- e) dy | Sat(2—tY 
| dt HP 7 di (GFE? 


309 -1,0, gy 4/2 ENR oo. 


m 
Ep 3-8-15 
P EUET IE prat 
t | x | ow 35 xX*X | eq s) 
C99 05 + | = t- EUN" 
(-1, ui 十 ! i 1 一 co 7 人 0 二 save 
Lc. : L 
o, E + -+ | 十 o Y X. j 6 73 da 
i i 
i | 二 一 一 一 
(A. 3) 一 十 | 一 i FII. | Sa a 
ei Uu DEAS U Jino 
dy i—i) d*y TETOS 


2 (4e) ? da? 128 ( 1- ey , 


$2 - ERRUTEA 287 


FTN cya: ML Opi 9 0: Soo p ZU L 
3H t0, eo Hf. m y 0; M5 -Oi di 0; 当 += co 时 do T 
XX gc HH RUD E. — X3 cdd B. — X E y tipi. 


(mA! Rp a0, DARAM; 


H 


t> s Hb y 0, 所 以 曲线 为 同 。 


8. dE: EA 3 p EREHE HA mE 
Tw 二 十 总 二 0, 

4， 描 点 作 图 : ERR EIS JLTHOERE (RI 278-19) , 

APTE SUED r 7, 主要 讨论 其 周期 性 、 洒 称 性 纪 龙 当 
日 增加 时 了 的 增 减 情况 , 诗 于 其 他 项 目 , 可 和 宫 基体 情况 不 一 定 都 经 
SEAHST d. r0) 

TR ^V 2 RSLEROGE RHS A 
种 情况 ,下 面具 举 几 个 鲍 子 ,起 
d£; Ron 


r—r(0. 
车 r(— b) =r) , 
WEB. hi REESE e di C DRE) rt B) 
XPék(g 2-3-16), Am, 此 时 图 2-3-16 


只 要 作出 020 时 的 图 形 , IEGERUEACT: c MAAE 0.0 
的 图 形 。 
车 r(0) = —r(—8), 
遇 图 形 关于 9 轴 对 称 (图 2-3-17) TH, eR Ea A g > 
— S BUE , RA AET y DUEB, BE EESUPUSS R A 
车 r(-8)-r(9), 
AUEDUOC FR SCHOÉS (A218), TERENI 00a 的 图 
形 ,然后 把 这 疼 形 关于 原点 对 称 ,就 能 得 到 m «c0 2e 的 图 形 。 
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y 
rr 一 有 BEENDEN T(8) 
; 
1 
d 
- | > 
T z= e 
| 
1 
i 
1 
1 
| 
rt OB) 


图 33 了 7 


Tia =+ B) 


图 o2-8-18 . Í 

如 果 图 形 关 于 下 ,9 WAA CT] EDADGPRR I8 PE LEES dA 
人 < 6m ERRAT. AAHON FERREE PERSE, 

[99 6) fEXUIBE r'a? cos 20 (a0) 的 图 形 。 

wA E p bd T5148 d 

fr—uüx/cos 20,  r— ~as tos 20, 
HF r (25 十 人 eri), BAPA 2x 为 周期 , Bir YA FUSE iy am 
(s Osx2x Bt. LA 
从 十 的 -r(0), 


$2 — CEt ERIE 239 
Bn EDEOECT B Soo HER PEL SES 00s: ARE AAY 

rin —0) --r(£), 
MEJET y HUE D m PESE ERR O0 S 情形 ; Xd 
Pa a ; B eos 20«70, . Tr ER. BELA HE p ui OR Ó S H 
BREET (EER, a A Eer ERA vi(— 09) =r, BDER 
JEXLT r HAREA, ALRT T At GR a L ET). rm 
sos Wb. 


' _  9sin236 gu 
"(0) = — Feos AES 


Ar X-T 6 J& TF EE I. 此 让,，9- E, nO, 曲线 以 让 楼 


= ^ AR. KERALA Latii, 就 可 大 至 输出 图 形 \ 图 3-3-19)。 


y 


图 2-3-19 


最 后 , 容易 知道 -了 (的 i r= fo 的 图 形 基 于 原点 是 
对 称 的 , 因此 把 >= av cos 20 的 图 形 米 原点 旋转 180^ 就 得 到 
r= —as/cos 20 的 图 形 , 但 此 和 时 我 们 得 到 的 仍 是 同 -- 峡 形 。 

为 了 上 比较 精确 地 胃 出 由 极 坐 标 方程 表示 的 戎 形 ， 我 倚 再 引进 
TEA, RRRA nor, n gii E— sux P Re UUER 
Jj E ERES SERIE MJER f PET 


240 135—448 dil Brine HE Es ELEC 


"p S-8-20 


tg He Tz LN 
"t t) . 


从 图 2-3-20 可 兄 , 量 然 有 urat, E a KA P AR S ELS 
2 二 的 夹 角 ,0 为 点 卫 ARTES TE o 朝 之 间 的 夹 角 ,于 是 


v. tga- tg 
tg n—tg (a— 0) - PT m à* 
dy 


但 是 tgo DP , BE P Ab GOL EE EAS, TREE a n eos 0, 
ar sin 0 "pili Ó 为 套数 ,一 (9) 为 9 Mab E 


dy 
dga- d6 —r'(8)sin8-Fr(8) cos8 
i dm  r'{(0)cosb—r(0) smi * 


di 
CA EX de feet 
r'sin--rcosO — sing 
to u=. F8 0—rsnÓ cong — rif) 
EH T'sin&--rcosÜ sing  v'(0)* 


r'conO —r ang cos 
ATERA ATH 71 DEUS H3 — ZH 8E A REMEPR S 
的 作用。 
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CST] HoR E r= 1- cod 的 图 形 。 
W r(—8) —7(8) , WIEEXATEICT. c b, HEN 22 为 周期 , ik 


y 
j 


Bj 2-8-21 


Bua OSG cd Je Ép 
可 ,这 时 
全 = sin 87-0 
(s zm), 
BrbEReOXCPOSdEGRGM EF 
EJ L 


_ 1--cos0 
Vh ng 


3 


uf pig 6-»0 Bp, tg w »0, 
Bp TE 0 —O Ap ipia my BHE 
WERT, 这 也 可 以 从 =0 


时 ?7-0 看 出 ; 23 0— m 时, tg oco, BI f O= oc AEHIRERS GER 53 
I) fidei. HEPIE HERJE (A 2-3-21) 。 


[8] H: k ra 
一 cos 的 图 形 。 

WES- e, RERA 
B RO 0 m ppt ES EL net 


4E M29 3 38. EE, IB SE 
92 — cos Ü 
ig p= snme ? 


3$ 60, m Bj dg p~>oc, Bl 
六 一 本， gti gd 6-0, 
Ab tiré rs 50 8 Hp c ES Ii] foa 
址 的 (图 2-3-22) 。 
比较 这 两 条 曲 科 有 有 :8 -0 


y 


243 WE FG Aem, VE TLPERT 
处 的 形状 , 正 是 由 于 这 一 不 同 , 所 以 曲线 在 8=0 AE RTE 
的 而 一 条 是 “ 乎 良 "的 。 


iJ RH 
1l. AE FARRE AIE: 
(I) y-mr-—sinzx; (a 


2. ARRE GM Rmi mm 
3. AEH FFARR: 


(1) zsinaz r (o Ry (2) s- -sinsz»s in): 
E: 2/ 6 


— 


y=(1 + 二 (02-0), 


(3) s- «Ind Ta)ex o (x 

(4) tg em + £ (o eae) (5) 2v 3-l (271); 
n Eu 

(6) gl et dm) el (Oset P1), 


和， 确定 下 列 范 数 的 上 升 , 下 降 区 闻 : 


(D yy; (2) y-mn--sinm; 

(3) y= ete"; (4) y 222— &in t, 
5. KFZ: 

(I) y^5x—1n (1 +æ); 0) gy x lng; 

(3) y-—eos z--ehz; (4) y--sin* zr eost zr, 


6. 或 下 列 贺 笋 的 最 六 人 逢 和 最 小 逢 或 上 确 界 . 直 确 界 : 
(D y= |z2—32—2|,[—10,10]; (2) y=% [6,5]; 
() wel jt 0,0: — (0 y-2tz-igin, |»). 

7. S f G0) E FX mo RAH P n Mr DRE Se fe. 3E B. Po — f" (x) — 
—y 07 (ag) 90, 00 (2) 0, 于 末 当 为 奇数 时 ,C0) JER fl, Sm 
HERT fO) D0 时， 了 (ew 为 极 小 值 。 当 为 偶数 而 FO) (n) «0 
Bf, f Gn) RR pis 

8. BRELES V ASEE ENARE A R RRE Je Dig RT DE eu SR 
AER R CEU AE 


14. 
15. 


16. 


H. 


E 是 243 


. EA a, B EE T RRR PER ARIE AR. 
. RERS EBORRER. ATEARI EBU EEA UII ER RIE A 


BARK 


- RARTRA I, + P Ly MERAT AA. 
-RE M (p, DEIER iP — ape FA REG 
OREL u= 20 AEREE ACT. AAEE 82 DEA 


TE EAE, v— 16 BESTES » [fe] Eit VS RC BUE TY 


üt E u— LL RECTO AER Eo 5 MBA. 
ff FFRESBCEU AE: 

(D sarl; à yon tE, 

(3) y—zx-Faietga; (4) g—az-are te r; 
(8) y—e7"5 (8) y—5 (he Ds 
(D y= (5 26-2555 & y= Ep 
(9) y— za (a0); (10) gw 一 em sin bz; 
(1) p-r +r =0, 

FERT EE 


(1) etae s=ait— sint), y—a(1—cost); (a> 0} 

(2) 是 形 钱 t=a costi, y—a sinit; (a> 0 

(3) 心脏 入 £ =2a cos i—a cos 2i, y—2a sin t—asin 2i; (a7 0) 

(0 BIB xcaíeosictfsinbD, y—a(siné£-tcos E) 
(I0. e E 


(BY t=eostt, y=sinit; 


= te =i. tt 
(6) x—tgt, y=itg t ( Et 


m 1. 
0) s= m "yje 

B to. 
(B) s— 1 Yi 


(9 z—2:1—f9, y=, 
作 极 上 坐标 态 程 的 图 形 , 并 求 tg ut 


m 


244 


HOA BER FREH, BARE 
(1) (8E r cos 9—a; (a7 0) (2) 图 了 一 weos 9; (47-0) 
D WARRE n ad:(ac 0) — OD MAE r= (a0) 
(5》 ATARE r = ben; (6) zh EtHBE "一 4 sin 30: (a 0) 
() GHEHE r-—acos28:(a 7-0) (8) r3—a? sin 20; 
(9) r 一 也 — cos 38 ; (40) 二 上 十 [eos 4|; 


(41) BER r=a-tb eog (a, b7-0,45ra—b,a-—b,a-ó gli. 


第 四 章 ”多 元 图 数 的 微分 学 


31 人 篇 导数 与 全 微分 

—. IS IT E 

dYER JL XE, RIRE 6— EHA f (e) 对 z 求 导数 , JEU 
数 f(s) 在 = 方向 的 变化 率 间 题 , ELKA, BERERT ELTE 
HRH, Ti, 这 时 必须 研究 各 个 方 侧 的 变化 牵 , 由 此 :就 
导 幢 条 元 画 数 的 俩 导数 酸 念 。 偏 导数 就 是 于 数 对 于 革 个 变量 的 变 
tÆ, MERESEIRE Wo UOI HË u=, y) 为 例 ， 
Fis, DER, 引 对 2 的 己 导 数 , 就 是 把 y 看 作 不 变 , 而 作为 2 的 
一 元 图 数 , 对 7 求 导数 。 于 是 ,利用 檬 限 概 侈 ,我们 有 和 如 下 的 定 庆 。 

XX HHE u= fis, y), A4 ar ARE Je. TEHOA 
地 世 得 一 改变 量 

Zu Fiet de, y) —f (o, 3, 


E T lim £55. lim Jie des 3) (my) 


dx AE dae 
dre JU PSI MUR EKA IMDB f (ns fet Go, EXE o 的 俩 导数 ， 
_ OF EINE" ， da ÔU un 
如 为 DL (siu. boo, sib). A 2o 就 是 极限 值 (如果 
存在 ) 


lim 2 y+ dy) —fíe, y) 
dy . 


dy 
BEET E, WoR fü, y) Xf e (x y) BER, 愉 不 过 
是 在 f(t y) 中 把 9 (o 2) 看 作 常数 ,而 对 2 (或 妇 求学 数 。 
例如 ,我 们 知道 理想 气体 的 气态 方程 基 
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m lp 
其 中 了 是 压力 ,六 是 体积 ,也是 常数 。 此 时 ， 如 看 作 体积 一 定 而 
压力 改变 , 则 了 对 的 变化 率 , 就 是 下 关于 情 的 从 导数 -3 方 ,由 
上 式 可 求 得 


op 大 
aP TR 
类 伏地 可 求 得 
er OP 
oV i 
同样 地 ,如 果 把 了 看 成 了 ,了 的 耐 数 ,二 是 让 
p RY 
P= -T 
, 8P BT 3P _R 
"Tf dy ys Wy 
WEER V EE P, T HORE h 
-.RT 
P 
Vy REF V 
就 有 èP p: ap 五， 


出 此 立 部 可 得 力学 上 重要 的 状态 方程 


orT eP V _ oP oT oV — 
入 V oT 8T OV oP 


MHz Ai SR BH (s Syr E38 — 36 n Tr E Er BH A [810 1- 28 90, S 
EDHE RA OK BE EL TR — 7C RREA 


dT | dP aV 
dP dV dT 


1. 


=] 


T AERAN- ERIK D Jess CO ERU. MESNE 
只 是 一 个 记 屿 ,其 分 子 . 分 本 并 没有 独立 意义 。 
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[M t] pusa" (s0), AA 
2 - gui, 和 =g ]n a, 
[f] 2] u Inie--y*-Ez), HA 


eu 1 ou — 2y 


Qu aty? Oy uty Fa?’ 
P Jm 
ó2 ay t mx 


Msg SLE SUE n n, p f Gn, y) TERR G0, 90 RP o (或 级 可 导 ， 
剧 Fe, a) SS ACIE RAS EE ER, RER, eH 
能 推出 ftz, y) CENTER XE ERES, V ac TP AERE 
SM oa 23 aid. 
f, y) -| gepgi 7 ty +0, 
0 


* 


g3--a).-(. 
由 候 导 数 的 定义 知道 

AN fide, 0 —£(00,0 1 0—0 
f.(0, 9) — lim HE — lim 


EL E 


.—0. 


辣 理 可 求 得 户 (0, 0) = 0, (BARELA p EORR M 
5->0, g->0 时 二 重 极限 不 存在 , 因而 它 在 (0, 0) A RC SE BM 
的 。 

二 元 画 数 的 仿 导 数 也 只 有 简单 的 几何 解释 ， 起 ws 一 Fw, y) R 
RERAMA, PERNE y, 例如 合 9 一 %o， 则 平面 
y= yo Sil BT 4e c — 8 E | 

ufa, Vo). 
dE P (20, yo) Bi ERE feno. yo) 就 是 fUr. y) 在 2 一 ao 点 关于 
& ES SEHR, ERIT aio Rc BE w= fr. yo) TE i 2 — vo BU] EE, 
也 就 是 这 条 切线 与 2 山下 向 网 的 夹 角 的 正切 。 对 2A. 可 以 得 到 完 


全 类 似 的 几何 解释 (图 二 全 二。 
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248 BOE AUE GSOLCEAGREJ(ORME 


tt 
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与 一 元 摧 数 一 样 , EEE 92 ES I i SEC M EHE Fon, y 
A fi. y) 仍旧 是 x. y HAR, aE EX o 或 对 % 还 可 以 求 恕 
导数 ,就 称 为 原来 落 数 的 二 阶 储 导 数 。 记 为 


aP (ai Zeh 


Qu 
£799. e d) 
P. (aui. Z5). 


In] EE ME , BE Eu VUE SET ERA , £u] ar 
ju UL Yi 

iy ey E oy 3 
CR 


ĉr Bah? 


à( f$ iia anf 
(82. -一 Pe B | . 
fi eg ET eu 3 
等 等 。 
Ub] 8] E: DESI 则 有 
Ou 一 -——" eu M 
ec Zane" 了 y met ; 
u = Bat 一 4g yer ， 
a 
p oy =AL pay), 
eu 
by 
rj 
在 此 例 中 ,我 们 有 
e eu 


óroy yie" 
BETE, IAE BK d uic AU ETERRA. AR 
Bj3&—, POR IH. Foy 与 fs 着 不 是 在 任何 情况 于 元 是 相等 的 。 
in, H 


V- E 
DICEN J” 和 a"! 0 
im.) 


0, x-y -0, 
此 时 
fiin, 9) Jem y, x0, 
^ s=y=0; 
fi. y) -| uc 2) ^0, 
"uU ^ $59 —U, 
FAE YEE, TER 


2850 第 二 入 isum erhat RE 
fu0,0—-—1. i fu(0,0)-1, 
VACHES, 
但 是 , 如 虹 fL. 及 fz TERO, qo ipse SER DU, DECRE DE 
相等 。 这 就 是 下 面 的 定理 。 | 
定理 ”如 果 入 及 fie TENE, y) ERN, RU 
Fm, 的 -et 有) 
[KER] 作 博 助 古 数 
P—o(z,yt4y) - otim, y), 
而 其 中 pia, yi Flet de, y) - f (c, 9), 
hF e ELE GS, A y 应 用 中 全 定理 ,有 
T= piw, yO dy) dy 
— Efy(a-t- de, yth dy fw, y+ dy Ocht, 


Xie PRR PIEM, A 
D~ fiio 0de, y+ dy) dady (0 S «1). 


AnHEGE EX 1838 EEG RRE SA AG DEXE v, 后 对 
y 施行 同样 的 手续 ， 可 得 
Ö=[f rt dr, y+ Ay) 一 Fe 二 de y)] 
— [fisyt Ay) -Fie y] 
= fey tH bade, y t -0,2y) Ardy (0< <1), 


于 是 有 
Fus(td-UsAm, y-- 0,49) — fi (md Os, eO Ay), 
Bacdax frr 及 产 , AIR, VE EAA 0, 4y0, 
Tope ER BD $$ 
Fas t, aD = faim. D). 
定理 于 是 得 证 ， 
趾 一 定理 建 并 了 多 元 二 数 的 偏 导数 可 交 换 求 导 次 序 的 根据 。 
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[PEE R Ee fm, y) ERR (2 y) A AA n REHE, 就 可 简 
内 局 导数 为 
(E o é^f » < 
faa = garay (Qc n, Ax, 


不 惟 求 导数 的 顺序 如 何 ， 只 要 对 了 求 导 和 大 区, 对 4 RE &— A XO 
可 。 

二 、 全 德 人 与 高 阶 全 微分 

在 一 元 图 数 y= 了 (2) 的 场合 ,我 们 前 研究 过 9 关于 5 BED. 
ERAR Ti E, B: 三) 宪 与 自 变 量 的 改变 量 成 比例 , (D 25 ELE 
EKKERT, E SARRERA dy ^ 2z RE EP ELA BER UE 
蛮 量 更 高 阶 的 关 汰 小 。 微 节 的 许多 应 用 正 基 于 这 两 个 性 质 。 

RERE aS eRe, PLA ET 0C UE uf (o, 
急 ; 我 们 也 从 同样 的 思想 出 发 ,引进 如 下 定义 。 

EX EHH u=f m, y) 的 至 政变 最 du 可 表示 为 

dtu — f(s-- de, y+ dy)— f(z, y) Adet Bd 十 of da? + a?) , 
县 其 中 A, B Ej de, dy 无 关 而 权 依 焉 于 m. y, HHE (x, 9) 
在 点 (m. y) 可 微 , HE Adet BAy Jy fio, y) 在 点 (mn, y) I)e Bk 
分 , BJ du gk df (v, y), Bn 
dussdf (mr, 9)—AZ2z4- By, 
Af. y) 在 点 to y) nift RUPEE 
fi) = lim FEAE, 2) F CE, y) 


- Hm Ada --o {Vv da?) =å, 
"me Ax 


ARERR (n, y) HERE, 旭 f, 存在 且 等 于 A, KAATE 
HERDEN f, ALIE Lm B, 故 有 
du — fide t fydy. 
Bux SLE dc Ep te ich dic EC EE EAS AM, Dm EGET 


4- 
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TN 
du= fm, y)dz + fy(m, ydy. 

DEAH, Wa DXAERH CU PES Ze CHAUD 53 — ob 
的 微分 机 类 但 的 运算 法 膨 , 我 们 就 不 去 刘 举 了 。 

[ 鲍 4] R usy, 其 有 

du = 2a de + ad +y" det 2ey dy 
= (Suy y?) dz 4- (m3 -- 2m dy, 

3. V TEC SR PH 3E D ec A, RER px n — 8E PT ER XR 
LAAM, RPAH, HAZRA 
然 , 例 如 , 洲 

a 


fie.) iD “+0 
, T=Yy=0; 
按 定义 有 
， i Fdm, 0 -- F(0, 0) 
f4(0,0) = im 7g 
oua Fide, D | 0 
Ha = dm Tia dg 0. 
同样 可 得 £40, 0) =0, 
死 时 


du— du [f (Av, 49) — (0,0) 


— EFO, 0) 2a--f,(0,0) Ay] = SY 


p aes dp 不 存在 ,区 两 数 了 (ey) 在 (O, 0) 点 不 可 微 ， 由 


my YARE, 可 微 与 可 导 是 同一 同事 ; 而 对 多 元 责 数 
FR, 贪 导数 存在 不 一 定 可 徽 , 但 是 在 一 定 荣 件 下 , M SPACES PORK 
性 之 关 有 密切 联系 ,这 就 是 下 面 的 定理 所 指出 的。 

定理 4p fl.) Efe, p) deg (o, D FECE pO E 
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ft, HL TESK— HE FPERDAE 68 DEBERE u — f (x, y) ER RT DHL. 
【证 明 】 PHE duin FIERA, 
duf (s> Am, y-t d) — fio, y) 
=| fist de, y+ Ag — f æt Av, 32] 
Hift de, y) fley]. 
BUF4xSR fo A fy 均 存 在 ;所 以 当 de, dy ahap, AIAH h f 
d PRAE P HAT f 7 4-28 LUI 
du FEF dae, 4-014) Ag FFs (5-034, y) o 


(o EM 2 e 1) , 
UE T 户 f ER, y) ER, AmA 
fiat de, YHA A e fym, y Ha, 
folet adr y} fale, yp HB, 
而 当 4e—0, dy 说 站 村， a, BB AGFS, PE 
d= y) detfe, s) dyt B ded-ady, 
而 当 dwr-30, dy 一 0 时 ， 


Vm ly t9 


由 定义 可 知 , 这 就 证 明了 了 了 (%, y) 在 点 (7 y) PR EFATE 
毕 。 

xb. 六 及 访 的 速 粮 性 只 是 可 微 的 充分 条 件 , 并 非 必 要 
的 。 蔓 者 可 以 作为 练习 来 验证 下 面 的 画 数 

2.1 fein — 2. 
m »-| (m2 s?) sin E z?-4-9? 3-0, 
0, £—39-—U, 

在 (0, Oy n ft 48. fa B f, tedEITESS NOR ERE CELSISR 6, 7, 8). 

1c— Et 2 Gt ide AX 

du - fin, ydet file, dy 
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中 的 de, dy 是 不 随 e, y Y AERA TE EE XX 25 v, y TER}, du (5253 
$, y PRR, RR E EI AE EET ide e e O5 A de. dy , s RT BESR 3X UR 
Zt] e f 73 , Dan c4] 0] EAE SC AC OCURRA m re rM: 
d*u = didu), 
d'u -d(d" *w), 
HF dCfZ) Jedet fiuty, 
alfo) -fiede c fo dy, 
因此 ,出 一 阶 全 微分 的 公式 ,可 得 
d'u— d(du) --difide-J- fd) 
—d fajde t d (fy)dy 
— f dat -2 2, dz dy-- f! dy, 
MTA le i EH v fp GABRA R, SESS 
全 微分 有 如 下 公式 ; 


» | Of n—r 
d'u= $c: Xena dady” 
ETT du - (daa. aw) f 
T esa ey Y? L3: 


Jr (Edert dy) JUR —RÀRSEREB, 在 形式 上 可 以 象 一 项 
式 一 样 展开 , ut CL) (T) SRR, BRYER S 
的 导数 运算 , Plan (2Y facitis.) SEP o E d 
数 , a I (2) (2) f serat e, y) 关于 4 求 b 阶 、 关 
Tack riesgo, U TT, 等 等 。 


此 公式 完全 类 似 于 求 酚 个 一 元 函数 之 乘积 的 高 阶 导数 的 某 伯 
BR AAJ, P ELEC UARS Er BH 
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HA n d pr RE 
du fide--fidy, 
Tire SU ET ESSI 3 XE ik EEA JRÉD n— Lp A E 3p, E R 
ncm Mns RAE 07m 3 M Er, 
fo d BU n= m bir d 


1 of — 
> ER my 
d^uy — ; Cx Av y , da v dar, 


T——] 


o"f ge "Hf Hu of 
de )- Or" rh t ed ür' terti dy 


A CL-MOL -—OLa BREA, 
三 、 复 仓 画 数 的 偏 导 数 与 全 微分 
3X — BEPEPISE GT E E EIE URS UAR, OEIL d 
数 可 寻 计 如 下 的 公式 . 
ax uf. y), Mm, y SEED ed s, t gd: 
w= ps, M y= h hs, 0, 


ax Om em 
此 时 , 若 00, 09 及 ÔR, DU ae c Gs, DII, tfi f s 9) 在 


TRI T (s, £) Bü Go, 2) 可 徽 ， REER: 
óv Ou ôs 2 
Bt Ue i E at 


P: 
Ou — Ou Om , Ou Oy 


s Ar ðs By Oe 
STUPFDERESHES— GN. PA 5 Miwa dé. HUJHRNRSAOET 
多 及 9 的 改变 量 
da= p(s, t4- d) — ole, D, 
=p is, t+ A ws, 2), 
外 于 fic, y) 可 徽 , 所 以 有 
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du As ds m dyo (A daa 9^) . 


Au Ou 4m y, Ou, Ay ols da? d dy?) 
dt ês 4t ^ Oy 4i ET ! 


dT o, OR 1 ittis { 因为 Ao, Y dete), 因 之 , 当 dco 
A 4e— 0, dy-— 0, 从 而 


i SOLITA c (oC C) CR) ) 
T SOR ub ERSTCTC,. BLEUR 


ous — fim £" .. Ou Or , Ow Oy 
RO dee dt 0» — OP dy OL" 


完 验 类 位 地 可 以 证 用 第 二 个 等 式 ， 
于 面 讲 斤 个 特辑 情形 。 
Bufi, y), m v, v IKSRT 4 Ede 6, Bl 
多 一 多 的， y =p), 


Tu — Ou do , Ou d 
[ i ta y 
则 有 di^ Ow dt oy ` dt* 


ER, ie, y 是 自 变 最 s, AR AR uik e, y 而 变化 
HRK TF 6, Un 
u= fiT, ys I e= pis, i), y=, E), 
那 来 ,就 有 


Ou _ Ou Or 4 9u ,Oy «(c 
6 Om Ə tay e 


等 式 右边 的 最 后 一 项 ， Rice 人 (ea ELT 
"Esiste m RREK Mitin (7) 是 表示 在 画 数 
u—f (yu, 0 中 把 wy 看 作 常 数 ,对 + RETZE 2 是 
Bode uf (pis, D. b, 0,0 中 把 OTRO CR ES 
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数 , 二 者 切 不 可 混淆 。 
最 捕 , 我 们 述 丰 强调 指出 在 导出 这 蛙 人 处 式 时 , 苹 数 了 ww, 攻 在 
Bk (n, 9) 可 徽 这 一 条 件 的 重 蔓 性 。 例 如 基 虑 丽 数 


fo.) -| zy aj y x0, 
3 T=Yy=0, 
TORRE eO, 0) 发 7,0, 0) 均 存在 , 但 在 点 (0, 0 不 可 微 。 此 
Med oci y USATE uc S, FET SL, 但 是 ， 如果 代 和 
上 述 第 一 个 特殊 情况 的 公式 ,将 得 尖 


d " " 
dé 70 0 + 1+0, 0) +1- 


ARRA ENARE Se Piet, 33 — HE PIED , A VIP ERSTE 
情形 , 对 多 元 两 数 而 理 , RUE SERHE. HEARR s 
式 还 不 一 定 成 下。 

TBR ESERE EANA. 上面 这 些 到 式 ,同样 可 以 时 
出 复合 泵 数 的 高 阶 偏 导数 的 公式 ,但 是 ,宇和 们 在 形式 上 弃 繁 正 久 不 
实用 ,因此 我 们 不 停留 在 公式 的 扒 层 上。 因为 在 具体 运算 时 ,可 只 
乏 次 应 用 复合 面 数 一 阶 仿 导 数 的 公 这 求 得 。 下 面 我 们 举例 来 胶 明 
蔓 合 丽 数 的 高 阶 含 导数 的 求法 。 


2, 
[8/5] muss {ey D) R E, S, E 


RRC HERRE AER 
uwcf n: £s, n=, 
JORÁE EUR SASX MA 


PRECES 
ôs 8E ðn ör 


Y 
z 


eu eu 
CR) ET s 
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SARRIEN s ASEME Se ， 33 
WEE, y BS owe n c. 的 复合 两 数 , Disi Tio Spem 
AETR De Bohr A 


eu , Ou ë , Pu ön? 2y ĝu 
E Y E3 E +2ay| aiT 8e | Afon Om. aw $m 
u A Pu Ə , Pu 2 

TIL ónétb Os am Ox 


3 
-2 $é 2oy] 20y -SE LA eu J+ 2y Ou 


P ELEM vw ân 
9g ðu —— y O9 
3 [2v en et g7 E Jj 
Lauro D A Pu Qoa Fu 


VC "s Xon a ow 
+2y a m pu 

局 理 , 可 来 得 

DRE REED RE e E 
BÉ PETAT Hg 


oue EE HE E 
ELI 
(an n t2) 


Vim, dele SERERE P BUEN SOLUS — 0L EE Jo SUN 
Uo. ERRADIKAL RER Ub E Ra roit 


$3 B5 XC5 say 


Zu ,Ou AE. ByE HUE v 基于 E n BEER 


导数 ， fni Ba £0 * 
y’ gat 
Xi US RR Re £o Bap. A USER RE o. y Modi Orb, 因此 重复 应 
用 复合 南 数 求 导 法 妈妈 可 求 得 。 
ERA Y BERE SD D 
pi Eum 
3e S AR EORR BE ER, 同样 地 三 


1 eof (E 3 o "oL Ug oa, 
fz ör fu= oz AA 


等 ,于 是 上 鲍 中 求 得 的 千代 就 可 改 守 成 
Ou 2æy fi = 5 f* ` 


ôs 
eos -4 2 4. y V NM, 2y 
Qe aA fury yf f 
M 2z*y Fg fi — 5 2 一 1 f*. 
gbu-fücyis agn. R E, 
06] dku-für-tytr wy. cR xg" 
此 时 有 
VS ety 


aD — Fr Qi s) af at age fia tif. 
HEPREAA gh n] 48 HE HAARAA RE Pa EET 

u= (md yr zem, 
£—e--y-cz, n= ayz, BRL 


MRE u= fu) £n, 
fe. fiie, 
m —e""|[1--yz(s yz). 


于 是 E 
fun, fua, fn £e, 
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Moi 


Pe — elym 2 
ETP Listy z tey (oy F2) M z(24-94-2)] 


=e] Go +i) + OL Heyn (2-9 4-22]. 
TERRE- Tb BARI ZA A SX, 上面 我 们 比 导 出 
4r, y ABTH uf n, o) BRDA 
du -- f dat f dy, 
EEGA uw f(e, y; e p, O, y—d(s, D WE SRI Ed AI 
形式 : 
dum De det M di 


8t 
(99, Ov V ES .Oy q 08 y 
Br s a AL ds «GE Ty c at 
- (2n P uf Oy y Oy 
= (or dg DP de Y> d Y det 2 dt) 
nu oq? Z 
= -a dz + 2,9. 


BUE SUE ES e, y 是 自 变 量 的 情形 一 样 , REIPIILAE'E DEOR 
一 秀全 微分 的 形式 不 变性 。 这 是 与 一 元 亢 数 的 情形 相 类 己 
的 。 

RARER, Lh, 在 复合 夯 数 的 情形 下 ,dz, dy 也 不 再 是 常 
量 ,而 是 3, thi, A 


" fo ,Ou , 
d^u—d (du) =a(% de e dy), 


i 4 (aa) -a (Zi) dst Gd (us) 
a 
= E da? - , u ; de dyt ^ E c, 


i Sie Me IE ii 


人 sr "4 
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同样 有 
y 2n LL 
(S dy) um do dyt y Pu. 
因此 
a Pu e Ou pa Ou qa, i CH ga, 
du — P d2 jay 1" dir oy! d TO d^ » dy. 


'ELELASBE gita EA ESSE 

四 、 洪 和 任 般 方 庙 的 导数 

前 面 我 休 引 进 了 伍 导 数 酸 念 ,按照 定 尺 可见, 我 们 在 引进 夯 数 
fU -f(s,y,2 基于 某 一 变量 例如 基于 e ms, WES 
EUREIT F s 困 的 瑟 向 移动 , 因此 了) Aoc did SEE 可 以 
BERERIN re mgseqpae, FUP) OECY y cR c Bud SE 
Ip tig aeo Un MER y ux cuhbudpIESE, IBfESTAESCERISINS EU 
党 还 需 知道 LP) BERAS Fg f03€ 465558, Plu, 车 FLP) RRE 
dEX — RARER P Bod HE. BUSASSMEBUIABUAUm ER SLE S HER 
TRUCK RT da BEutY 


任何 方向 下 降 (或 上 | 
升 ) 的 速度 ， 这 就 自 "n 
然 地 引导 我 们 去 研究 | Pd 
f(P) 沿 任何 方向 的 1 2 
DENE, Jen E Pod 
沿 任 何方 向 的 导数 问 Lo L7 
题 ， 下 面 我 们 就 来 下 | i LN 
HAREEK eL y 
向 的 导数 的 精确 定 
X. z 

EROR E (PO 定 morer 


JCEX— UE BRA, Pn, y. 2) ARREA Ex, COSE P unt 


262 第 一 入 。 uim Aoc NUT AP: 
A ARR, ik P (at dz. 3 十 ,十 4 AA L53—f63* 
A 2-4—0 , mE |PP' dE P, P' ARIB RE, m P, avt 
HHT P, mn. 
FP —f um 
PP EU P, 

存在 ， HIRR Oy fo. v. D XE P rd UB d; d Se XE. an oy 
Sf a. Ofim 3m) 

8i i al . 


车 Sie, y2) ERE ARA Ab RE, P ARES ETE A AUN 
尾 何 育 商 了 的 方向 导数 必 存 在 , 旦 可 肯 下 面 的 公式 来 表示 , 印 


9f (o, ym 0f wa of ef 
>i z cos (L, a) 十 E? eos (E, y) Y cos (i, z) , 


Xx 0,2), 0,3), 0,2) ZR ISI P G SRE fu) zm fd 
的 夹 角 , 
我 个 知道 庆 向 了 的 方向 余弦 可 表示 为 


cos, a — 4 


TEPT PP. , vost, D= ib cos(1, 2) — [PP 
AFRE S 在 三 点 可 徽 , 故 有 

JO? —f GO») — fias fi dy tfd +o (s da? 3- da F dz), 
TE 


PPEP y de a» 
[P] fe pip HATEPI Bs HE TPI 
o GV da dy Az y 


HON ES. TE. 


mx PP] Ks da dg -d2.8:7pp05 P'P ip. bpi 
êf _ - lim EP D 
el 


PAP P'nm 


- f. p 9f ef. 2 
zg OSE, T) 上 p eos (1, y) + 3 eos, 2). 
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xd ied Pr um ub HH RU 
3X. X&— 4 3X Uy dX eH 
dor E 7g qe) i3 Nj 
E rA 3c FH BS b SX 7p 
法 。 

在 平面 情形 ， 妇 对 于 两 
TERKA fins) 而 言 ， 
iTE— 528 2; la] E A SIE 
数 就 是 上 述 情 形 的 特别 ， 此 ° | 
时 盛 立 如 站 的 公式 : p 3-43 


2-8 cos, 2) + ^ li eos (1, y). 


82 二 元 夯 数 的 泰勒 公式 
现在 利用 一 元 夯 数 的 泰勒 公式 素 推 导 二 元 夯 数 的 泰勒 公式 。 
定理 车 二 元 团 数 = 了 (vw, y) 在 点 o, yo) He Ry 其 有 站 
H nti p I UII 


f maths go) =f wos yo) (A E È )f tos vo) 


] /, 8 2y, 、 
ur (^ p" tb) J os Yo) 十 


1 E] , 0 x .. 
TU (i EN TEX, ) ECTS 
1 à . a [a--12 PE 
tano a ) feot oh, OE) (OSOE, 


à 
这 里 记号 (n ê VU E, 


» f. y) mrt Xy 


(y 9 ,0 mee FF 
GTP feno Sow DL 


P: a s n n — > ae e oaee 


264 HOA Au ZAARA 
[AE] RER, k Ah, 0s] 时, HS BERE 
uil — fux d- Us, gu dodo) 
显然 有 ui = fs. yo), 
ull) fA, yat A 
A COL BPO s SEC IX, UT ELS ER 


cud uL EU V un y Q wd) 
u(1)-u() Fi 十 十 ET 
aminy) 2-8. 
eir USD. 
由 于 
du (€f, Of xy fg Ppp 9. 
"E (2 he k) 人 Lk a) th, ya tik) 
一 艇 地 ， 
d'uso (E NES yk Of 2 
dp TEPO oh k dy 
RPM 
-( ox TE 3,) f üxa d, yo tI), 
于 是 
v) (a P u^ y fe. wo) (pe 1,2, o,a), 


8 
m 
这 样 , 代 大 上 趟 ,就 得 到 二 元 押 数 的 泰勒 公式 : 


了 了 二 下 go 二 下 — f Go. do) 村 (i $ a tk 和 SIZ Tys Yo) 


int 
TET (n Ê +k -) "Fn Uh, qud 0b). 


1 ó Q0 y. ee 
于 „(a -+k E 了 Grey tho) 十 


7 Ern 
su e E fto, o) 


ày 
1 à p AY 5 "P 
Tei (^ ds u) Cofunsteh. SD (Q6), 
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FEER np DAS Jg dm TIE, EEUU AE DAAA: 
Af (9, Yo; =f woth, Yot E) f xo, yu) 


, l ng 
af (Go, 99) + BT ^f Gro, Yo) + «ee 


1 


+ ai $79 Yo) 十 d HF (aot Oh, yo OR) , 


intl)! 


$3 二 元 函数 的 极 值 
上 一 章 背 半音 过 .一 元 夯 数 的 机 和 值 ， 一 元 向 数 的 极 值 定 尽 可 以 
TE) TE EG Ek Ab USE - EUN BOIETT e 
AREE foc. y) 在 点 Moo, yo) 的 邻 域 内 成 立 不 等 式 
Es YF (8, Yos 
HJER f(x. 2) dE HR Mo CBAR fixo, y). 点 Momo, yo) 称 为 
Wit j (2, y) 的 极 :大 点 ;类 供 地 ,车 在 点 Melao, yo) uS IET ux ar. 
不 等 式 
fig, 9D) ze f ito, Yo), 
HE f Gc. y) fe ex Mo NCBI Ro] d fito, yo), 5 Mo BR Da d fe 
JG, 的 檬 小 点 。 
极 大 值 与 极 小 值 就 称 为 极 值 ; 棋 大 点 与 机 小 点 统称 为 极 企 点 ， 
AES, J, y) 在 点 Mo "EXE BAR — BR, REEL BE o mak 
HE f. o) RE ss CH DEO 3 AER EERE ERR 
BEEF , 相知 有 
ALIE 


xc = =0, 
fi] 388 a, AEA 
Fizo 0. 
Cay | gm Yu 


AER FEAR foe. 2 Wie eft nk Moro, Yo) 有 
Bií& &' I EAR Id 


a ee ' 


"66 SOMO PME SERME 


Of (vo, Ya) , Of(Fo, da) 0 
e "n ^ 
ALH PEIE dF (o, Yo) — U, 
AB IE XR AR TPERESE Ae, AA EC — my ERO, UI 有 
f, 0) —giuo-0, FO, 0) m cuo; 50, 
AER BRL Fol Xn JL fo Ep XE di — Ro Ex BD, 因而 在 
(D, 0) s ab SR CETERI TC. 
VE , 在 候 导 数 也 存在 的 点 处 仍然 可 能 有 被 笨 , 例 关 : 
qw, e0, 
zi 一 多 gU, 
'EX Y OY 轴 的 两 个 生硬 。 显然， 及 x=4 的 点 都 是 丙 数 的 极 小 
A. 但 是 


v0 时 ， S1, eO 时 ， Zi, 


即 在 “一 0 时 候 导 数 不 存 在 。 

ELLE EP EE MES 
存在 的 点 。 

kr. Ert: ER PDC BE RR. ,首先 要求 出 所 有 使 南 数 的 全 微分 

等 于 零 或 饰 导 数 不 存 在 的 点 ,然后 计 论 论点 周 关 涂 数 的 变化 情形 ， 
以 进一步 剧 定 是 玉 有 棚 值 ， 为 此 我 个 讨 莘 4f, dy fr, o 的 一 切 
二 阶 导 数 连 绕 ， 出 由 素 勒 公民 并 注意 到 在 极 值 点 必须 df (wo qu) 
=0, EUN 


T 


Af — f mo Zi, yat dy) — f Uto, Yo) 
x Cf. (ma 3-8 Am, qo 0 dy) da? 


+2Ffs, Gn 3-8 4x , go 3-0 dq) dedy 
foU E Ag. qoe dy) 44). 
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HF fan B5] 7 RE Gro. yo) 连续 ,起 = os (me) 
B= fite. Yol, C — Fono, yer. MBAR 
fA tÜÓdrz,wyad-Üd Ata,  a-90 (Aa 0, dy 20), 
Ji ot 8 Am, yo- dy: -- B4B, B-O(da- 90, dy 90), 
fas 8e, yota da) =C By. yos ds), dy>). 
于 是 


Af = i A Az? 4-9 B Ar Jy 4-C dy] 
+4 [a dz? -- 28 dedy t y dy?], 


当 二 次 形式 一 A447 二 2B4rdy 和 Ody PA R, 注意 到 当 
dz—0, dy-»0 时 ,ay B, y EARR hE, BETER Molta, Yo) 
的 一 个 邻 域 ,使 得 在 这 个 邻 咸 内 ，47 的 符号 与 P 的 符号 相册 ,而 
Xpd^f —O0 b, AF 的 符 续 局 取 决 于 ad 十 38 Ae Ay t y Ay? 的 等 刁 
了 。 
对 于 de, dg 的 二 次 型 

dijo dd 4 B dedy O4, 


EBARA JI 
i 5| cac pa 
|Bo|"^ 7s 
SUPPE DIT ER 


I? 3p 170, ji A0 Bp, Hü d/-—O0, RETA Af-0. DOE 
了 lz, g) 在 点 (20, vo) 取 模 大 值 。 当 AIO 时 划 df 0, REA 
Af 2-0, BR P (m. y) E RR Gro. yo BUR MR 

20 xp II 0, HRE rs, wo JERIA., 

3^ XP H 0, Bip Zf£ B TE AS E— h adis! 284249 
coy d Us. 

UEan RRRA, — BRAEVIMESSEIORE SE X 


e HT uma nm uR ns mmm m POUR s știa E "CC De eme - 0 se 
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FRAIA AI CBOERUEESRTE. D o—RBUEGDSCmBSEB 5 
EYE BE TIE]. 
我 们 上 先 应 用 一 深 形 式 的 有 关 理 输 ， 可 以 很 简单 地 战 得 到 了 策 


dir 3x ASIA Ag 24H 7-0 fl A OBI, DOE d f BsáuEI Med f 0, 
Bai df 0:24 H 7 Ori 42-0 pp , — 2E d? FOX IE SEIL AR 7f 0, 
Min d£ 20; 9 H-0m, 0E ROGER, PEEL J£ Js pie TE: 
当 吾 =0 时 ,二 次 形 是 在 其 上 de, dy 值 上 将 等 和 过 ,于 是 df 的 
TIE SU ZEE b PUR T 

BAHA TE HERRE TAa T, Ar A: 

1° A —0, 

B5. AC >O, Bp A £3 C [o] EF, LAD de? t dy? 0, 所 以 

Ad? f — (Adz- Bday)?*4- (AC-— B> dg? 0, 

BUB d^ f *s A In] H3 LRL 

当 AO ND, df 0, IEI fr. DER (So. 9n) BAA E. 

当 .4>0 时 , A f O0, E fUr, y FER o, yol WEE 

2 万 一 0. 

ü $ AO, EIE: 

Ad? f = (Adz-- BAg)*-LAC— B*) dy’, 

TE, M de30, dg—OpBb, APS 790: Mi AZd4m4-B45—0, dy 40 
Bj. 4d? f 0, 此 时 Af FEE, 

(3) € C-0, REW 4 ';C, Ax tidy HREH gs, 便 可 得 
3.5 (0 [SEE BS ER i o 

(id) 4&4 A—C—0, B0, 于 是 d* f -2BAzAy, R2, 

当 drdyl0m,dgdf-0; 

当 Amdg-0 Bp, d*f 0, 

AA Fg 互 <0 时 ，47 符 号 要 改变 , 所 以 当 五 <0 时 ， 
B f (n, 及 在 点 Mo 无 极 值 ， 此 时 点 Mo 称 为 鞍点 。 
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8" H0, 

38 4x O, Bi] APF iddet Hd? 80, 8; Adet Baa ON. 
d'f U, JU Af Foi SSH d d'Y 来 首 定 。 

PON, REH AMA UG HI -0 MOS SI EET, 
LI P IP Med p purae XE EAM 

Fysi dRIFIORECRE JL RIT: 

[P1] 讨论 南 数 o o 4 Lo >0， q> RRG 

此 时 

200 oy HW 


Ep. d 
d + y 1 
P 


7 
M æ=0, y—0 时 ， 
X -zy Q, 
Bi ELTE AmA, HE— 
PaA 


B- 
C- 


由 此 H0, WEER OO d 
数 z 有 极 小 值 。 

在 几何 图 形 上 下面 数 表示 着 硅 点 在 原点 的 椭 辕 抛物 面 (图 
2-4-4), BAREO, Oo SUB BE) f 


[W diio o - d. Q0, 70) 的 极 什 。 
此 时 


v ] 
加 一 一 ， zu 


p 
亦 可 看 由 在 (0, 0) EC HEBE HERR, H 


270 ACE ANE 名 元 页 次 的 微分 学 
A-l, B-o, Q=}, 
p 4 

从 而 1-0, Diis foc Bei, 

TE JURE. Ev" EAREN pd T CIS P Fer , [KL ffir b SA e (0, 0) 
EXISCH TR. 

基 后 ， 我 们 理 简 略 地 计划 一 下 多 元 而 数 的 最 人 值 和 最 小 值 间 
Bü. RHS -y (w, y) 在 某 ADDERE D pE H US. bs 
Te D ARARA Colt dico ED. RRE Mo MTERA, 
ITE SX ki Cn e Sg ACD ME CoU RC] MGR V DRLIG AEA E RO 
到 最 天 值 《 或 最 小 值 ) 的 点 必 是 概 值 点 之 一 ， 然而 两 数 fiv, y) 的 
最 天 值 * 最 小 值 ) 亦 可 能 在 区 域 的 过 办 上 过 到 ,因此 ,为 了 要 找 出 画 
Zef, yp 在 区 域 了 上 的 最 大 值 ( 或 最 小 值 ) , 必需 要 找 出 一 切 
有 棚 储 的 内 点 ,算出 这 些 点 的 叮 数 值 ,再 与 区 域 边 界 上 的 责 数 值 相 
ha ME T RD Pd t Lg Sd HS. 
大 值 ( 或 最 小 值 ) 。 通 常 ,也 往往 把 可 能 有 极 什 的 点 { 即 fa fy 间 时 
汶 规 或 有 一 不 存在 的 点 ) 处 的 岗 数 值 到 部 算出 ， 拓 与 边界 上 的 只 
数 秆 各 凡 比较 ， 而 不 管 这 些 点 荐 否 极 值 点 ， 点 洲 喝 币 断 极 值 的 腰 
tHo 

[例外 惟一 长 方 体 二 边 长 度 之 和 为 一 定 ,就 间 三 边 长 度 取 怎 
样 的 比例 闫 和 桑 时 ,所 成 长 方 体 之 容积 最 大 。 

识 长 方 体 三 边 之 长 种 为 5，y, z 按 题 意 就 是 要 求 

F eyz 

在 4 十 2 十 2:=4 (4 为 大 于 0 的 常数 ) 时 的 最 大 值 。 

Hz-a-r-yTftA V8 

V -—sy(a—c—mu), 


此 时 合 
e . 
-ar may 20y ~y’ =Ù, 
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aF 
y 497 q” 3m = 0, 


AR, HTAR ey 0 OLER Rad a esy 
- z, Jtyz—a-m—y- P BZR LE Se f vr 7 48 
时 突 积 为 最 大 。 

Bu 3 使 我 们 看 到 了 所 彰 求 限制 极 箱 的 问题 ,也 就 是 在 条 件 

zcbyctzoo 

AIRRA TF, dU V = yz ARRE, Enh T —REERTE, PI 
ERE 85 dp p RS S — is R n9 7E. 

[54] 就 在 4 轴 , y dh 5s ICE o d-y — 2c 国 成 的 三 角形 (图 
2-4-5) ER x t 

tin z d- sin y — sin (e-+) 
的 最 大 值 。 

此 时 ,我 个 有 

e. 


— c COSS — eos e+ 
en ( 2 


eu 
dy COB y — COS (r --9/) , 


dep eas Dues (Ir I) 上 
Pi ARIES MTE AÈ bai 

west v 3 ， 夫 为 在 区 城 的 边界 ， 即 再 粮 o0, y-0 及 
sy 2a ERRARE Kie, HABAR S, -等 ) ei 
ARK, 最 大 值 为 SY LE 


L. SCFFISR — Er f CS 


Cr da sem pora tta ron pessum eoa em te 
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=; SA aoar 
dy u 》 
CQ ucc H PE DELI ME 
LJ) a= g? £97 tli Bay t ys DEL; (0) uet; 
C m= iH): (8) Moat”, 
2. R TF PUER ERRI n MO AET 
Q3 u-—ri-egukb—dxmg, 0, da dji 
T . a 
(2) u= v aya aoh Iu ih 155 
(3) e= tsini ty, dO: | To H ; 
(4) uo IntzuEB, (Mm E. dl D, 
8. cR TF FUP AE ECHTE: 
(D u—sinizi 55 i (2) uci meats 
CD wes (43 uri 
(5) u- va La (B) u—In(zi? pya -23, 


(A RE PIBOR EA T E 
Ka 下 一 Sin 十 阅 二 cos et, BDES oiia T 


(2) w— 1 In (x3 kyn EURO RSS 


y 
(3) us In(zi, EF ; 
ote eu o. 
(4) u= hn ias byte ME Bd A 
gue 
(B) w= (rrp) t Qr. axPam 
ArT 


(6) &—a« yere, 


5. eR FF de et e CAM 2 


Ax? uar" 


Dusi naky, Mw; Yn 
(3) ‘w= Bey G-a, d — Win tn — du; 
{ 5) à la (z--y) , dw: — (6) w ente, d^u: 
(0) iu XQ) Y n, d'a; (B) u c fix y ami). dw, 


(6. WEBB: fy) m Fry | 在 (0, 0) lits 720, 00, 10, 00 存在 ,但 在 
(0, 9 点 不 可 微分 。 


3 dH 278 
T./8EHR 


TH 


NE E 
fy 4 MO moer 


Ü, miyim 


wh, m HLESSE BE EE EFE Footy) 3 iy (L,Y) TR. VIR "E M, 0) d up f E) 


. maj) 0, 


1 
(24-3 sin "TT z2-payim 0. 
Fz) = UU 
E qii —0 
HI Cr y) e fins 1 (EHE, (0, 0) enm) ETE RR ER, (8 
fe iO, ur. 
5] oc) u=? Bey Ry; (2) uz 


(3) u—nre eos J , 
H 


A2 RE] 
Abg vpmmp 535 O 679 
BERETA PEE 
10. g& 


qà— wu 


4 


AH 3p ya 
fo. = TIY 
0, 全 人 


a 


JH ya 2D mal m fy) 
HH aE Bry Py PS = ETEN d ATINI m 
了 1， 录 下列 酌 数 的 -一 阶 和 一 阶 仿 导数 : 


. ; du du 
(L) =f (ey), Hub =p tos 8, y= posing 地 为 常数 ) ， "do! FX 


1" 


Qu wr HE rf. gy 
(QU a= iey, HE nsi. y=; 
(1) wf ut iu): 


5) ef (s, EMT 


5 
T" 
(6) me f (aye bay Eco, auno Day tear), 
BM — 078 
12. 3K duct ap 
(D) ukc-ginccehgy (3 HW=Inv zT yi, 
P A. Aay ; 
18. 求 du ai + EE =fr tyt, Hy, 


16. Æ Ww, np iy y AM, = = reos d, Y=rRn f, Hh E = Sin 
OW — Ou. mp 0l êr 9v _ læ 
dy m. EAFA aS; a rO Bt 
17. RAE o 6 T xk. Rane PY un 
C) 车 zar o( 3), KI 27 L- -p y $e aagi 
(2) 落 :一 (ca 十 加 ) T HER 
GE z=% ee (oe), LUE ar cau +y3=0; 
(4) 3 u—pizca)- oan, BITE san TE 
Sw o Ox e . 
(5) Æ wary ter) a 2 aa à =0; 
Da— E . H` a # P eo^ 
(6) Xx "co (4) (2), uca ET +g- ACT 
18. CEPI S SO ees (t —1, yo 1) MEME : 
(OD On = Ua (2) FL) zx". 
19. 3 — 
{十 了 上 
(2) fix,yp-siniz-ty5, 到 三 阶 为 于; 
B) fy M l-aa—am, EIE 
(4) f (LY) = e? cos yy 到 一 阶 为 目 ， 
20. Bc HX eD E 1) BNENONCRE SERRE P'ix,y) cert" 里 开 到 四 歌 
HAs 
21. gE f(e, 2) 5At By3 + C -Dey + aist Ey: ie h, kcgning 


p ATIRE LEA E 


. 3K e EE da E a Em REA 


(D =i y (B) u= Cam, by); 
G) u—f(zky. ey) (4) u= firi 
(5) wf? ry? E22), 


SX Pu-f.r0—9 vaina, Job £0) XR fl SABES 


Oh. | 2 —— d , L du 


xi ys dð r dr” 


IESEREOE BET. Sth yb. 270. 


- 


23. 
24. 
25. 


E ia £z 


RF SUBQECHSAR TA z 
(3 一 
(3) zcs(xz—g 95: 
QD ze Bary- Ly (a0); 


(45 rm wim æ+ eos y j cas (r — H) (08 x2) 


(8) e: my JE - rA (a, 6-025 

(6) zesin gesin y sin lety) (Lm. 

SEUJER EE -= (1 el cos z— ye" 有 无 穷 多 个 板 坟 佳作 正极 小 值 。 
在 已 知 周 长 为 mp 的 ， 切 三 角形 中 求 出 面积 最 大 的 三 角形 . 

有 RH, W 56—22ee, SUTTBSPS ESTAS — FR. GUEST EAE 
WR BEARES agn v C FED; 


mm 


第 五 章 


一 、 隐 画 数 存在 定 建 
dE S8 — 18 PREE f Y ik RRES. CH D E 


E ER BUE AE REIR , RHONE 


XEM: $5 BR PS CORE Au DC RE) 每 一 个 值 %, IDÉES — T DE VR ERSTE 
y EX 7; FE HS. y BUE c ICE, PERTE AA y E 
z RHR. Dum? ^E P 8 OTR E Go, y) - 0, 和 如何 来 
断定 对 某 一 范围 内 的 每 一 个 秆 2 6c fec — T E EE y Tr 
是 这 个 方程 昵 ? 换 条 话说 , 在 什么 笨 件 下 , 由 方程 fw, y) 一 0 能 
HELTRE? A ut ACER SS or] EDREXEUHT ERE 
的 求 导 法 区, 但 在 那 时 候 总 是 体 定 出 方程 P n, y) 0 BTE XCTI 
B y — FUDORACSTE, 而 旦 述 可 导 , 然而 问题 在 于 ,这 种 可 时 的 讽 


| 


和 一 十 
i : 


fied ET a x. 
iLi k p CT IB RU R5 
HP, gn AS or IBI CH 
2-5-1} 
nd cag =l, 
ARAE EE, TX 
HAH M Spb pE HE 
HEE TA pir: 
y viai, 

AA Ee U pE 
连结， 并 有 只 有 过 转学 数 。 


POA War 隐 男 数 存 在 定理 , 男 数 相关 Pu 

[i| Effe CO, — 10 3€ — ex JH SEC P E- -e a Y" — iie: 
y= =s l, 
"EXE x 0ER., HA E e, 但 在 (一 1, Oa, 0) 这 
两 点 的 尾 何 分 城 网 却 不 具有 这 种 性质 了 ,这 时 对 于 e -13 pg 
城 或 x1 的 左 邻 域内 任何 一 个 利 ”和 ,将 效 短 两 个 值 Y: 
y= 

区 此 唯一 性 得 到 仍 款 。 吡 外 还 容 扬 知道 ， 单 位 图 在 (一 1, 0) 点 和 
(1, 0) ALAU REGE JE" t 由 的 ， 因 此 在 这 两 点 处 不 存在 有 限 
"dx. 

i ER RAPPER Fey) U FLRONE RC EE RAEN, 
FEAE, rix i Pj — Ee CNISCAR £e dE CHE BUM 
Br. XL. 4€— REBSIROE D. T SG Dr IBEX 09] THA AA 
2k BIS Bol H REDE IX 2. — C PHAR Fe, y), AAIE RE 
出 的 一 个 方程 

Fia, y) —0, 
SE-F HIA S ZU RE EH He ETEL n n y — fn). 以 及 这 个 图 
RRRA, RE RALT AGBAu. 所 以 我 从 害 紫 计 认 在 什么 
条 件 下 ,在 适合 方程 了 (xz, y) -0 的 点 的 某 个 分 城内 存在 革 样 的 车 
数 , 它 并 月 具有 我 们 所 需 赣 的 性 质 , 例 如 连 粳 性、 可 微 性 。 

RPA Page IE dz del]. &ufef PA 56 F (o, 外 的 
性 质 来 断定 由 方程 ix， o 0 BIER E RUE y f G0 是 存在 的 ， 
HHZ KAGA EA Epe. AA EAGER] 下 面 的 儿 个 定 
H8 hic Fe Do Ee LE RF TE EL 

定理 EHR Fic. o OR DIT ATE: 

CÓ XEDOR Dry awe xg re, guy yr EXER: 

(2) 在 区 域 D. ERAY A v BUE a SEE 

(3) Fm wo] -U: 


ses ATA PaE EBRA HAH 

(4) FG, pEi AST 

RU: (2) ER (xo, yo) 的 其 一 都 城内， 由 方程 站 io 能 
ME— 1665 E y 7) sag Ey cfi, EH wo=f (zol。 PAD) ES GE, 
y fr) dist UTERE vo RLE T SB BE Ot, v) FN, 'E 8 JE 77 RE 
Ps, f(z))—0. FEEL yo =f (vo); 

(2) 3 一 了 人 在 O (ro ») AE 

(3) y= f (e) E O (roa «0 R RAER ER HR 

[RER] (Hd 2-5—2) ARAR Fixes Yo) 20 GE Ey E Yo) 
<0, 可 以 同样 地 考虑 ) o 


i 1 
i i 
1 
d 
I 1 
i 1 
1 1 
Yo---- |----d1----- Fo 一 一 ~ 一 一 一 
! Maga M 
1 i 
i 
1 1 
1 i 
1 1 
Mec bpe- 上 1 1 + 1 1 
t 1 1 t 1 i 
, 1 1 F 1 H 
l 1 i i 1 1 
上 1 1 上 一 -一 一 上 i t 
ü Xg-4  Jg7" i E FEX ETE" 
E] Z-5-2 


由 Fr, y) RREME, 可知 所 在 点 (eo， gu) 的 某 一 个 邻 域内 
ERTH. PERRE D 上 
£y, y) >0, 
GAH, PIE Fp gy 2-0 ARAO D 的 公共 部 分 ; 再 记 这 
TRAA D.) 
Br ERT D ERTE, AeH v2 固定 ,而 让 


HOR BEE DRENEUT TEE SÉ da dod Xe uiv 
Ely b, god PIER , US IH RC ar. 
wo y)2U0 (yo biyyat). 
这 个 式 子 表 大 了 ， 当 w= BE, — oc HR Fro v) (E DC f8j 
[go —- b, Ww 十 站 上 是 的 严格 增加 图 数 。 艾 因为 假设 
E (gy, Yo) = 0, 
换 句 话说, yo yo LERNE Fro, y) BE, T ER: 
Ps. yo— 8) = 0; Eito ga 5) 0, 
现在 来 考虑 z HER 
tw yo -5)38 P (x, go 5), 
在 vo 点 存在 邻 城 O Gro, v4) 使 得 在 这 个 邻 域 内 有 
F2, gab) <0, 
也 存在 分 域 0{w6, 04) ,使 得 企 这 个 分 域内 有 
Fn yotb) 2-0, 
ABC min(Qn, Va), BrEUfE Sa Oxo, 内 同时 成 下 
Fm, gy —53«0; Fn, yy 4-6) 7-0, 
以 下 ,我 们 来 部 明 , 方 程 Fin, V) 0 BW EE no — 0. ttn A 
3E XC Y — 4 EC y o f£ G0) UE E BB Br SOR IARE 
8 mtr Dg Otto, v) AEE — 8x de 1 ideo sg XP FQ). 
由 .上面 的 讨论 知道 
F(z, yod) 0; F(s, yth, 
Tid y 的 男 数 Fc, v) SEHE, 而 它 在 Ww 一 了 及 加 +5 BR A 5e 
EAE (yo — 5, mut PL TETE— px y, 使 
Fx, y)-—U, 
又 因为 Lpa, y) 0. BREL FQ, y) 70, BEN Fr, y E y B7 
Asi nikXe, REP (n, y) 一 0 B y REME— Mj. Xa LE dE, 
AFFAIR Oise, 内 任意 一 个 什 0. BARE F (m, 30 50 总 能 相应 
ABRAEME— i ERIA v. ARRENAR, mUEDRy-foDwEEB 


uso EIA MaR NEE iA RIR 
is fg 
F(=, f (c) 20, 
SkPÉ, AHE Fn, 0 —0 4g OCm, m7) 上 完全 TIS 4- B X 
y-fiz). s, 
其 次 ,证 明 y fie E Oio p) AE. : 
能 c E Olea 0) PEE E Ex RO ys fon) ,对 任意 积 定 充分 
小 的 。 二 0 PERRE! 
y= te 和 一 的 一 8 
BRL Ze fri BH P] A 
E(w, p tE, FE (as, 45 — 8) 0, 
Ah FG, y SORORE RT, 5E TTE v. 的 某 一 邻 域 O (4.00 DE 
得 在 Olm, ô) Puit ar 
E(x, te 2 UI FE (n, a — 8) 0, 
国 而 对 Oles, 80 PLEERE— jx c REESE AR y RE Qu, 
"ERE y R57 FRIES RR CREE 
Fg ga EO Fx, 4.482750, 
FEE a, pte) AREE RIAA EX v: 
F'(z, 4) —0, 
ARER SUI SE Oo, 00 AREI c. ETERNA rta v, 
立 着 
iun xe, 
ERREPI RER EHE.. 
B REHA y= f aE Ol n) Fg RCOR SESS SHE, 
Wk e, 2 二 dz 是 已 (wo «D APHC Ee 
9—fG go dg- fd ds), 
HHR gf GO RAD SL p n: 
Fiz, y) -U, Fizdx, y 2g) -0, 
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所 以 
Q-— F (Et de, y+ Ag) — F (x, y) 
一 bat de, y+ dap — Fur de, p Fd dae, y) - Fix, y) 
Fr de, gd) de Fixe bade, y) de, 
SHE O-R8,—1, Oga l, BpEN 
Jy 220 Falet Üsdm, gi 


de 70 Wd de, 2-0 da)" 
BrFg-fu 和 FU, àv, y) PARRER Fon, y) xU, 
所 以 对 上 式 的 两 端 基 于 dac »0 到 极 限 (这 时 必 有 dy—>0), P8 


- d "fu DA 
Jia) lun HY . i ST. yi ， 
jeg dx NC PT 


$t Hn, FOTE Otzo, s) ARER Bots PB 1 全 部 证 明 完 地。 

dti 3c4-Br— TER peA Hk CAD YE EPA SE BE B BSPETB SIR E 
(A) 是 保证 了 存在 点 x 的 一 个 邻 坊 ,对 这 个 分 域 中 的 任何 固定 的 
z. KR Fr. god y UU Ced. 然后 再 由 这 个 性 质 以 必定 
gig Ae P CO dm (9) , REP T KBI TEE , 唯一 性 发 连 炉 性 ,十 
dé ni, en Lie HH AR PE CD . DURE HL m [idt Fur. y) 
J& y BS P Ms PARLE OE ARRAT EEE, PEE PE EE US 
Hr jit TR CE E O18 1D, 

定理 Hfr FÀüs, yE: 

(a) XE Dirgo actu bu, do um usta) EXER: 

(b) Gg, y) =U; 

(e) 对 fzo- a, wta] 上 任何 圈定 的 x, ER Pr, 他 对 于 4 
E Ah p d pr. 

BJ: CD 在 点 (ns ws) 的 此 一 邻 域内 ,由 方 牺 PUn, y) — 0 fb 
ME— diu y e r R S^ fu. EX XE to INDEXES Oro, 4) 
上 , 羡 就 是 在 Dizwoy iO Pie, FO) 0, FEH yo - fF) ; 


saz HONO 第 三 名 REAEEER MRAN 

(2) y f OGno, s; AIER 

推论 AHR y—f wila, 0] EXEHEELPHS IECUR , EERE 
e i PCOCRI 

XE fies TE EI h CURE RE HI XXI. PELIS 上面 的 定理 , 相 
当 容 易 地 获得 推荐 ， 为 此 只 查考 察 一 元 夯 数 Fs, y) =f y, 
"ER XE ARTE (GO O0 ELE (e; A e) IERA PAEA EER y, 
Ws Fio, y) hg m BS CUR HE, 于 是 搂 定 理 , 从 方程 FQ, y) 
=f (ie) - y — 0 R ER K m OS y BUE n o (0 ， 它 是 唯一 确定 
UE HER 

[ 合 13 湛 察 方程 ay. l, 
ATAARE T (euin ca ey! EEA DIE "EL BT 
Thé HEC Fan 2e, Fu 2y JRSEBR, 23 y eO 时 FA, BrEUETEÍST 
WE LGUUPPRBUER 0.9). 0 的 某 一 邻 域内， 出 方程 唯一 确定 
一 个 具有 速 炉 导数 的 而 数 y — f (2). PU dade px (0, 1), (0, —1D, 


- 1 1 . - 
以 及 (二, 75 ) 的 革 邻 域内 ， 降 夯 数 是 存在 的 , 事实 上 , RIE 
稳 知 道 ,这 时 由 方程 确实 能 解 得 


y-XI-S HERO D. (Is ADIRI, 
y-—vi-a^ (FERO, —I)RXEGIRPD , 
tH FUR SEMEL, HÆ d, 0) 和 (一 1, 中 ,由 于 7,0, Ti 
足 定理 工 的 条 件 (4) ,所 以 不 能 表 定 在 这 两 点 的 某 邻 域内 永存 在 险 
HS 事实 上 我 们 也 已 知道 , 盼 程 在 这 两 点 的 人 性 休 邻 域内 不 存在 
唯一 的 具有 连 各 导数 的 解 yS (e). 
JA. EBpSuE RS] 38 nf L14E) 型 多 个 变量 的 情形 ， 为 此 代替 二 
元 曾 数 而 给 出 了 一 个 任意 多 个 变量 的 图 数 志 Go Yy zs ns u, 9), 
我 们 提出 这 样 -一 个 关 题 :是 否 存在 :个 叭 ~- 缚 定 的 两 数 
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Pf, Ya Zy c, 9). 
"'Edcixgemsik os, y, z oo, u Aiia Cuh p VR 
E(D, Wy. moe. U, v): 50, 
pur ei] 
EE, y, 2, ---, U, fm, y, 2, *, u) 150, 
SL OR SERE UE EUEE E. KAHR RA PDRIEENL? 类 从 地 
A TAHATE E, Ep Jr RA EFE 1 iR —RERS.RU 
过 更 先 复 -~- 些 罢了 ,所 凡 只 拒 这 个 定 避 叙述 如 下 琵 略 法 其 就 明 。 
定理 % FARRE fri, fa, tt, Bag y PEE: 

(D AKAL Dini eem a isl, Byen) 
tE, 

(2) dk D ERAH Tr f S R 

(3) (mi, m y ey mi 0; 

(4) FL, 89, e, m; a) 0, 

Bu: CD ÆR (mU, cu, e. mp, 的 某 个 邻 域内 ， B 
方程 F (fn, Ga 0,042 y) 一 能 确定 y DU omi. 4.00. 9, BS E 
yf n, Say cr, m REEL Om f, mE, e, m). AR ERE, 
HEC y— f (ma, may cy m) VERE VER 1. xg, re, m) BS AE 
Q 4 Pj, SIE: Fits v4 ty Du J En, 03, 7n, 2221250, HE 
y? — f (a. ag, ce. m); 

(235 gf. xa, cc, m)dE A PEE 

(B) u—f (m, tace, GOE À ANAT ETC BEBE ITE, 

i d4ET E EST HUC Yr AE S LEER S HR fc F3] RB o 
in M, pa - Z6 f 

| E (a, y, z, w, v) D, 
Gm, y, z, u, v) 


ch RTL ELIBdCpEOEPNAT Eso 80 3cRnb 3E TC IO ER CUTE? dan RE Wg ET 


384 SENE FER ABAFE EA, dvd x 
agas xx Se pde CER H ÁA A EEE 
BA drÁR— FRITA RaRo 
RANER 


j ^À 

goo Fil, a Tasa 
; y 

Ya 下 Ta, a Paj y 
a 

' 


PE = fa DES Ta tt euo * 
TEX n MED BRI Ll rP RE Tr oC FUB 9 rto SR 
明 称 行列 式 


| ef Afa 8f, 
i (n, Ta Ar | 
| ofa fa 2 8f. | 
Pn Qr, Ar 
| ef Hun ef, 
| ATI s eim, 
人 
Ds. fus tn f ug Uf fart f 
Da, m. Hu. t5. zx 8m, Ta t0 qu) ` 


3S BUE CS PRESE. 
Pam, Va. tos SaL Yi Ya tre ge) 50 ($01. 2, ee n), 
它 的 美 于 变 元 如， ya cs s 的 雅 可 比 式 为 
[92^ aF, .3 


On. ya y. 

ar。 OF. | BK, 

ADDS, Fase. Fo 0| By ĉys p, | 
Día. gas Ya) Messeracetuatanvesvuqucatae | 
ƏF, OF, ƏF, | 

D Op, — Oy. ow, | 


NE WE EC ATA SCR — 5 8 SEE HF B PER H, 


35-8 AEE EREE, iti 255 
2g 8j EL ER EL Ped cd H A H 
EUZ, Ya Y, 0) —U0, 
lo (Qe, y. Ua 0) —0 
Bale n Er £e EP S 

定理 3 HHE Kim y, u, AUGE, y, u, IRE: 
(1) 在 点 Palmos Yas Yos voi RERI D RR: 
(2) Æ D W, 2 3n G aAA E AiE Sig ket 
(8) F (za, Yos tio, to) =D, G (fo, Yos Kos bo) 03 


| Or Br, 
DIF, Bue Bp NM" 
á = WES . 
( ) D 【可 PH 1 : EG aa | Uu T + T3 
| Qu Bv 


Hj: (D) 在 点 P BEERA, d PRU. E O0, 0 -0 BER 
定 唯 一 - -组 尔 数 4 f(m,y). v--giz, y). MLEOE' CTI TE Go, Yo) 
EXT hk d AE: Fie, y, fir.) gir, y) 1] 50, Gi, y, 
Fis, y), gis, y ]=0, HH, uo — f Uno, Yo), Vs — g Gro, Yol; 

(2) u=f (m, yA o= gie, y)dr d ARR, 

(8) u=f (s, pA v=g ie, y) ft d AHAA F eA y ME 
fg sex HH. 

Of NG Og 


f 

àmn J Díx,v) ' ön J 
of — 1 WF, G) eg i D(F, G} 

T 


oy F Diy? êy 
3815 EXE BE BS RED C A F: 
条 件 (4) ER 五, 和 F, 中 浴 沙 有 一 个 在 Po ARETE, R 
B F, ns, go, Mo, vo) 关 0， 那 么 由 定理 2， 可 以 在 点 Po 的 某 个 邻 
BAHE v JA F (o, gu, 0) -O rpfEHI E 
v= pla, y, uU), 


——— M — A 


256 [m mo RUA GES. EDRRYX 
HHE v= Q (£o, go. So) , 这 个 解 p 还 不 点 ro, Yo; Ho) 的 其 个 部 域 
A EEA BAA v. y cR RER ESTER. f ou 可 以 从 下 面 


FI IRURE ET EGER PUOI UR: 
E(w, y, v) —0 


得 到 F, TE pu 3:0, 
: = En 
II Pu 7 F. . 


K o= ple, y, w AHR G (n, y, v, 0) rp, PA G x aru, 
PiE, Y, W) Eple, y, "). HrF 


ruo G4 HG p, GE OE. L 


ED 
"nm Ji Eos Yos Uo) E0, "m 2. 在 点 (Xo, Yos Yo) 的 
ASPEN. ADREG (E, y, t, p) =DE, Yy, u) = 0 HRF u n 


Æ: 


u=F ie, y). 
"EAE (To Vo) BA T BRAD coin v S A SER HEH. to = f (To, 
Vo). 
Eusa, DRA p 中 去 ,得 v pin. y, fiv. y) mgis, 
V) 4B Z s 9 Gro. Yo) = Qo, Yos Yo) — 9o. FERA UR EC 
u= (w, y}, =g (®, y) 
Boy Bro. BRE M RR. 
此 外 将 方程 租 
[5e Y, W, D) —0, 
Gr, y, u, D0 
Pie e R HERI w— f, y), v—9(0, y) A 


BF , OF Of , OF Og 
Br ' ðu ər du Om 
o eG of , od On 


Ov ! ou Pe o m O 
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E e ROI Den 

和 如果 将 方程 租 两 端 对 9 求 导 ， 就 可 解 得 SE 和 57 ,到 此 便 证 
明了 定理 。 

对 于 更 一 般 的 方程 租 , 我 们 也 有 同样 的 定理 , 忆 可 以 用 数学 昌 
Role ERI, RRM HAGARA 

定理 和 GU om 

Fit, Bay 77. 94 s. Yas r Ym) G=, 2, m) 

BUE: (D) 在 点 Doors aP, ens os g, D) ERR D 
SEE 

(2) d D PW RAI — EIPROC INDE IURE: 

(8) FP, ai, sais gi yn y) o0 G=, 2em); 

(4) 


D(F Fasc Fu) lo By Oye | m" i 
Dey Woy ves e lesse 在 Po 点 不 等 于 霉 。 


yi OVa i ym 
Hj: CD 在 Po 成 的 某 邻 域内 ,由 方程 粗 Era， gas tts my ns 
Ym) —0 (o1, 39) 能 唯一 确定 一 组 两 数 yi SSi G a， 
m) ($—1,2, ee, m), EINEM (0, aS. o, 7). RROESEAK 
Ag, WEE Fin. ve. ty 083 Jis fcn fal =0, HEA yi? — 
f, uaa) (6$—1,2,-, m); 

(2) 这 一 组 男 数 f, dE 4 AER, 

(8) AAAA dE 4 内 只 有 对 各 个 变 元 的 连篇 偏 导数。 


最 后 ， 为 了 来 出 ÎI dot moe miel Bj n) DA 


9288 SLA AE o ERUR GU (E JELHB. HRH 
Tr FE 
Film, Wo, tt. Ta) Yis Has t7 "d 二 本 x f 1, 2, Uc. mb) 
palm X m; p ;得到 全 有 SES an. GI, 2, De. mi BS TS on 
Birken H: 
aF, 0F, Of, , OF, ef OF, Of, — 
as Ov. Óm "Om Om tt py Óm À 
E 1, 3,0. m). 
miik TéEPEDCECUPROÉHSLBSuiXUGX E ERTIES J. di 7 -—0.Bp 
以 可 从 这 n 个 方程 由 求 出 唯一 一 秀 解 I. G1, 2 m). 
[|j 2]. 从 方程 组 
UU Hatto, 
my! t H Ho A 
ras m Wag Dr E Maa. Uus, 
RT EAS d A Fe uius E uk DEIEOEBBS—U]Ae[b. H AER 
u, v IER v. y, z RHR ARREA eok [n SS 
| T-t 9,0, 
gib HOD 0, 


u 


解 得 HEELS C 
i Zo gpem' " yeu’ 


EX vr or OOH sokie, 
| watte 0, 
LHi t iana tH 2344-0, 


z- 
ise B ) ECEN . 


加 一生 


i- ey 
o Lht "Gu z) AEE] i 


总 一切 uy 
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二 、 牙 可比 行列 式 的 性 质 
FEH VET EXP bte last ECfe Tb e mU pU a a ER, uH. 
TERR e [8] EL FE e vat, ORCHESTRE. ERr EAL 
Be MARDI AE EHEH. 
TEES did 
Wi fuma. Pastry B) (851,2. e, n) 
ÆT n ERI Dh, HAR PAE CRER a a, v. 
& 
Xo qn ig. nm S (i l, 2, e mi 
sESCEPE- n EKR Dip, Hore FP Bre ong SP BE, 3 
当 点 a. do, n E) dk 站 中 变动 时 ， 对 庶 的 点 (s ma. RR 
REKI D. Tye EL a BR Gm Or, o, 而 把 Yis 
Hasty Ya A ts 的 复合 I 本数. 
Bh, m K Fu ER EAE y XT e A ms X P5 BS HE 
可 上 比 式 之 间 有 着 下 面向 :关系 : 
DG. Vasca Yl Da gas rnt Ya) , DO, Ars tg m) 


Df, tay trta Én) Dn, Wa. ct P) DO, fa, ctt. &) ` 
这 个 性 质 ， 可 以 看 为 是 复合 西数 y FG e= o COR HRX 
LEE EL g, 
[i£BH] ARRE LUE m 22 aAA R 246 m2 时 可 以 
Eam, Fo er CES TAAA 
Oy, Ci 
DG. yai _| Bh ts | 


Ds. d) — | By. Aya 
Ot,  Öta | 


e ez, .十 eys x3 Qi Bei 十 en LEZI 


e l E» 2ra 96 m Ata Qa Ota 
Sy. Ov, Q Py. Om, — Oy, Om, | Oy. Pw. 
Ox. Of, ör GO Qr, Ota Qa Cts | 


290 18 BrE BRITE, ELE 


Oy, êm, ; Om Om, 
Or, Om. t, Pia : 


| .ga Aija Om. (m. 


: Öz, Aza -A Bta 


- Dan. Yat | Dlan, my) 
Dims, Sa) Diti, ta) 


XXI e P E E BH BIS o 
性 质 2 Sex 
gom fimum s m) ($ 1,8, m) 
EE n MEDCBE DB EUBOG fezScgC B XE 8 f ORI H FILET CER 
数 
T= gigi Vo. VO 011,2, 7, m 
TEE , HATA ECRANE SPEC, 95. 


Din 22s t gn) DG. Satna Bn) -—] 
Din, Ya. "74 En) Dii, Sn. 7778 Lm 7 


AMET LURHIE CUBES BA A E SE 一 1 的 拓 广 。 

[sr 83) 既然 T= 9,091, Yas tta N ma 2, tts, n) T. 
—fim, Xy. 7. £4) =i, 2, ttg m) 的 反 两 数 ， 于 是 可 以 将 UE: 
作 展 助 于 中 间 变 量 w% ifl v. 95g 0r UE, Bp: 

Wi = fili, Pas tt. Pal 二 = Wis. 


再 按照 性 质 工 , 得 : 
1— P Ya LU E — Dh, Yas ts V) . Dn $ Ug, 7774 m.) 
Day ys, c.a Y DG, mace 00 Ds Yas ts 917 
GEO MJ- do fi Meo 时 ， 出 隆 丙 数 存在 定理 ， 


D (Ery Bayti, En 
Yi = Fil, Ta. **", £,) =L, 2, Ut, T) Bx dd E ETETE, 这 时 
性 质 2 亦 可 写 汶 
D(a, fa, ey my) 1 2 
Deg Has ds) Dh Yas c Yd” 


Dia, S34 *7*, Ty) 


DT cv eem csse me ctn msc IT RS e n cu ey a n 


SOR Haa BRG EES, UR ZUHDE: 881 
TUS AS HdOBU E SE ops icu ray iali E er EET DA 
BOLT ER XL 
LP] S] hE ERR Co, aD EDS DEAE 0n, 的 的 变换 为 
| m- reos, 
i y= sint, 
s= cosi, t= — rsin t, y — sin, yo— reot, EW E TT fel zx 
Qr, 0) ALIER HEE YEB E 
Dis,w) | ' cos” rsin | 
Dir, G) ising reos | 
由 性 质 3 知道 , 除 极点 ?=0 9E TEE ETE HH E GET 
Hx 


=r; 


Dir, 6) i o i 1 
Dz  Diwwy) rt 
Dir, H) 


三 、 画 数 相 关 
PEE VH EC 
dumm... 05,9) Gel, R, e, m), 

"ETE HRBAT D pR. wE AA 8 
ZRA, Piu yo BA IE e H AROA GE 5s Yn c Yao 
Jii gm 单 值 地 确定 时 ， MRNA y 在 区 域 D 中 和 其 余 的 画 
HA E, BERR KRAL an. ga. cn Yn E P h HR X. 

BAERE, A r MEpCBX O hT Bü nus 63. ttt Dn) a I 
数组 (% 一 1 ARO 

Ye fil, 44,7.) El, ,Oo 

相应 地 得 到 m — 1 SE Ze PERS EX Gs Yasta -1 Yaris s Yml a 
于 是 对 区 域 O WILTR PH ml EEEIBIPHIS T S RS D n 
Sede USE o. ED S ORE m —-1 MEZEIBI 上 的 革 一 区 域 IR, 
HE E &r& Y D ,使 得 
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y= Phy Mas ct Yj- Vista 71 Ym) 

iur. Mug sex D EA 

ym falto. Bar ta Ea) falta, rt my rns, 

Fy ce Bu) y Fi ta Ea) y rm Fu. rn m). 

EKR vi o 1. 2, e mode D ERR. 

2h Y Bb EDS FECAE AE OE E A RA, RIPE EUER 
p dE m—1EE E ARA X )RESCRUSEFE SS CI. 

WREKE 也 内 以 及 在 也 的 性 何 部 分 区 域内 都 不 存在 这 样 
的 画 数 o. 使 各 us Gs Mas ha jos Vias s Yn) 在 所 车 虑 的 
DC Pao EH SEA, HERRERA. yo Geol, 2, 8, e, mE D Epiit 
Ship. RER, 只 有 在 六 内 以 项 在 D APEPRE, V 
Ei Fr VEHI d AOV cime. 

[#4] EAHA 

u= g HTa H x3ad- mi, 


Y 2n 
v —a aia d wi, 


W wata- H Eyt sa Tam, down, H Arty 
ERTA EHRE REAA E 


; 1 
Qi, ta) 一 a ü1—4), T 


1E d 
" . . la 
ap quU, wI " eg — v) 


dESE VUE SE RE (m, me, 内 上 成 为 恒等式 

[ 例 四 "ARI EE E A E HAE. E, E RH UR XC 
一 及 (Ta €) (G-1,2, 0, m) EXTR 如上 ,其 中 有 一 
TARE D ANRE, Wig. c. MAARE D Pisis ~ 
Ko 


第 一 篇 第 五 这 ”医师 数 存 在 定 到 ,一 数 诅 英 255 
这 是 因为 ,只 要 取 击 数 y 为 
pitiy fay ty tu-1) =C; 
就 有 
Y= Ui, Vas ttt Vers ces 77 Ym) 5C 
dc D Patri pr. 
E ubl Ep pb QUE RUE MpcIin S EIE 
da Rae nr Ro UR X XB Buc. XY e 
Vim fal. ma. co m) die l, 2, s. omm 
TRAP BEABISE CAU SEU rp —" 1 OU Pr TE TE BI RA) 


Og, OW | Ou, 


Og C. em, 
Cyr  Oys ,.. Cys 
Cr, OTa m, 


Jo BEER y， G=, 2, e, sao Bie n] EM, 

pae er HEFER BE PR AEE D RRETA B fp AX 
REMARKA TAPERE. HIER, Au ROTE WI HB PSP 
Jk: (rnm, rsr), Ji zi pair P prop Br RS r 阶 行 刘 式 中 
至 少 有 一 个 在 卫 ATHA, MUAF c 阶 的 行 刘 式 【 候 车 有 
WED PENY. 

HERKEZE HME 

4g; fiU. 92,00. m) (i=l, 2, e, m) (=) 

EXEC RU RDIBCFHOE BS PIS bci 1 ie CREE DC D Pg RGB XF 
—4À 3856 KEHRT RC 

ERG msn, HAK C0 ARE Festi dO] m Erf 
ARE D ATAF, LC am E b NICE PaT iR 
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! Oy 
Or 
| ys 
En 
| 


E 


| ev, 


ey, 
Ct. 


Gya ... 
Oa 


tls 
Qu 


li 
e», 
EL 


Ot, 


Qt 


FOA PIE BASTAH RH 


+0, Æ DARY, d) 


UHXH GO XE D PIECE or i 


【证 明 】 Ei 


AR OO E D REI SAM IX BX Do 内 为 一 数 


HK, PEE 0m —1 occ E 使 得 


在 D, 内 恒 成 立 。 


FEKT a G—1.2 


OU» 
Oc, 


gw 
63/5 


2. 


Ym= Qi. Was ts Yma) 
ym OY 二 
Cs e; Cija- t e . 


ea, 


d BRA, (AE CO Pi — (1 Dn LI 


! Bua! ? 


PU» 可 以 由 前 m1 行 弹性 表 出 , PETAR OE D 内 必 等 于 
震 。 这 与 已 知 条 件 矛 盾 , 便 证 明了 曾 数 组 (*) 在 万 内 醒 数 独立 。 
定理 6 460) MF O 的 雅 可 比 短 陈 在 D. 内 的 秩 为 >l, 


GD 夏 可 比 短 阵 在 点 Mo, ad, n, 


a) € DRB r.— JEU 


存在 一 个 7 了 阶 行列 式 ， CURIE 


而 在 点 Mo SET RAI: 


0, 在 M 点 成 立 ， 


TOA hug AKAFEN, HAE 295 
CA) Yas Yas o Ur Ie 
GD 4E mr, P2 FHRA GO A UHR, 
证 朋 】 SAA EE L rE A, OUI a 的 
连篇 性 (i=l, 2，…， m; j=l, 2, e, m). FEER Mo haig 
起 ,而 在 这 个 邻 城内 


再 将 定理 D WATARA yi yo” a 54, UBASGH' ENE M 的 这 
ASPIR VJ Xrig dh ra 
O TREBH 85 — gir . 2 fü BUE E. DLEL 0 —2, n8, 7— 1889 
精 形 素 证 明 , 至 于 一 般 的 情形 , EN TEHE, 不 过 更 为 复 
淋 些 。 
ROF Eg usa, yz), voglie, y, z), FAE n je kE Mi 
Jedes ) 在 万 网 的 秩 为 二 ,而 在 Mol, Yo, zo) 点 达到 二 BHR 
Feit, 9, 2i dE M, 和 
u—f(t, y, 2) = 
rH, BE RETE Mo AEEA SIRA, 确定 2 " yz 的 间 值 而 数 , 记 
ix EAE 
m= pu, Yy), 
pu ucfio(u, y, 2), 9. 2]. 
这 一 恒等式 表明 了 了， 出 数 ,/ 所 与 和 有 :大 面 与 yy > 无关， 因此 将 它 
X you e AR, 


296 第 二 机 。 第 王 车 ngu FECEH M Rn c 
六 oo 十 太一 0， 
fapstf.-0, 

于 是 有 ym ecd 


BAH, e p (u, ga. DRA vL PERI 
v=g læ, y, 2 -glo, y, =G u, y, 2. - 
B C XEy, z 的 导数 : 


a, — 9209, «^8, m PL. 


6G.—9,9,-- 9, — T B8. x 
B TAER ( 777» e ) 的 秩 为 1 ELE f. 在 Mo AER FRAN 
G,: 0, G,—U, 
这 就 说明 而 数 G 53 y, z 无 关 而 仅 与 “有 关 , 也 就 是 
v:-G (uu), 

FESTET IUBE u 和 。 在 到 。 的 某 一 邻 域内 为 画 数 相关 。 

[ 例 6] Bi - 

u=0 +y tZ, 


v= yz 
Wemeephsmpk (1 1 l)e —EMEPAECERE AA 
两 个 画 数 是 画 数 独立 的 。 

[ 例 T) ER HUNC: 


-| sish, 4 m.2-0, 
“= 0, MÀ gi sU, 
-[ mix, 3$ m0, 
N= 0, ET 230, 

TBE, EMES Eod AIRE S — SER PTOGSIE SR EERR n 
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ARRA AIE EREE, 在 第 三 象限 内 为 罕 , 所 以 只 有 在 第 一 
RRR EPEHA o 


Jz a 


-C FERRAR FE Dn e Pedes : 


(D 在 区 域 Di (ty aits Et a. yo — beyit b) E RERS 
(2) E (to, Yo) 一 由 

(QD 当 工 固定 时 ,国事 下 (3; y) de y 的 章鱼 图 数 : 

RIRH AREN A S EAE Zu 


- EE Fe, y) myad a) — 0 E A E — ddr De E A fA E 


5i. EU SERIES EC ETERIER v — Ur). 


OG FE(G,y.2:)—:2—2x—y +d, BURIE e= ple, y) DE 9 (0, 0) - 0, ED 


*r FG, V, plz, g)) =U. 


. PERAH -0 SEEMS v uU DECR sin y sh y —c, MK HI Se 


gi, 


- BEP Fr, v, 25 .EHEB SEE. HERE Fir, y, 00 —0 可 确定 隆 


Elf cf. yo Pan 2—f Gr. 20 BEBE EA 。 


- RH EFI FREUE RARE EELEK 2 fn, AD PCIE E 


(1) z3-4-y3-E232— 2x p 2y —4d2—10—0; 
(3) z1--2943- prt Bzy 248-0, 


- XE FEEDS EUREIUM yy 0) RIS DE, DL 


P 
(1) lav zi - g? —are tg £e; (2) In(z F9) Fey —0; 


(QD etay Qui. 


， 对 下 列 占 程 确定 的 图 数 2— 2 (0, 1 RAR fS RS 


(D THY tese; (2) meyes -r- gei 


Ed z 
D =]n Ž- 
{3) z n y" 


- XE C FILESEBCRGE TERRE RES ERREUR SHE S 


(1) fy, yz, 200) -0, oR de; 


Oh YIEE  RudRÍUPIEGESL. A HRS 
(3) s-f(mzs—5D0. cR dz; 


(3) Fí(z—u,g9]—3,2-—2z) 20, xc 2z 


E y 
əz Pe 
ES ! Oy? n 
. dei bERi—cby Q0 SEP E — con. 20, EX 1— yo' C2) 0, fF 


er _ ,az 
By Pia) Art 


. BRHF Ratte te 72) PTE SCR omms RR 
Tg (ey — bz) 2s + (áz—cx) os =br- ay JEH Biu) je uu Xx. 


(4) Fir, ty, etyre =À, $2 


b.e. 
-OBE OD REGE Petty. doy foy Mo. to) JA ER US 
(I). F Gro Yos S09 tos 15) =U, CUu, Hoy Zos Hoa Vo) =03 


(2) F, G AT ERA A D ih 
(3) J 点 趟 为 0; 


-E 6. " 
期 在 izoy yoy 2,2 RJAR FC PEE M GERE 
u—fx,, 2); v—g(z,. uy, 2) TRUE: 
8) =f (roy Hos Zo) 4 to *7 9 {Ty Yoy Zo) » 
b) F(x,g.2,f4 9) 20, Gir, y, z, f. 9g) =0, 
e) =f m, y. 0). v—g 8, Yy DFEN (xg, Yos 29) B'9éE bk R HE XHI— UJ 
TEMIA HA 
Bf | IDFG AF__1 DE of__1 DOM) 
Ee J Dim! ày J Do Or JC Dy? 
Bg _1 D(F,G) 2g. 1 DQ.G) 29, 1 DG.) 


Sr Dw y J Dam’ a Ï Dans) . 


3. 在 Ory 平面 上 确定 区 域 ,使 方程 粗 


t=u+o, y=ui e, =w hot Quo 取 一 加 可 能 的 实数 值 
Ez Jy m.9 B =el €. BEC ^ , » ` 
. B p) (=l, Byee m Flor PER E H 
GiT oea mJ HAF CPGE) a Wa GE) g rt. Pu CEng 
QI, Gy, ira Gr 


" 
E. mme d Gap t, m WPa GV EL Eus G6) 
Bm, 0.) LLTI) y ctt. WPa P, l 10 , 


RENH 


zi 是 299 


BIEN diTi Qa, c. Fn) = SC 7 U'. Fs 2, 
QU. e. Ta) 


M 、 ， 
H^ Cup =p GN) “r3 (2)， tp (r4) . 


15. 3R& FAP FERLETMS zog Ec s e R2 


£--g4 i0, gd dy d: diy . 
gz—l, dr? dr? dai" 
ee EET 

siny X du, dv ; 

siny 1? 


(2) 


Ge 


yuzo—1, T Za? Ay! By 


r= eos 6 ens py 


a 


=m, 


u=] em, Uy). Fu ðr, 
v=g Ey v3). ro Ar” 


e| 
ima ae C8 An ĉo r Pu. 
OEN 


yy. ty 名) RR ou ^U. s 


pq. v. w). 
P | ôu u As 
B= ty 4). 


16. g s=, PRH 必 da rptu T 

17. I v—rcosB, y=r sin 8, 变换 方程 
Z 2er yi). 
M 为 概 举 标 去 程 。 
ty 


18. $8 m—2*60s8, gi e sin 8, TAN E pe riz =o, 


19. 2f r=r eos, y= rsin 8, RU Fi y) --O (r, OA EF v, 0 RTE 
sm 9M , Pf 
来 表示 Bs 十 By . 
PA "Nd 


. - e 
20. S& cse, gy-c, PRHE axi g HDE Dos to mr) 


800 


S-m PEE BRAE, EXP X: 
(a, b, e ARO 


21. Ri—ey a-óh gh, RER y DL 05 — 0, 
282. 一 Ty q— y, t 2—cm, PHY T ie 十 t= 
23. BEETA E Oa "一 + 十 hey, BERS 
eu ce Lp Pu i ETATS — 
Aa tB LI t0 4 70 (AN, (为 常数 ; 且 A0 B3 0) 
24805 -ARE 0 RER ass Xr ELCHE 28-7 A- 0 BISHER 
24. 证明 拉 普 拉 斯 方程 dese Ar e =O 在 任意 的 常 志 变换 : 
sot, v), yop (us 9) (ETER 2o.— 25,20 TER RR 
FF, 
25. MEt—z—80(,7-— r+a deg pa Am -a TM, 
26、 作 自 变 数 和 因 变 数 的 变换 , 取 ui o Xr E eme (v). 29 E 


2T. 


EUM 
Q0) Bu ahy em el ne 一 《z+ 从 ,变换 方程 
Dz e 


=a o = {yehe} 


(m öy 

(2) B u=r+y, v. wo LESER ER 
E Be ,iz ope 
Baroy 5 ar 7 


{3) 证 r=, YY 二 Ton v Nr 3 wi 


1 i, so" TTE 


ga: ges 2 


T—re5oosp, 


证 明 | y=rew snp, PA HE, 


g—r 8inp, 


Ya =T Heat EEan 
28. SENI | yma] tait Hai 
Ya 5 TTo t Tam, 十 E oma, 
HRK HERRE KER. 
29. FIBER SB 


an. 


第 六 章 ”限制 极 值 (条 件 极 值 ) 


—. HAARA 
dE PH SE $8 HERRI T ROTAR B9 RR EE , E 
E, CERAR PART A e RE 4E F3 EA, TERET 
BJR. TUER BID DRAA ER ARA, iA ee 
EMARE. RPTE — ROS (Cu Ea A RRE o, 后 
— Ri fl 7r RRE RARD, TRE R RES 
Pr H RRR. HORE EREJE RARE TF 
PARES K oeh o [8 88 (028 RE BEER fir a 
BAR S æ, y w, 2) HARANE US HOC, atii ce 
HET r, y, u, 0 LEXAN PATERE: 
(f Ys w, v) =0, 
hz, y, tw, Y) 50, 
dir rr gom A X ECEOS eT oO XE RH SEE. FEE fE AE 


H HEATA 1 
Digs h) , 
Du, 1 0 


MARAM 了 (zw, y, u, v) 在 限制 条 件 9 (2, y, u, v) —0, Ais, 
y. u, v) 二 0 FERE. 
先 素 考 虑 极 值 的 必要 和 条件- 
PARS e, y wu. v) YEM. x M Go, y, u, 外 达到 限制 被 值 ， 
OSEE s, y, u, o RERET TERTE, RA H E 
组 g—0, h-- 0 p u, o RHE, B 
[ue y), 
v= vlt, Y), 


第 二 第 DAE MA AERE 303 
3b 7 EREA 5 RM fn, y. wi. go, oim, y) 的 直接 极 值 
1] A , m" E B REA PED es BC Rb RE P BR GARA HRHTÁ 
阶 微分 形式 的 不 变性 ,得 必要 条 件 为 : 
df-- 9 2. dwt i dyt e dut. ef dv = aD 
ZAAR BL, B "EPISQUI RI EAER, EA 
关系 只 要 将 限制 条 件 9 — 0 Eh — 0 求 微分 ,得 


du dis 4- ^ sg dy-- 99 du--. do=0, (2) 
dh— a auo m dud Ê eh 2 do 一 0. (8) 
êg e 


BERPA, FUMER M (e, y, t, » EARE, A 
AERA M EWE — d 0C RXCOD, (0), (2. 

29 Y RRRA 9o ur BE HH E, P ARHAR Ak, AE, E 
BEANIE GRA H RRE) 更 为 方便 。 

F (ERR) 

BFE nf ES 


D(g,R) . 
Diu, v} 79, 


AO, G PRERE du 3n do PARRA DE, ETE CO SX Sb 
35g de A dy 的 线性 章 次 式 
df = A(t, Y, u, Videt Bie, y, wu, o)dg—0, 

HEADEL e A y REA H8 EAER, Dr ETI i6 Gt o de 3udy 
也 是 相互 独立 的 ,所 以 有 

[e g,U, v0) —U, 

Bis, y, u, 7) —0, 

连同 限制 条 件 g, y w 0) 0 hia y, t 0) 一 0 JEPIAH ZIP, 
A3XVST- Ji RRE OM (Qm, y, 2 v) s pi e S AET BER 


304 FO ASE ERPE CGRTERIBTO 
BRER o 

方法 二 (HHS HRR AAEM PAA E 
应 用 ,而 方法 本 身 阳 具有 一 定 的 力学 部 尺 。 

EA 1,2, 8 EPRD , a ，(B) 式 再 相 加 ,得 


ens +a " +8 5 


du 


+ (8f ea 2 CET: 2^) da 一 0。 (4 


a, B FAAARA ESSE uL Bos mEHREXEL HT 
Dig, h) 


Diu, v) , 
msnm moms 
2. ra lap P o, (5 


à 8g öh 
r^ ta gy cB x, -0. (6) 
Aht, (4 汽化 为 


CEEE E ren 


HF de #1 dy e" 和 


+a KA +8 3 =0, (D 


9f 499 二 
AM a +8 0. (8) 


SIE. PUPHEEI , AR ERE f Gn, y, ou, EE M (ngu, o) 
达到 限制 极 值 ， 天 在 蓄 点 处 庶 满 足 夫 个 关系 式 (0, 00 , CO (8) 
及 g 一 0, 访 =0。 反 过 来 ， 从 上 面 的 六 个 方程 由 也 可 以 解 则 六 个 未 
5a m, y. u, o Io, B. 


EOE PAR MARK ARE) 305 
HEBA HY L, ERAM HH: 
Lit, Y, ti, v) 
——jfür,g.u,w*v)dag(r,g.u,v)-FOh(ms, y, u, v). 
Aima, REX LL 的 直接 极 值 的 必要 条 件 沪 
L—0, L,—0, L,—0, L,--0, 

这 正好 就 是 方程 (0, (60, 0D. (83, 从 这 四 个 方程 再 加 上 9 一 0 
4 h—0, HARY fF mer BENNER IE M (Qr, v, iu. o) 及 待定 
Ht a, 8. IXIBHIELTEBH FIDE AT ESI Be, EER Id Xe r3 
BF. tii Re fi. FS] ELE AR PC D BUECHEBHIB EI RR. AER, 为 了 找 
出 下 的 所 有 可 能 的 限制 极 值 点 M e, y, v, v), KIERNAN H 
Hg D, 再 由 了 一 0, 有 一 0, 5, 20, L,—0 xig] FR di] e PE 9—0, 
h: 0 BEIH m, yu, 0 Ra, B. E (m, y, u, o) 就 是 地 的 可 能 限 
T BEAR LU 

"Pii E 25 8 RE UE. Ex B TOI EU 


BIS De 
按 隐 图 数 存 在 定理 ,可 由 方程 组 
(e qa. uw, 0) —0, 
hit, y, U, v) 一 站 
确定 唯一 一 舱 酚 数 
prone 
voola, 9). 
PESCA diHEBA H im L hi 
Ls, y, W, v) - Lie, y, uit, y}, v(m, y)), 
HEJ GE, Ya WE, Y), Vi y) 50 
及 h(z, y, LP y) , o(2, WD, 
ES Lė, Y, w, v) = L(z, y, us, y) vr, yY) 


808 $5 RE 0 MAT RRIA AiR 

=F E, Y, WE Yla VE, y) Fio, a). 
BREA EE, 

dE =d b= Lalet Lydy t Ledu t Ddo, 
Bai E 的 二 阶 微分 有 

PF —d(dLl)-—(dLde-- (Ary dy 
+ (EL du+ Ladut (tL do 4- Ddo, 
但 四 为 在 授 条 点 满足 沁 要 条 件 : 
Lo-0,  L,—0. 


所 以 
PF (m, y) = (d.LO dat dL ny (dla dut dla) do 
=d LIE, y,u, 7, 

等 式 右 端 的 d^L, RREI v. y, u, o RAA TLA I iy E E D y 
一 阶 全 微分 。 

充分 性 要 讨论 dE 的 符号 是 恒 祷 或 恒 负 或 不 定 。 也 就 是 要 讨 
Ba PLR S: 这 正好 就 保 将 所 有 变 元 m. y. u, v RAEM 
WEIR Lr, y, u, 切 的 查 楼 椒 什 的 充分 条 件 一 料 , 这 不 是 我 
们 副 才 多 次 提起 的 近 格 彻 日 滋 数 法 的 精 种 所 在 。 但 要 注意 的 基 ， 
E dL VALID S de, dy, du, do WgESEAd&TE(2), (8), Bf: 

yd dz. 22 e dt Ld dai ôg. dv=0, 


ah 2 + 


的 限制 。 

从 这 里 可 以 看 出 ,由 于 引进 了 擂 格 朗 日 责 数 ,从 南 把 限制 极 
ERSE RR D ERARA. 

HRE, A ntm PRISE f(x. Ca, c. Barad) 具有 
AAEREN, EEA ea e XP A E m A 
AHE: 


pant- 3EDIGE PEREM STE OD 307 
dim, qa. re muu)-0 (G—1,2, --, mD, 
这 里 d, (6—1, 2,-, m) BAHE T Ecc ag Er, H EE 
们 关于 其 中 革 吧 个 变 开 的 雅 可 比 行 列 式 不 筹 于 堆 , 可 以 用 同样 的 
Ziikckegd agn S ERA E O.—0 TERES. 
二 、 求 限制 极 值 的 若 于 例题 
LA T] RhA a, b, c BPRIBI 
Ar-tEytOz+ D=0 
PRAE BP. 
BETS BS (a, b, e) BEITE IR (o, v, 2 BUR HOO 
1?— (za)? - (y — b)? ea)”, 
但 是 在 我 们 的 问题 中 ,这 个 变动 点 好 y, cUBEBRI TEZS dd 
Ax t By T C4 D—-0 
上 变动 。 这 就 是 限制 条 件 。 在 这 个 条 件 下 ,严守 BB. 
fent 9j B iere 
L-—(s—32a)*4 (gy —b)*-- (s—e)? FA(Amd- By--Cz - D), 
AF L,—0, Ly,—0, L,—0, 解 得 


2—2—4, AA, ap—b-— > AB, z=¢> 


ICA Ast By--C24- D—0, 得 
_ 2(A4a-F Bb--Cc-- D) 

A Bo 0? 
ZAARA, BL) rte TETE RE p EAS RE 
的 , 大 日 没有 极 大 值 。 所 以 由 上 面 所 解 得 的 二 Gn. y, ODE n X 
BEAMER. ERA 7? uds ESO 


a 1 jap Azo pem o Ce Bo Cep D)? 
r= APCA? B03) A Be 


严格 说 素 ， 我 们 应 该 利用 花 分 条 件 求 判断 上 画 所 解 得 的 赋 
(7 y. 2) 基 古 为 极 小 值 点 。 这 里 人 让 从 实际 二 发 而 赂 去 了 数学 上 的 


A= 


808 SM xx EREHE RAHE) 


DET UR 
[921 rH 
f—sscTyckc 
Tell af 
wyst = ct 
下 的 极 值 。 
fizhr FE B3 H iade 


Ji — gd gp ez (Goyzt — a*) , 
全 工头 于 42, y A i Pul vou dr. 
L =1+A yt=0, 
L,—13-Az2t—0, 
L,—10Àcyt-0, 
L, 51d ny: 0, 


BEA 
YA = axi -- ant = mua, 
再 从 y= et 
得 
g= y= ==, À -1. 


TÆR (C, c, e, 0) RETRERR MEER ATEA TIE EE 
S XECBHB p EARCRRCKA ECYS ROBUR e 
由 于 


L=s+y+z+t— 1l (ayt - e?) ; 


所 以 
dL da-- d -dz4-dt 


一 E (yzi det ert dytat dn + aya dit) , 


SCA EIE PERRE CAE DERD 809 
在 点 le, e, e, 0 Sb, LATBA 
diL-— 2 [dg dy +dy dst dr dz+dt (de+dy +42), 


其 中 de, dy, dz, dt FALEN, 0 REE à vyz t= B8 
端 微分 ,在 点 tc, 0, 0, 0) 处 有 

dax 4-dy 4- dz - dt — 0, 
JEn dt = — (da --dy--dz). 


diL-— Z [dz dy + dy de+de dz — (dwt dy +d2)*] 


- Idm dg (do ? E da? 4- di? +d] 7-0, 


Ed ik. EAE TE pi Co, e, e, 0) BRAE I I 4e, 

[03] RT FC N b dE 
它 的 一 端 接 . 上 六 条 导 楼 ， 各 长 所 
(s-1,2,-—, D, 在 省 导线 上 电 
WRAN i. HE lo, h), bo, 
ba) o os Do Patapi B DP 
E, BREGAR H Bt dX 
Hi g 8=1, 2,--, 如 使 所 用 材料 


为 最 少 (图 2-6-1)。 m rea 

在 电学 中 , nmbnEeE E BIKH I 导线 截面 4 AAEH A 
UTH 

LL I, 
7 

其 中 c AEH, 

E iet , FEPER d dc 175 ode RER V 

Voodoo fq Iogad-s Hige (1) 


的 最 小 值 ,而 变 元 负 ,3 一 1，23、…, 加 之 间 还 肥 满 是 下 面 的 上 个 也 


Tm mms me ra Dmm sii 


810 HOE MAR MESHA KRE) 
制 条 件 


li " 
e (peti 3] EO (s—d1,2, 5. b), 
X fo — 1- ELS 95 (el PU] ed. 
TEPADI A BRGK 


L= ugothgit ugs) t2. Pp [e (S T * )- E f 
4 LE q, RSNA AA 


而 一 Pu 十 ha 十 二 A 二 0 


LL te —0 (8-1, 2, =, E), 
pO AS 
Lis oda li E dio 
di á da e € ge” 
3 E dv) 
Bü » " c 
EU . 
=B 21,2, 0), 
h CE wn 
* De » 
Me FÉ (s—1, 2, 35). 
Tie A, AA (8) 5E 
qi= gz dih tiiat Hiig 
" Hiat- -+E Zn 
或 o= H E , 
€ Qo 
BERGES] 


o— PLE dolo 4- A 而 民生 + igt --- um TONG 让 


(2) 


(B) 


ERRA 如 EA (D) AE 
chi Eat, 
= 一 3 {i+ L meo 
d. x ~ | 
(371,2, e, $), 


我 们 得 至 险 一 的 一 租 正 值 gw di. c. gr. BAER RR A 
道 ， 准 适当 选取 横 截 面 时 ， 应 该 有 一 个 材料 最 省 的 时 候 ， 所 以 所 
得 到 的 数 gos qi. co. qu 一 定 是 这 个 问题 的 解 。 从 数学 上 严格 襄 
来, 是 还 须要 验证 洪 充 分 性 的 ,也 序 验 证 这 一 般 正 值 是 否 为 限制 极 
[Y 


J m 


L CF PU EEEE TER : 
(D) f-aby, 落 ataanm d; 
(2) =r y ta, UE 更 十 中 十 中 = 了: 
(3) f—zyz,4 HE +i- I (rm, yL0,2-0,820) 
(4) f-l. + 3 著 ocLy-2; 
(B) f—eos2mr--eosi4, Fi eys 村; 
(6) f —xyz, D or aj —1, ryte, 
2. xK f —u"aypiü ERE m-by-4—d. G70, m0. n2-0, po 0, m0, 
90,220 FECI. 
3, RAB c3 --3y2—12 n P ESEREL T PEEL, DELE VUE T TURIS 82 35 irs 
而 面积 最 大 。 
4. RHI yf—4e 和 的 点 ,使 它 与 直 钱 7 一 y 十 4=0 相距 最 近 。 
5. EUIEEUEEITALC OS Zp, 将 它 科 一边 旋 巍 而 构成 一 立体 , 求 使 立体 体积 为 
最 大 的 那个 矩形 。 
6. 就 证 ;在 条 件 ttyl ATORI rr H2sxy E EP HRKI R Ej 
极 小 个 Fa. EEFE 
Fi— (r +t) K+ irisi) = 


giz FR YAE BED HRRG CA ER i 
Lor 
TY. Ham AEN Sa, nn AERA xi bride triel 之 下 的 最 大 值 与 最 


Disi: 
S. ME +y c 被 平面 zy a1 AA R H EB SB ds 


BUEUREIS E EE SERER, 


第 七 章 ”微分 学 在 几何 上 的 一 些 应 用 


$1 平面 曲 契 的 切 太 和 法 续 
本 籍 一 开始 就 引进 了 惹 厂 的 概念, 一 条 由 显 式 方程 


y= f) 
所 粒 出 的 曲 弹 ,加 果 在 每 一 点 :3, p 都 有 一 条 切 经 ,那么 切 樟 诗 座 
ig a 由 公式 
ig a= f' (x) 


SGH. RF, ERI, D 的 切线 方程 就 为 
Fy- FAX w), 
[73:35:09] 2:3 


Y-9-- py n. 
T dB Ric E EC REEL Hl Gu HE SE oC rh e PETRI 3 dis ER, 
EPURARE MTE, 3x HUP RORIS. 作为 例 
T PEGESC RISE ER AA HE 85 Pe HE ERE m F: 

HP] Eenh., $U—4- EEZETEGUS 4 的 圆周 上 的 绳子 介 
JF, 保持 绳子 与 贺 周 在 将 要 离开 的 点 K 处 相 邹 ,这 时 绳 次 并 [eA 
3t E IRE RR CRI 2-7-1), 

WARE OK 5 Ei OX 轴 所 成 的 角度 i 作为 套数 ,注意 

KM-—AK =at, 
PARNIS E: 
w= OK cost+ K M cos (=- zy 


=—w todt+ eatsin t, 


a 
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y=0K sint+KMsin( i- z) 


=g sin £— at cosi, 


—-— F 


图 27-1 
ERDENE ST 

y - igt, 
SGGRPAEART 


— etg t tg( 1 2). 
BETAH WAME WEEE M. 点 的 法 缕 。 


82 '""Edfitouiicdyi) dixo qnd p m 

1. RRRS ETER HORUM IZ Hobo Rs M 
BERI Ich a SL, DES RDORERDA DEDI UH, 这 里 只 介 
让 这 个 公式 并 葵 以 初等 几何 的 解释 。 

BAPER s pint AS REL MN d 
出 革 一 点 Mis, y) ERARE ds. m) dem dy 是 由 应 的 和 
y 的 改变 量 , 由 直角 三 角形 (图 2-7-2) 得 到 


~ 


和 2 pmi or EE eE 


(MN)? -dw + as, y 
rH Ek 
CHNO? 1. (Sy 


Ta 


当 An JL Apr rS de 3898 
x F CIA IX E gg ERR 
LEID LEE 
3838 $1), TAHI K 
RRE MN, 再 对 4s 0 


m 


P ER 
所 
Den 


Ad 


MURIR, 881 
C) v 


HIAR JC ore 5) 63) e 3 


dy 
da 


y. 


d& — 4 ~ l y? da 


或 


图 2-7-3 


ds? = da? 4- d? 


EI 


r 


ie hk Wok UE LEUR, ds EER E BE: dm RU 
Jc RR HR Im (62-75 DAER, RU] ds Wt iE HR, ICT, 

2. MESH XE ETE LiB de PER S Hi — Pe, PH" i 
BE- A EEBLBIE. EUCH WIR AER REAU, TOA 
Ahi Lat Ie Resp T- de dua gr PQ om P'Q. srl e 2 3E P 
BOR Q BU tos da, hY Te P iR Q dir n ole fos 
da! (Bl 2-7-8) 。 可 以 看 出 ,由 于 PQ 的 弯曲 程度 要 比 PO tmd 
EE Is HRADE A dati t 4a' 未, 因此 可 以 用 DK 
撞 划 曲 帮 弯曲 程度 大 小 。 当 Po Q, 如 果 比 值 Aa 的 极限 存在 ， 
心 的 极限 的 缀 对 值 称 为 曲 次 在 卫 点 的 曲 素 , BARY K, 也 就 是 
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y 


2-7-3 
. Aaj | da 
K. | m 让 | el. 
可 内 ,曲率 K RAKETER. xu Egg pp EE beT 
ds— M / lty" de, 
a—areigy (apum E; OX e fp, 
H yg" 
da ly de, 
立即 得 五 的 计算 公式 : 
— y 
E- ladri. 
在 参数 方程 s—20),y—y(ORHBDÉT 


Re {OY O oe" ty O 
[i (9)? (gj (2))2]9* . 


Teig no nO) BRIDE ISI e T 的 到 式 ， 可 以 


得 出 K BASE. h P oda s/ritr" dð WPa-u8, 
da — dy -J-d6 —darctg "m 


37 
rr 此， 


$3 ARER 817 
py" cur" — yr 
得 K= (eias | 

Pim, aok RHE y- aetb Fue K -0, ME riso Pol 
sk K — .., kii tri sog PERR, 

EEE, PR dir n t (OCA a AERE quo R: 

i 
R=% 

TRR ak 定 径 的 几何 解释 (E 27-4), e da d 
yfl) APH y 
8) iA iE PN qe PN 
度 等 于 一 点 的 曲率 平生 
R- L. UC fuhren 
心 。 ii Br O O5 IB] 
DIA RAPENA, 

称 此 略为 也 线 在 三 点 的 曲 
于 圆 ， 此 图 与 曲 乱 在 点 已 “| -> 
BATHR: B o£ 

(D c8 3E REB HR , a Bp IB] 55 i, P 相 切 ， 

(2) xiii, 

(3) Bis, ARE P Foto Deor — oes 

这 一 事实 表明 , HARAS (E)E o RHET, 
若 这 个 性 质 只 与 4, y, y, y 有关 ,那么 我 们 只 要 讨论 曲 简 在 “点 
的 曲 奉 加 的 局 部 性 质 ,而 关于 图 的 性 质 是 容易 获得 的 。 


y-fu) 


$3 ZHARAR AFE 
1. 一般, 我 们 用 套数 式 
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mom(b.gy-aiu,sz() 

来 表示 空间 的 一 条 昌黎 。 AER AE- Xüid te RE EE 

Moo, Yo, 20) (这 里 to Hito), o (fol, 2) MERRE SC 

JU ARR RR hE, 而 通过 点 Mo A M (Gr, y, c) RS EE REA 


X ~to EN 入 一 Yo Z —£s 
wt wt) wüD-awie ZE) gi 


2) BEBEBE £— to ER , 05 3E EK BOUE: 


-mw 0 Y y 12 Zoa — 
g (fo) yy) s(D—:üo 
EER t— fs t= — 


RERS ea), y CO. O eto Ab ERTE LR ROLE MA 09e 
时 E EE) 5 UR TERRI TH uie à Mo 的 切入 方程 为 

X —m, Y 85e _Z— 2 

w (to) Y(to) z'(dg) ' 

2. hn ipee pa 
y—u(m.,t-c:(m) 

BOXE Eos Es Eas RT] EER ARNA: 

mr, y=y (t), z=2(8), . 
RESSA v, BEATA R, HE gy (zw) 及 zo) 丁点 wo 导数 存 
dE, 这 时 曲线 在 点 (po， o, 2o) OAH go — f (29) ; za =2 (£0) ) H ERE 
HEH 


X—a Y-yo Zw 


T Daa an 
8. vH HEX Ede 
P y, 2) —0, 
Fm, y, 2) =, 
A x Ab H1 pu Whip 5g ando eos ee e a o e Fale, y, 0 和 
Fav, y, HARER, hae 


$5 "EBIBhHOU UI EbmHCT i 810 
DP, PF 
Diy, z) i Eto, Hos Sn) 
di iE EEN, FEME Mo ARRIE Tod 
yo yie), gozle), 
为 了 求 DE, CL SORTE PALA cR MUR 
aF EF dy aF, dz 
ðs ' óy dæ de 


Pain de n 
由 这 两 个 方程 , 解 出 
dy | DCF Fa) A Di, Fa) 
dx Di, sy / Díy,2 " 
dz | DF FS / DO, Pay 


da Dæ, / Dy, ^ 


TO 及 到 L 以 后 ， 就 很 容易 得 到 曙 稻 在 点 (ao，go， c) REN 


FET: 


X 一 To a Y — Yo . AA NN 
DF, Fa) |ODCBS Fa T COD, F. * 


+, 


=0, 


=0, 


D(g, 2) direret D(z,*) laws Dle, p» EST 
GE) PARARE S a 7] (tra d eoa y O6 UT HH , EE UG, fS 
定 曲线 的 两 数 具 有 建 纺 导数 时 ,"ELIPI IE 8 ha E ERE REO DIE HR 
4. 曲 芯 的 法 盏 面 方 程 : 曲 革 在 点 的 法 平面 就 是 通过 点 
Mo 并且 和 M, PETERE EIER nh, 因此 切线 的 方向 数 就 是 法 
PME BENE ERREA IR 表示 形式 ， R4 H 
RPR ch M EU ESCAPE MOPMEEORP au yr ($9) , 2 (29) I 


( £a DU, Fa | DOR, Fa) ) 
Diy, z) MICE ETE D (2, a) ENCORE Dm, y) (zo ip #8) ! 


TREFH RUF E UI S 


320 ENDE] WER aE e Bj Henn 


t! (lg) (Eto) +Y Uol Ul 77 jo) +2 o) (2— 29) = 0, 


- dy - (5 
meth) too (5 


) (2 — dia) =0, 
或 者 
DON, Fa)! 
Diy, Z) zm 
DG E) 
D(x, y) 


DE, Fa) 
Diz, m) 


， (m— ty) 十 (y — yo) 


Ce. Mas tar 


十 


(2— 24) —9, 


【ray Fm ta) 


84 rins tT Es AA 
T REAIS 


Jig. y, z= 0, 
BEA Molto 4o. zo) hse de de t n] 上 的 曲线 站 : 
wwii, y=y Ò, z=2 E); 
Hik Fw, yt , s(t) =0, 
X i REEE t= to AE OIRBIE Mo ABER. 

GF) uum (to) + E a! (to) + (Pe) a (to) =0. 
前 已 知道 , inp it (o (o) , y Co), 2 (to) ) TE JE dig RE LE Mo sx BV 
X i ES Br EL ELE CUI D uu. (in CF) wo) RORIS ZR UI Es 
站 网 。 叉 由 于 所 取 曲 六 ?的 任意 性 , 可知 曲 面 上 任何 一 条 通过 Mo 
H, CEE M bs HER Te ETE R QUPD CF ys (Er) ar), 
HAE or mI--24B[W E, 3x75 gg BOE XE Mo px i 
UPH, der CCP Dans CD wr CI) ui) 就 是 册 平 面 的 法 大 向 向 
Ak. BLISS 

(Fa) w (s — 89) + CF) a jf — 9a) + CP2) ur (2— 28) —0, 
通过 M. 点 与 切 至 面 垂直 的 直线 ， 称 为 曲面 在 Mo 点 的 法 茂 ， 
GRE REID 


84 rm rd sud azi 
Z to o Y- 0 027€ 
Qa Fon (FD 
Hkc. B8. y 分别 海 晤 面 在 M, SERRE E HEA i e E 


CORB a = — 2 e ( Fay MEN 
士 、 GUAE US CES) 
GF Y 
COS = Ll aL 5 Llc 2 
B-EJUDÍ XO 
Df ^ 
COS y = (Fu, 


NO A 
38 XT TE P E AIR , ikia TARRE RAYI m , TRAE PE CE 
YA ARRA RRE T o 
2. 车 曲面 方程 表示 为 
z—f(t, y), 
3k Es ER AZ EOD E E ERR EB TEEE , 此 时 
F (m, y, D =r f Go, y) =0. 

于 是 曲面 在 点 (xo, Yo 20) (这 里 25 — f (ro, go) BASRA 

(25)... 7 * (r)a 0 
法 总 方程 为 


Tiy Y— Vo 2— Zo 


ELI Ga S 


而 在 点 M Gr, y, 2) BEBE IR RIE 


822 SUC MOE BXACPAULAI LBS CERO 
8 dm. EB T BREN: 
g--m(u, v). q - 9 (Qu, o), z—z(u, v), 
3 00-9 di Pone, vo) Ab fT 88 ED fi Mo nos os o) 
AREA SEPA 3X UE 
Eom (Mo, Vo), qo 7 Cto, Po), too Za, Vo), 
(y, 2) Diz, wy | ^s EL th RT A PESH 
(ur p «os irre) 0 的 情形 也 可 问 样 对 喉 之 。) 
Hjh c—z(u. v), y —g Qu e) kg T VET BH : 
u-u(m, y), e—v(z, y), 

因此 可 以 将 < E o. y WHS, ARA SLICE PLE] d o 
的 问题 了 。 因 此 只 CLIE I E 


u, 0 RFH ECGEU 2 23 v. y AE. DERE ER CR Sod RICE 


oz — Or ĉr , 07 oy 
Qu ös Ou Oy u’ 


Oz — Oz Ov , Oz Oy 
Ov ðs öv T ay du" 


hiis demora P7 


E 


Bz — Du. z) / Dr, y) 
Ox Diu, «) -/ D(u, v)? 


oz __ Dl, y) / Dle, y) 
Oy Diu, 5») / D(u,v)^ 


Br EL, AE M o ARF (ii DENA 


Dy, 2) — ap 
Dla, v) SU 9) + Du, v) l. (4 — 9a) 


- Dia, y) xL 
T Diu, v)! SU 77e) —0, 


IER PES 


E 题 333 


Eio Yo e T 
[| | Diz, æ) ] [.D VR ] ， 
Diu, v) lp, L Du, v) Ps Diu, v) P 
MEA M (e, y, fria e 3E: 
A BH 
e5a— pg pegno SESE RERA 
X +B +C Es AHB HU 
COS y 一 -一 一 六 -= 0 
土 AT BEBO 


Død g DG. m g DG, ug) 


这 里 4 一 Diu, n > Dim, vi” Diu, o) 
[A Epi ety PP AERE, 
az y, 2o 
由 à. ^ ey 2y, 


故 过 点 M Gr y, D MRES REN 
28(X —a) +2y (Y —y) — (Z 0. 
IJ RS 


^e Tw c 
QE) 3HBIERECE RESO CBS UPPIBENI, db PRIEUh IECUR 
曲面 。 


习 M 


1. 求 下 列 曲 强 在 所 示 点 处 的 切 粮 上 与 法 鞋 面 : 
(1) zw=osinst, y—b sint-cost, =e tosi t, 在 =F EEH 
(2) satya, y+ T= A? E Eig. Vos 的 ) 5 
(3) pytt Acb, my d2—0, f, -2 1), 
2. ER ret, yst, 2-0 EORHI CAU ECAR WR FET TOP E] m t2 
ILI 
8. arii x—2a6! cos £, y=ae sint, z= ae HEE «3-343 23 RgBRERGH 


324 


pu 


z PLE RAE UH kiy E ijl 
i—i. 


. E FEFERAN RA E: 


(1) m-P, y= ih 5 一 在 El 的 点 上 }; 
(9) myz-—1, y= fE, 1, D, 


ORCETUBBELÉEBI RRI T v] FUE TERR HEIDE 3 3k S 


(1) =a sin peos 8. y= asig sin 4 z—a tos p, TE (Pas Qu) 7 
(3) ez Re —A, dE dn 2,1n2,1); 

(3 a= 2a? + Aya, 4E 02, 1, 12 j 

(4) act by ers Ed —0, dE SE Gr. Yor o3, 


. RAHE 23 o0 —2. bhe- cy BE ET, 
. GR FAUSSE gas L5 Bh a^ 8: 


CD SB y=aeh 7; 

D) ga y= 2pr; 

(3) jtk x—«aü0—sint).y—o(1—6o3£); 
(4) bi 了 一 古代 十 cog 8); 

(0) WA r3— 2e eos 28; 

(6) FERRER r—ae^, 


第 三 篇 积 分 学 


And a — Peru A RERE LEO RCEBTEPSET BS 
URS gy dat bur BUSRUR UA SER ERR HIE , BLEU, 
理 材料 时 IS REGN Ride ER 一 重税 修 .二 重 积分 .第 一 类 曲 
FEBR SCIT Rr. BlcsdERT T UE if dee "ELI en RD P^] S EE XX 
A. EAMCMIFDILEUCEDE USUS. AAAA RES A R 
ESPRIT DS IIS o£: AAEL AE ARTA H RE ERES 
WjmiLL. PRECOR EE EIE DELE PEOR BEES , ER RE 
DUEB. REGUM. S ARE, e e PLZ HECHDK 
hh RE. XCPÉ.SCe T Rk ASUAC, RLRE HDI TRAE AE 
Mite ve aAA Ee ale hu EL poe, ERG" —" EAS MU v E 
区 城下 的 积分 值 ， eT ERIT GS. RHEO TEXA PE CBS SCELTE 
示 。 

在 本 篇 中 , 和 伍 个 重要 髓 念 引 大 时 ,都 将 指出 疙 的 实际 背 艇 , ER 
hire AR bE EMAA, Fe In] f ACE] Bb P4 AGE 
能 够 比较 好 地 擎 所 教材 内 容 , 学 会 解决 党 际 问 题 的 方法 。 


i i sas Te ceo mmt sen 


第 一 章 不 定 积 分 


$1 不 定 积分 与 它 的 简单 计算 方法 
在 上 一 篇 中 讲 论 了 导数 与 微分 ， 它 是 由 其 定 的 求 数 求 出 其 于 
数 或 微分 ,但 是 ,在 科 堂 .技术 的 许多 周 题 中 ,常常 天 要 解 决 村 友 的 
阴 题 ,就 是 要 由 一 个 商 数 的 已 知 导 数 , 求 出 这 个 两 数 . 车 如 在 上 一 
篇 中 ， TIMSUCCASBRIGERITS s 一 $( 让 ， 用 微分 法 求 得 其 速 


E osi, ARERIA a o TS, 但 是 实际 上 , 往往 


KETENE: Eg E HE e 是 时 间 上 agrum Sek 
HERE o BOOHOBIESIX BUR. AFEA A m La asalt) 
MEHA o= o0), EAEg RS at, ERU M o AUR 
vÀ TRIN s=), MERHER E n (D, 
kii, dms B dm TAE: 

XX. FERRE k, F'O = a MERTE PLE, |a 
4& Fx) MHR y o BUR UTR. 

Ei ER. JA S V. H Ar, — A e cr i EROS ETE — e, DD. CP Go 
TO]'-F'm)-—f(e) (COHEGEWDEO. MAR Fo EDGE 
fc muB, Hg 天 et CO (C 为 任意 常数 ) 也 是 fno AJRA 
ze RILE, hA OCR EDRR BH H EERIE air T, ARPA 个 
VE E) RI GG i "m BRR, SAU : 
常数 项 , BRA FQ) 一 人 (2 二， 内 此 图 数 fe) — d 
FARA F) tC, 

PHR fo) 的 原画 数 的 一 般 表达 式 为 JO 的 不 定 积分 ， 记 


IUE A 


$1 不 定 积 好 与 省 的 简单 计算 方法 B27 

为 |f (edz， 由 上 所 述 可 见 ， 求 不 定 积分 的 运算 就 是 求 导数 的 逆 
运算 . 

思 淹 一 开 姑 提出 来 的 办 个 力学 问题 上 ， 我 们 现在 可 以 把 它 才 

v= [scat 
及 s 
Am REFER REED REUS, TE ICI TERT o8 O 为 重力 加 深度) 
= IE dt -- gi 4- C 


P (dt, 


及 s= 1 ge Ot+ 0, 
dn C, 与 Co HARRERA. RP LRRD E EA e a a eE 
AREH E. 4H RE, AREA SEAE A SEE EE 
时 齐 的 吉庆 以 及 在 此 时 剂 的 路 程 ， 情 页, 已 知 研 如 时 
9—3495, $= 30; 
那 未 就 可 以 定 出 
Qi -Hy gto 
E Oa = 30° T gt — nds, 
从 而 各 到 y — g (i-- £g) + ta 
及 s=} 


Z]TH Ek fos so JE vo TAE €, s Rv TERES AR. 
作为 导数 的 闭 运 算 , 很 容易 求 得 初等 向 数 的 不 诗 积 臣 , 下 面 是 
最 简单 的 不 定 积分 表 : 
1. fo den 


FUE 19) 2 4- ng (6 — £8) so, 


2. 上 0 一 Ar 二 CC (b Xr S; 


让 MI 


328 35 —88 y- cR m oH zx 


^ -一 1 nl "1 zo E 
8 IE das pus E +O {n 7 1) > 


a 


[asm m| +C; 

p 

5. Jsin eas = — eos 和 二 他; 
6. [eosed — sin 2-0; 
T. sec? z de= tg c: 
esc? g de -- —ctg 54-0; 


seo mig m dm — secm-- 0; 


5 -arc sin sHC: 


- arcig c0; 


-| 
|j 
10. pe -e-0; 
Jui 
di 


Ier 
13. [shede cha c; 


14. [chade-- sh oc; 


dx _ . 


16. A —thz--C, 

RETIRAR 9T LB. ETE ASI TUE BE XR ER 3 TEL UR DDR 
扩充 。 最 简单 的 积分 法 即 有 以 下 二 个 : 

一 、 普 4 是 常数 (a0), f (e) 和 8 (2) 的 原 而 数 存在 , 则 


je sco dæ = 2" (z)dr, 


$1 不 定 积 徊 与 它 的 简单 让 前方 注 320 

Bar ERU HE HILEHS SS PALART AERE. 

一 、 fcre + sc de = [rende [o de, 
Ep si e ZAI CX 的 不 定 积 分 等 寸 两 将 的 不 定 积 分 之 和 (着) o 

=., # OCAR Foo, 
Ri [res bas- 1 F'(as-Ebi-EC, 
它们 都 不 难 从 不 定 积分 的 定义 证 得 。 VREURCRESESO PORK SE. E 
HB : KS A Er a ERECTA PAM TARE. 

$1 3 3x 56 ffs 85. D is FUE Rr 8RCBUS- o ELE fto ep Er DT ut 

[1] |(6w 32-3 da 

一 efe da 一 sfe da 3- s [ze c8 a — 3 a? 4-02 4-O, 


[aj 2] | Lin 2z—1i--0, 
[9j 3] e Diete: de 


E- | (e — g^? — 20-7 34-9)Mdz 


和 


E B 
a 3 


TE ERU ERAS MEERA CO, ER LPE E: 如 
FPE LE EE Jas RAE me), Ende TE f Gath DE 
ERE m G0) , Bie Jo SUME y c Fm. Lit, 2A h 
pomi P (m= mia BA ERRE X.FEBDEERSZDERWPRÍR, 
ik 二 人 为 mle) hy TAR, A 


y=- minida- (v) TO, 


i 0 H8 n o - mm 


389 HOE y$ 不 定 积 分 


y 


~~ A e, 


” Milieu 
| y= + 
图 3-1 


于 是 所 得 到 的 曲 重 不 是 一 条 , 面 是 相 尾 行 的 一 钼 曲线 (图 81-1)。 
ARMEA PE BOR R RIE Molto, Yo), AA ÉN 
可 定 出 此 常数 C: 


C = Wo —E (To), 
TEHIREHE—HET, 


$2 不 定 积 分 的 计算 
从 圭一 节 痢 油 ， 昌 然 利 用 积分 法 则 及 箭 单 的 积 秃 表 可 以 求 出 
不 少 商 数 的 原 贡 数 。 人 是 实际 上 过 到 的 联 和 分 仅 洗 这 一 些 方法 还 不 
能 完全 解 诬 。 例 如 
[eoe æ sin mde 
REEERE., TREERE ERIA, 水 需要 避 进 型 
PAEDR, 下面 我 们 多 介 引 不 证 税 分 的 换 元 法 和 分 部 积分 
法 ,然后 讨论 有 理 分 式 的 部 分 分 式 法 以 及 可 有 理化 的 积 和 估 等 等 。 这 
TÉ Lb RT EUER HE Ae BG AS PRORSUS B SII S 
一 、 换 元 法 
实际 上 ， 上 节 所 讲 的 法 剧 兰 是 将 要 衣 明 的 换 元 法 的 很 特殊 的 


8&2 TiEBZTEIS a 
MOL SERRE I eR RED, 
例如 世相 第 和 分 
cos? a sin sda, 
可 以 起 想 , 由 于 
sin ede= dcos, 
WR, LIBI RU BU d oT eol 
| cos? a: sin e de= -| cos? a d cosr, 
作 代 换 cosa, RAMA- | ide, TERRA ACRI GR 
foie — C, PCPI o, OH EC oes n, 
PIBIXE- RE TE ELA PE RUE. ERAI IEHH 
定理 1 RSO), o0) A e^ C) MULIERE EE, HL 
[ed F0) c, 


m | oe ode PC (0) 6. 
[Emn]  4efigy SERIE BH Rr ie 
Fip) +E 
BEREN fle 1o ， 
Hakan m: 
Elie 
[da (o) +0, 


PrE F'iz) -f (e), 
于 是 把 Fip ©) iA Se 

u= F(s), w= 0), 
Tjj EE AHI ORAH 


occae nm aa er O MES e a EL LL 


p E (0) emm 


F'inyro'( = F'ip(O) o' (D, 
这 就 证 明了 我 们 的 定理 。 


A4 aro ie ,| » m NN 

EB] i] | nw de s |a ve ig æd (are tg «) 
l lare tg z ]? 4- C 

Lin) 21 IE e dæ = Í {1 --ecos* wisin æde 


- | (eos? z-- 13d eos c 


=: t cos" z-- coge -Cl, 


t3) f i -[9 2. cmm eec, 


Sing In e 


- ` {sng deos s 
[H 41 IE « da J cos x da | C08 m 


一 了 me08 +O --In|see c +0, 


: aana n uL | E cos tdi d sini 
[51 8] J secat E dps "homer 


Md. 
2 3] I iU d-— i- t J gm £ 


Tni 


= 二 全 (1--sint)? m 


cos? E 
ON +C. 


"EA WT EA h TRH, 
ser d (gec n 2 | 
[sea | sec f Lg d -In'sectJd-igi'-FC, 


Xx m fit mo e ERKE, 


不 定 积 和 的 计算 338 
定理 2 t f(x) Wd. s= pl E p (的 SARR, epli) 
BJ BR AC 5 p! (m) dy f Hop SE E B. 
OITO —FD GO, (1) 
则 
[riis (p im) 3-0, (2 
AP oin Js pl) Bg. 
[utUy RER (D Go Gepel Br PEE 928: CDL, 1S 
d on 42 x4 - ， n 
ds E 00 eC) - F'GO (eG ]' 


本 1 
— flet)le (Ds) = für). 
这 样 恒 证 明了 (分 式 。 
[A6] R 
| dm 
A al — ud] 
TERA e —a sint, 于 是 


| dim 一 | 人 
aw Jacosít 


[4 7] K 


dt di—t--C - sin € 4 Q, 
ü 


- s da 

~ 4a? 

作 代 拉 4 一 4 tg i T 
| du fa sec? tdi . 
IN -fE q sec f - |soe tat 


二 ln secíi-rigé 4-C, 
^n [ tg Lar Tag a0, 


-g tte ^0, 


a 


人 vomer - tomo mr 


334 第 一 篇 P-E FERD 
Hf 0-0,— 6, 
8] ck 
[P3 8] de 
Iosue 


PEIER 2 —esect, 于 是 


de | :tet Ji 
| te t 2 


(ln dg i+ seeti tO 
-In +v +0, 
其 中 个 -0 一 1na. 
Ly 9l sk 


[T ET 


da grt t di 
sls |i1/. 1 -| /BI 
ENS 十 à M T 


= e reii +o -- L l re 


A 2 
Mite +0, 


© 
EA 10l 3e 
o Y o 
[zz I 
fef od, 于 是 
da 6f dt 
jzs Fyn j Ere -6f za di 


es +1, «e 


一 3 -6i—61n.t-1'--0 


$2 不 害 积 妨 的 守 算 
一 、 分 部 积分 法 
SX is a H ecu v Ge) A eleh, A1 Am AG, 


(uoh =w eue, 


B35 


或 Bp - (ua)! — WY, 
wo wo! rn bog 9 BO IC 3, S ETEATOE TA RU SE, 
E 
| uo dx | (um)! d; — | vu! dz, 
git | uw de-—ue— | vu! da 
或 |^ do -up IL du, 


DEARA RR AR. 电 称 部 分 积分 公式 。 一 般 


最 
BSLQSECAWJZDPE «, o 可 健 千 式 右 边 的 积分 要 容易 计算 些 。 


[6111] œ 
l| are tg cdp, 
利用 分 部 积分 法 ,和 有 
faro tg sds-s-are tg s-| md(arc te v) 
- pare te 2- | rim 
= 和 ea bg z— 可 In (224-1) C, 
[5012] 求 
IE TTA 
利用 分 部 积分 法 ,有 
Í cz! sinc az 一 | adi — cos s) 
= — g? cos m — [ies mde? 


-- — gm Gos 23] 2e eos ac d, 


336 La ME ES NP db 
ATEA TURRA A iA TOPHRUBLA 2E, B4 
| aj) sdnmgdzoe—s*beosr -2 LE sin z 


= —u cos s i aimsin qJ-cos x) 4- C, 


[5] 13] 3k 
le um, 
利用 分 部 积分 法 ,有 


| ge do - i | woe? I 小 dir 
f. tr 


2 modos -+C +- 2 ; (a D--C,. 
a g” 


b 


AMRAAHEMUB 3 REIS. XEMESEBUIRTUTHE T ZR 
dida nhe GR OC URERA MAR A, BA TERES RR 
的 一 个 方程 式 , 解 出 这 个 方程 GERRERA E 39 R ^n 
基 ) ,就 得 到 所 要 求 出 的 积分 。 我 们 下 曾 举 一 些 便 来 神明 分 都 积分 
UTER 

[99 14] ck 


E o ' 人 Qux + LH 
=g gät g— | IT aes Vgl dae 


— e a -L at — I à? In (4-4 Far) TOL 
Jb] TEARS Er MURAL BUE BEP CIE SGK BEDA UAR !， 由 此 六 
程 解 出 了, HERIR, É 


马 了 一 ?| aï ta da — a «adu p a3ln (m s ata? MO, 


$2 kg 8S7 


Ani eis 
[A afde = 2 e afi? 小 M In (z4- 4^ z^4- à?) --C , 
其 中 CO 了 Cl. 
LA 15] 求 


fe cos òrde A fer sin br da, 
dEXX BR TS EHI Pru CIMA 
u= cos br, du = e de 
X iu — (i gin bo, do «e da, 


然后 分 别 利用 分 部 积分 法 得 : 


(ecos be de=- i e^ eos bz 过 | or sin br der, 


le sin brda - 1 eU sin bs 一 bf e" cos br da, 

[£3 [2 
这 样 一 来 ,两 个 积分 中 的 徊 一 个 积分 部 能 用 男 一 个 积分 来 表达 ,由 
这 两 个 式 子 解 出 , 即 得 


b sin bo + a cos bz 
IS cos bz do = 2E g^ 4- 


qid 173 
fe sin be de — Z9 Pe- é eos br ry C, 
局 理 可 以 证 朋 : 


[soc adsl [seco tg » -1n|sece-Etg c1] - C, 


总 苦 以 上 数 例 ， 可 知 咏 属于 以 下 类 型 的 不 定 积分 ， 利 用 分 部 积分 
ik m DERE 


| a" In" «dz; 


z* sin eda; 


f a cos bx dw; | ate dæ, 


335 y $o ds orm BIA 


| Pinede; Pim ee da; 


[Pa mede: (Pia) sin ma da; 


| P (sz) cos made; 


EL ESEIH TERT EBk, SXUBJTREGAAIGB TUA, E 
BAR FIRER 不 定 积分 和 求 导 数 不 一 样 , 对 于 其 定 的 一 
个 初等 图 数 , 我 们 总 可 御 畸 一 定 的 方法 去 求 短 尼 的 导数 ,但 求 不 定 
RARP AE, EHAE ERSE TIS, A EARRA 
TAER HARE RAVE TRIS ETK vi LR n 


jenes [is [sta 


就 是 这 样 。 
不 过 ,对 于 某 瞩 特殊 类 再 的 积分 ,还 是 可 以 找 出 一 般 的 积分 步 
E, 下 面 将 千 段 烈 出 一 些 常 见 的 不 定 积 分 法 。 
=. HEARR 
R Pa $uQ) SEPT HAC LEA 
Pv) 
Qu) 
HEROA BRUDER. EXT CIE BENI 
Jos 
Ubi PE BART Q GO. B's Xx, BEI QU) E& Pc), Bn 


可 分 解 为 多 项 式 RO) 与 O5! 之 和 。 基 中 PG) 的 次 数 为 低 


TF Qe) 的 次 数 , 而 Ec) 的 积分 是 获 无 困难 的 , 所 以 我 们 只 要 游 
IB ARX ELSE T. 


&? REM a 339 
RAPIT AS BA AHHAR, E TAR 
型 其 [ 分 式 的 积分 : 
1. [4 du: 2. [. A dr (n-2,8,-); 


如 一 此 tæ a)" 


fia-4- Bo ; 
s. f, dr; 4. l, 
et peta c; las peg de (n—2,8,---) 


其 申 A, B, C, &, Ps ERM H RORA 2? -cFpn--q 没有 


1, 2 两 种 类 型 鬼 积 分 找 作 时 已 会 求 , 宅 们 分 别 汶 


l-5 de Alnis—a| +0 
Á __ À Hu 4 9 N 
Tas ETSER ETSL 4 TU (n—2,8,-.), 


对 于 3, 4 RAPER Ap $8 ai T9 H3 Fb HB. ,我们 先 讨 前 3。 
f a^ p eg A BA AN, AMA 


a?--prd- g —x* --2« 5 ac (5) fg] 
-C+ e T) 
BAA S ARRAIA, obs e, RERA 
ati 一 dæ- di, 
于 是 
; . BẸ 
NEST dr=| 5 » 2 ) dt 


i a2 E ne ne t r 
一 La e 一 -了 Jtg “+. 


340 BE gom cR om pio 
diu Cox p EE AET, SUR 


E Br+0 da 
7h pat g 
Bp 2m 4-p 
一 一 (go ERE 4. Ctt 
g (a? - qe g) + 4g "E Vo p C, 


TUERI ISFEEB EORR ep Eg 4 型 的 积分 化 为 


| 了 二 | 2t di r(o -P| dt 
(a"--pr4gq) 十 2 JJa" 


AARET ARa Ah ES 
| 21 di 1 i 


-=-= "o 


[CE ES n—-1 (G?Eg»tt 
HTE ARA HER 8a. PIS TEES: 


E di 1 [xm ue 
i, pm a) gka" di 


i | ue Y $9ain—1), LEE 


E -4 L adl. ls 7 
= I, aye" 3 —13 [al ese 


|. 1 i o È 
O a Dot gs Án—1) (Eran 
A f di 
2a? (n—13] (£2 - a9) 7 
i E 3in—3) —1 . 
— S9al(n—1) (E dab rt 2a? (n — 1) Lo. 
我 们 已 轻 算 内 过 
La Xl arctg £ 可 十 Cr; 
于 是 依照 .E 而 这 个 递 推 候 式 ,由 已 天 的 五 ane IPSE 
-d L E p do age tis 
fa 2g Pa 1 Do tg a! C 


GELT DC PEE 
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I 2o ll E Cl 04 8 . LE 3 
? dat (Plo) Bat dpa? Rai 
有 了 以 .上 这 四 种 类 型 购 积 分 ， 我 们 就 可 求 得 性 何 有 理 丙 数 的 


积分 , 因为 从 代数 学 上 知道 ， EN qs HUGHES, 


积分 I dw 就 不 外 是 这 四 种 类 型 税 分 之 粗 台 
事实 二 ,由于 Qta) A KRN 多 项 式 ,所 以 
Qa) = (x-a) i {T "be? 4- 9,m 
-F 31^ la pud ga]. 
TA Fols p n] ELA AE TE BEA SC (IA) af A d 
分 分 式 之 和 


Bes [am AP LLL AE] 
Qi Lert tz—a uM 

MU AE 1 
un d t CET ^us ] 
[eee mere pu. 

Btpn -tg La? or pwet g) 
[ero et 
BHP Mq. (m? prd q, 2 P 


其 中 常数 ADIP, BUD, OP SEO PEE RE EIT TAN FB b doe 
ioi: 
AER 135 85 3X IDE YR A- , BT EA 

Pm. Pm) 

Qu Qi)" 
从 而 PDS Pi 。 
而 户 (w) 为 含有 待定 系数 AP. B, Or fS X Asc o tA Ev, 
二 2vs 十 … 十 2 一 二 次 多 导 式 ， 上 比较 多项式 Pio 和 Pile) utn] 
RRRA, I, AQ Aat AR H- 2», tare Hip, 个 线性 
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方程 ， 再 利用 部 分 分 式 再 乔 可知， 从 这 一 方程 孝 确实 可 以 解 出 
Mte titr e 2r 个 待定 系数 有 时, 对 一 些 其 体 问 题 ， 
还 可 以 用 站 种 特 浆 方法 来 山 定 待定 系数 ,显得 惠 为 简 供 ,下 而 的 例 
18 就 显示 了 这 一 点 ， 和 由 上 可 基 ， 对 有 速 亢 数 的 积 苍 ， 本 雪 头 成 以 
.上 四 种 类 型 的 积分 。 

[ 鲍 36] RRA 


| dx 
"Pu 
Ur T etats (e—a da), WIBBEREGE: 
1 A .. 8. 

sg?  x—a mw-.a! 
只 而 f= iAH Bieta g), 
Itex piu] O Ti 

， 1 
| s — G "E 

1 ~ tr 1 | 1 

因此 gia? 2a v ata ) 


| dz „1 LR tm ] 
oe Zalda a a4 
1 In e—a EC. 


Nu" | zo 


LAE] 求 积分 
| mio a 


人 一 FT 


W ^ cpu al uud uto 
BAE, BERBIA MO FE ERNER A REA: 
A, 4- B,—U0, 
C,— B,—0, 


32 EBAMUSTEE 848 
24-r- B4- B4 C, 7-0, 
C;4-C, — B,— B1—2, 

A —04—0,—2, 


解 出 这 方程 类 ,得 : 
Aml, PB, 04-0, Be=—2, C15 —1, 
所 以 
[oA ae [tm cf rins 
GE —1) Gr 1) Ta- | (eX bel 
—lniz—l tu lm gi--1| 
—are tgrt, 
[Bi 18]. 求 积分 
x ż 
| 区 二 i a 二 本 = w. 
RR 
g*- ut +i |. A H c D 


(z—1)iz—2)i—8)3 wl ww--2 z8 (z8)? 

右边 通 分 ,得 
c -—2s -1—.4(e—-9)(xc—3)?*4- Biz — 1) (x — 8)? 
cTG-—1)(2—3) ic —3) --D(r—1) (x-2), 
ARRI P3 1 1 BS EAD RE , BEEP PhD is] X 时 的 系数 ,然后 解 一 
MEIER 就 可 得 到 待定 系数 A, B, 0, D zii, 但 是 , 我 们 这 
BEHA HAAR RA ik— Zr i]du- — eR ETE PIE Lh 
JRE ARE., RAEAN, Io esl, Bnfd 
4-- —4A, 
Bp A— —1, 
UG hm o 2,9, ne] fq 
B=17, D-28, 


——— 
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为 了 得 出 C, AEM s RE A. RAR e 6-9, 得 到 


Q- 一 15， 
从 而 有 
(一 工 ) {zg—2) (— 83)? 
dæ .( de 5f da | da 
一 | ,471 ft 15) 8f 28 5 ÍÓ 
[Es t | 2; 7 
. . 5: ln: : 23 x 
— —lnig—1 十 47]mn z--2j—101niz—83; 一 gg tO. 


四 、 可 有 理化 的 积分 


1. 形 如 [Rhe mtb) de 的 积分 。 


WAED Riu, v) SRM TEE t. o HAMAS, 此 处 


省 
me 十 六 — 
em-d o 7? 
或 解 出 = 
EPIO 
TERP de FER: 


j Rip, dp di, 
由 于 gtt) 及 g' (2) 向 为 有 理 而 数 A R, Dp C) 0559 46388 
Bde, AHERMAA RARD DEKA, BERMES 
LEGE CU ak eR Fe 
更 - -Aei AFTA A 


82 EHE 


(n(o, ET, Ye, NES. 
IN catdi? N emtd? 7 N ond 


的 积分 ， 作 代 换 


845 


je 


dish n à mis na cos ne UI ZI, 53. EISE IR ME, 可 以 


id MECE ITE UG OP ERR 
[B] 19]. RA 
| EE AN 
Fa- Der 
RJE E OCT E 
sel, de 
[ya Sar]Y catena 
MERKE Aa BAEN T 003, 
| 
4 AT E 
就 可 将 此 积分 有 理化 了 ,此 时 化 得 
l3 di. 
t — 


FAAEA AAR E , BD e RERA 
2. Ján | Rs, «/ ag? tbe tode ERA. 
这 种 类 型 的 积分 ,， 世 可 已 通过 变换 把 ' 台 有 理化 
Yp (Enler) 变换 ， 
(和 >0, 命 
s adi buo XN ami, 


WAEA Jg HE 
bete +I ast), 
- ns T8. 
从 而 有 gaa 


这 种 变换 称 


346 第 三 种 。 deem noz m5 
JOE. 

在 代 澳 式 中 ,不 花 取 

slaat bedre s uedi w siaa t bate=ŢȚv agt 
都 能 将 积分 有 型 化 , 尾 是 朗 据 其 体 剖 电 的 不 间 ; 采 用 这 种 或 旧 重 和 伐 
换 , 将 会 使 计算 过 程 更 为 方 使 一 些 : 

CL)ePem0. A 

^ as? bse- at o, 
两 边 平方 后 消去 c, HE o. 得 到 
G3-- b — at^ 3-2. ct 


x so OFA et 


要 一 下 * 
上 由 抽 梯 的 道理 可 知 , 作 此 代 补 就 可 使 上 上 旨 积 分 有 理化 。 
(OE Bà aa? bsccoc O4[ IR eA D. TE 
^^ as? F bste- N ale- ai im— FH), 
4r Ma(zs—a)im—H) tia), 
WEFR HRE e—a, d 
&(c—BH) iaa), 


从 而 有 g= EE., 


AMER EH, M E hii RARA E o 
APT GGOBRXEGES R quf R SA e E A 
EHE; PIJ Im ac? c 6x Fe — O ASE, IAR APRE BI uf 
35:8] EI uz Au EDU SCR, HU qox 07 — dac c0, Ede LXX SEIN 
az?-- ba Fc i [ (2a 4-5)? 7 (dac — 6?)] 


值 , c E oc-0, 此 时 即 可 用 第 一 箱 欧 这 变换 达到 目的 。 xt mE 
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RRR T RGP RE: 为 了 在 所 有 可 能 情况 下 ， 拒 这 种 类 
型 的 积分 有 理化， 只 上 须 欧 直 第 一 、 第 三 两 种 变换 邹 芝 足 钱 子 。 不 
过 ,出 于 某 些 县 体 胸 题 的 未 同 ,有 时 使 用 第 三 各 欧 拉 变换 可 以 使 放 
SB 7 B s 
[P 20] 求 积 分 
| m sm 
RIRE, AAA Eti AREA, B T SERES 
音 起 网 ,可 分 
A/a)?--B8s--9 eti, 


于 是 jo 二 ~ 如 十 Bw 十 -t 
pe 
a443? 
, 20-i 
ZU 3—2 3 
从 而 有 dz ODDS) Ub, 
RAH. BD f$ 
m n [xs dt 
tty m Rep? os) Me 


这 时 积分 就 已 有 理化 ， 然 后 和 用 部 分 分 式 法 序 可 求 得 最 后 那个 各 
A 

以 上 是 就 一 般 情 形 而 半 的 ,有 上 毕 特 乡情 形 ,可 不 必 利 用 欧 拉 挛 
换 , 而 可 以 通过 更 简便 的 方法 竺 出 。 

首先 时 论 形 如 


ed ism 
的 积分 。 光 把 它 分 成 两 组 , 即 


„H [dia thm ro (y 6MN(U de . 
Le gef aa ie N a | Ja TE” 
TAEAE EARN, I AARAA 


848 dci yA GB xk RD A 


HAAA SEA Ty LU 


523 
TM e Re- " 之 正 、 负 情况 ,可 将 它 化 为 形 如 


I de 或 | - dn 


A gii Mahal 
的 积分 AT "E4771 FEP E A ELE H 
mj, FA An 


| (Met N) A aut d- bsc da 
BERE , a, nd (e ji A ERE A: 


[4 ~ aa 4- ba d-c d (aa? 4- bz te) 
+N- 7 2 | Agi bs cds, 


右 端 的 第 一 个 积分 立 朗 可 以 求 得 ， 而 第 一 个 积分 亦 可 通关 配方 的 
沙 法 租 成 
fv a —side 或 jv a! -- a* da 


中 之 一 种 类 型 。 
[P 21] 求 积分 
NE d 
|o cas d 
RIE 
| 2x1 ll di — g’ 一 4v) . uu de 
ze cv 


oces da 
一 一 有 —a)-d4r 3| 74 NM 


— (iz—2)* 


DN —a* — Ar — Baro sin c 46, 
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3. An [ R(eos 8, im 6)d6 的 积分 。 

对 于 含有 二 角 图 数 的 积分 .市 于 sec es S TE TIL 
化 为 si J& cose 的 图 数 ,所 以 我 们 可 以 只 计 洽 |R(cos9, sint) dé 
HAB, Ki R(E, vi 为 sg 的 有 理 图 数 。 

fret tg E- RESO R(cos 0, sin OEA i MARZ, 


戈 而 可 以 利用 部 分 分 式 甘 求 出 积分 ,事实 上 ,由 为 这 时 


B 
sin 0 — 2 sin d cos 二 一 h ii 2 , 2 
j 2 2 "EZ 14:25 
sec 
2 
ü 
24e. 
2 ab H 20 — 1 tg 2 | 1-43 
cos Ë = 0823 — min? 一 一 一 .一 3 
A 2 2 0 T-t 
Sec? 一 
z 
|. 9dt 
d= ipn 


都 是 1 的 有 理 而 数 。 
虽然 ,对 于 三 角 画 数 的 积分 作 代 换 tg mt 总 可 以 将 积分 有 


理化 , 四 而 这 个 代 换 可 以 看 作 是 方 能 的 ,但 是 有 时 利用 这 稳 代 换 党 
BEERE. ATASE ER EEE 
(—)35 R(cosÓ, sinf) t pl — cosd 4& cos 0, 原 式 仅 改变 符号 ， 
RIA sin Ot, 序 可 化 为 MAER. 
因为 此 时 , ye PSSN O ig- cost 代 cos, 其 值 不 变 ， 


cos G 
dk cosd., sin 8 [df EAA , ir BRolecost d, sing), fi 
Rleosd, sin 0) dU — Rolcos 8, sin 8) cos 0 dB 
— B.(1—sin?8, sind sin gd, 
RARE ARAB. IX! OH. 表示 为 两 个 变量 的 有 理 夯 数 。 


850 FZE 9&—uk ERS 

(COE R(eos8, sinf) c pJ — sim ang, Kg sx (s u ET 
dE cos 8. t, OTIW i IH RE 

13 Eis - 样 的 道理 , 网 为 此 时 EESE SIM) 3, eos j, sin? 
EJAZ. B 

H(cog0, sin dO - Ha(cos0, sin? Hsin o d6 
= — Ra (cos 8, 1— eos? 8) d ena B, 

(E Ricos8, sinQ)rp lis] Bj £L — sinh (X sin0, — cos 0 [C 
cos0, KNIT EET EE fit 59 EE, HU) A te 0 — t BITHE, 

因为 此 时 E(cos0, sin =: R(cos0, tr 0 cos 9) -- Ricos, 
tg 0), dg E. gh — cosd (& eos 2, HERI, dim T 38 oA cos? 0, 
tg 6 BIT R Ti ge Rolcost U, TES (re tg 0). ii, 
4r ig 6 —t 就 能 化 为 二 的 人 生理 两 数 ， 

此 外 ,对 于 某 些 特 狼 情 沱 , It 01 ARA, moRLH fto 
ARME 


IEA | sin ma eos nm da, [sin ms sim ne da 
wE f cos TE COS n.o da: 
ERRA , F3 up jd P R RAKE, Bp 
Sin nb i08 nw 2 [sin (m - n) 4-sin (0 —)a] , 
gin mæ sin no 一目 [cos {ne -næ —ctosim-trnjel, 
COS me COR am 2. [cos (n 3-n)z d- cosy —^) e], 
[6422]. 来 积分 
[ sin ma oos na dæ (mÆ tn), 


利用 上 面 指出 的 三 角 公 式 中 的 第 一 个 ,我 们 有 


ta 
[| 
c 


$9 RERS Adh E 
fiin mE COS qu da 


. 3| sin Cuz -d-u) a d d- 1 fein mor anig 


9 m d- ni 


i 4 [in i2n-l- nm dim--n)a 


i 20. „o 
Ts, enim —mn)mgdüim- nm 
2m n). 


:08 (n. 十 ny p Cos (LE — j 
egete — cos{m "vg 


= 2 (2 Hn} Z(m—n) 
2D SEP I3X Hed AES ZG ARI ELECEE JR ME, Án 


| gin £a-c0s imna sin na da 


| sinima cos nr da 


或 
TRR JLA E AR EENAA RAE. 
对 于 形 如 
| sin" c eos" adm 
ELA AE m, nip CE EE, bp 
sinu eos uw: 2 gin 2», 


> a 1—cosT?u 
sin'u-———3 


, 


cos? u = Ares. 


等 关系 , 邹 可 求 出 。 
AE m, 下 中 有 一 个 为 奇数 渤 ， 可 以 委 下 面 所 举 的 例 23 Ry; 


尘 来 水 得 。 
L8)28] 求 积分 


| sin? gros? gda, 


i 


a59 p ES 第 一 但 不 定 积 分 
我 个 有 有 


| sin geco edes — [inta cos? md eos m 
-= 一 | UL - eos?) cos? s d cos at 


=: [cos idcosm-— [cos TECT 
= 5 cos ag — l cos" w-- C, 
Lm)24)] 求 积 分 
| «in? wv dz, 
我 们 有 
ia | [f 1—c0898x M 
[sim c dar [om wide = K Z " ) dz 
1 
4 


| (1—2 cog 28+ e082 mide 


T 


H 29 amans 1L 1-608 
I ( 2608 Xp + 一 C377 Mis 
1 P 

L 


-aj FA T 1 j IE 
sin Scu sinde g 


1 
一 i s- sin 2a + eT sm dr OU, 
对 于 一 般 情 形 , 可 加 上 曾 讲 论 过 的 沸 样 ,通过 代 换 来 求 得 。 
[ 例 20] cgi 
Joe Sas 
ERRAR, AR -sne te sina, —eosc dC ese, ME 
ATE HEREA 


于 是 co) m Vl 


E: 


sin? s= tg? m cog? t= 


(一 


EXTA EAT 


t u 
p 


[ 例 28]. 求 积 分 


1—r? 
ji Br 008 mr de 


作 代 换 ig =t, 于 是 有 


T 
8 
l--28 


di 
Ite’ 


I miath 4 
7 


a ina? tg? mr b? +O, 


Oral, mast) 


l— r? 2 di 
I oo as U^ 0 — "^ [a-5s sni 
—2arcig (117-.0).-6 
=2arcig (IT tg- 3 ) 十 C 
3] g 


1. 计算 下 列 不 定 积分 ; 
(1} [8—ssan; 
o» [^ Mz CRANE dz; 


(5) Jte Tera rdr; 


(7) [ar stds; 


dac 
e» Izd 


MERI 


O [arra ta da; 
e f(r--L sv das 

(6) [e ra; 

6) fig war; 


(10) fært 8 zdz (nt -1); 


354 MZA 。 第 ~ 这 DE E 


a) EL. -s 12) [isan 


a3) [evita A so 05 [asl 


sin mos T? 


(15) |csesdr; (186) 


Zania ^ NT mre 


j E: 
a» [ims em [- 
| j 


Disg rn > 
Bin getos r pu. siniz eos x 
09) | Iranie 00) G» j- pema 03 
(2l) IEEE am [Ls 
e» pL ae e» [as 
dz 
e» foara a» [1 
sin z--e08 x 
(27) | (28) SA JT —aa* 
(29) Í TERAKT) dw; — (0) [A de, 
2. 求 下 列 不 定 积分 : 
a [zx di: (2) [225 Toda; 
H € 
" ga 
(3) [ee ; c IM LL 
(5) [ses 16) [vs aids; 
dax dux 
Ur EE & zm 


| 
ap [4 3s am [VEFET ds; 


3. 结算 不 定 积 分 ? 
dax . 
e Ic G2) (m—8)' 
D uu 


zd 


| gi 
ML | F aio 人 


p2? 


da . 
9) m a) (a-I- b)" 


an [sin mxsin nods; 

as [C82 vitin de; 

(14) [ass-o v — Jai sde, 
4. 计算 下 列 类 型 的 积分 : 

a [nas 


are sin £ 


(5) feos (na)da; 


C 


(T) fe cost z da; 


(05 Je re eos mde; 
(115 ainis- Dede; 
43) |e sinirdz; 


5. RAPERA 

x+ 1 . 
a3 — Baa -- Or dei 
"— 
(z4-1)(r-F2)30z 4 83)5 


a 


d. 
D fass 


a | se 


dE 


(6) | (2 —3) (a3 2j? 


3 ! RR da simh 
DER 


dz 


i ^ i. a. r * 
a0 lA ART (B1i- 409); 


32) [es Tua cos NYAI] 


E Inzdz (n YERM); 
senan; 


， dx 
a | 9597 ; 
e dinig” 


fz sini rer: 
fere gin z)3dz; 
I (we +a daz 


je eassraz， 


f dro 0. 
Gr--D (x4 2)3 7 
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e | de oi (8) | vuU Cg 
rien (338—435) d Ead Rl 


e f- ætl} D (5) f. i 
6. GPU RARR F FRR 


a) /| d; — cum us 
e [arsi e [citus 

o ELE a) £6) iz Dui qo (G0; 
e [MZF eain; @) fav raids; 

e [iue ao [FE 

a)» Íazsi ic — (12) Im 


da . s~v zio r-2 
a9 [es as [2 s S3x4 2 


7T. SWF PI FGUR ICE Ro ER ERU E TRUE: 


a» [sitos ; (3) "on 

: jnt " : [coste 4. 

(3) jsin meost v dz; (4) | 

dz . da 

(5 Lm (6) T 

(T) fsin De cos sdm; (8) [sin zain sn £ de; 

Q9) f de ; do [eerte mid 
sin (t+ a) sin (z4- b) ^ , 


dae . snig . 
aD | aves sing” a2) [az dz; 


sim x cos x 


a9 | dz; a4 


me? eos mdr; 


(16) [ze sins dr; (06) [z*e7coszdz; 


——. 


(17) [se sina gdz; 


(25) |x aretg z-In (1-22) dx; 
(27) | 255t- dz; 
sin2z ? 


(39) [shir ohig dz; 


(81) fi dz; 


ee a — 


(30) 


(32) 


P gina rix; 


IL quce 


[In (z 4- ~v 1 —22) dz; 


f mæ de 
(L-a 


s5are 008 T 


I 5 
aT 
bac cn 
J eT dz; 


[e 2024s. 


soceri m nn c oc S nA 
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第 二 章 定 积 分 概念 


$1 定 积 分 问题 的 提出 及 定 积分 的 定义 
在 实 冉 中 我 们 经常 要 计算 这 样 或 那样 的 是。 例如, 要 计算 一 
个 由 曲 炎 图 成 的 图 上 的 三 和 ;上 要 计算 -一 个 几何 休克 体积 ,在 计算 一 
个 质点 在 外 力作 用 下 移动 时 所 作 的 已， 要 证 算 一 个 密度 不 均 与 的 
物体 的 质量 等 等 。 以 计算 沿边 形 而 积 为 司 , 所 槛 车 算 的 图 形 可 以 
X AC BRRIBAI. ip? i—i, ERIE P a, pe RA 


E] 


-t 


图 8-3 


FEAE ERA — 71 
块 一 小 块 ， 每 一 小 块 都 可 
以 近似 地 乔 作 一 个 小 答 形 
(图 3-2-1), 耐 曲 边 形 的 面 
BU n] ESSERE 
"FA INE RIED 5 zt RU 
ye^juhdR, SkHtA SUIS 
PARER 
PERR., PA 
$ An EHE e Scd 
BERRE, RPW, 


A TR a GAAR REA. KRAS, REPER 
面 上 、 形式 上 来 站 是 省 不 相关、 香 不 相 辐 的 , EAH 0 — li] 
样 的 要 求 : 计算 一 个 和 式 的 极限 , 进行 无 劣 小 量 的 求 和 , 这 就 证 定 
积分 概念 。 这 种 无 穷 趾 量 东 和 的 中 想 , 很 时 就 已 被 大 全 提出 来 了 ， 
何其 米 德 就 用 过 这 种 想法 求 得 曲 亡 形 AOB 的 面积 :图 3-22)。 


81 EEEH ERARE 850 


HAE E 
1 2 2 ayi 1 
uO m? , "VO 


把 区 沿 [0, 11 4i. MARTRE, PE A BIREBSATCETRERA 
之 和 ,为 
1,/1y 1,,/2y 1. —1y 1 
PAEIT -«( ) * -二 (3) eder T 


H A Tt LH 


za lopgeem-83ee (n— 1)?] 
as (n—1)a(2n—1, 
Pork vico RIPE OAB 面积 的 近 候 值 。 如 要 得 出 精确 值 , 取 
ER noce, BD 


OMASE 048 的 夯 积 为 起。 AEETI HE H o BOE AE 
MIREA S, KHF B JDEGSUEL. ERE RESER T BIA Co 
所 不 能 完成 的 事 。 


a re a f cam 10 ne n Aw em] sm n 
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ffr, dH EESTI: BARR AB, E EI 
布 有 质量 ,但 密度 不 是 均匀 的 , 忍 密度 击 数 为 了 el ,我 俏 苇 如 何许 
算 写 的 质量 呢 ? 
首先 ,还 是 求 近 伺 值 ,如 图 3-2-3 Br. TERES AB 用 点 


To E Tm 
€——————— — — E 
T, X dy XQ 


B 3-2-3 


Amy m x——--B 
Zt ABE LEE — HR Da, m] ETCIBUM X £L, REA A, E 
BEER ,EESÉTS DECIR] [8035 0] E, ET ERU UE BE pL RICE TEE 
f (EO , ARER, pE E Emi, md E, 密度 可 近 亿 地 看 作 是 均 
与 的 , BEEG fF (ED , PAGE BE HEEBS E S EC ELHRLAETT- f£ (50 da, 
(dn =n ti), AHER 418 的 总 质量 m 可 近 习 地 看 作 这 些 
质量 之 和 VER 


m =$: f (ED Am, 


当 委 得 越 和 时 , 近代 程度 就 越 高 。 所 内 自然 地 就 把 质量 的 精确 值 
著作 是 当 所 有 次 4e 0 时 , 邢 个 和 式 的 极限 。 从 物理 意义 .上 来 
看 ,这 个 极限 是 存在 的 ,因为 质量 是 客观 存在 的 。 

请 多 实际 岩 题 ,部委 鱼 到 计算 这 和 样 一 种 和 式 的 极限 。 因 此 ,有 
必要 把 那些 问题 经 过 数学 抽 介 使 它们 纱 一 地 建立 在 严 宁 的 理论 基 
MEE 

定义 WHE [e b] PEHR fim) Ela, b] PERERA 
若干 个 分 点 4 这 里 捅 大 n—1-) 

BS Pga e Bg C Ey = 
RUHK Ae, 5] 34223078 A, Ei AER B. [mias 2] 
中 任 取 一 点 名作 和 式 


$1 RARESA ERDE 861 
g = DFE) dg, 


Hp deS m t HR 入) 为 das (97-1, 2, oo, n PRIER S, BE 
ACd) ^ max idm, 
[2i,.2,-,n 


PH (2) 0 时 ， 和 式 的 极限 存在 ， VL PERRA TS CHR E. 的 选 
TE AP CASCO) [as b] 的 分 法 ,就 称 此 极限 值 为 Fo) 在 Le 5]. E 

这 一 定义 可 以 用 "a 一 六 的 祝 法 表述 如 下 ; 

BUR IE I. 对 任意 的 670, 42 4E 070, 对 任意 的 分 半 A, 
PE E Elma m] Fe ERR, ELE A (4) 一 SE dej <å, 恒 
有 

»n E) dsrT | <e, 
HUI kf (EDO La, 8] 上 的 定 积分 , 记 为 
-['r im)ds, 


Zi adu b REPRESENTS ER, UB. TREE RERS 

时 , 定 积分 是 常数 。 
fux o 称 海 0) 的 积分 和 数 , 因 为 在 历史 上 ERS Riemann) 

首先 在 一 般 形 式 粮 出 这 一 定义 ， hemi EARE 
广 下 的 定 积 分 ,出 上 胆 做 多 肥 积 分 , 

w Fw Ele, 站 的 定 积分 存在 ， 我 们 就 元 了 ;在 [a， on 
$1 eS EO. 

BUS: SC RT EXE HL EX PR TÉE SE. 

Hi Efo E Ta, bI, Rl f Go TE Ta, 6B m. 

HEHA, # fr TEL, 6175 8*. RIDGE FE A — 3 4 I a go 
Xa xem mea xm, —b, XX EXE ES rh E — 8 x X i 


T name IPC ir n sn DID o 


3623 Eo -d POE LAM Gm 
Liis Tl LH. Eb, up s 选取 一 点 Ei, 而 使 FED dAn FE 
FERT JS rte D T E RH o Am c, JA psi: 3 f (E) do 
BUORTIHERDERNBRIR. MA, TRHA- EERI. iut 
gk XC LRR EEE LTE, ER PEE M EUR RE, 

RU. RREA- TOERUZR DS PLA XL. 

deas Gr) Bhd REAL, 
H.f m) m0, HIIniEgqHaem: v. 
可 知 ,| Fede 就 表示 由 曲 
线 y 一 Fe) X trii a—a, 2 b, 
y =O DER iz no iit 35 RE: A 
8-94 中 带 有 阳 影 部 分 的 图 形 ) 
HE 

最 后 ,还 复 指 出 ,从 定义 可 
以 知道 :| fdw 一 一 | 了 te)dw 以 及 [fonda o, 


$2 积 寺 存 在 的 充分 必要 条 件 
上 和 面 指 出 的 定 积分 是 一 种 和 式 的 极限 ,但 是 , 写 在 实际 上 不 易 
硅 算 , 因此 , SEP A EAE ENS PE i SP, 进一步 就 讨论 宅 的 计算 主 
cERITMERONAEBIBZHE. Ak, RI iA m ESEEDEUE 1H 
HEERA EMERARA H.E E 
sx f gta, 6] EDSHE ARK AAF 
GO Po 
把 [e, DJA n AORE, EOM. m. ARES f 0) TE BEAR DX 8 
[ma &] S E, TA fA 


" 


ES Y M idu, See > Ra bo, 
i-1 


i=l 
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EPPEN IT PARAR S PEL CHL EE EE Darboux) 
ARGH 3d ^] RU. ERR AARO.. EAA Fia PEN. 

定理 1 FARR RIAS E, 出 大和 不 起， 小 和 
不 减少 。 也 就 证 误 ,， 如 录 加 及 新 的 分 点 后 对 应 的 大 和 及 小 和 修 妊 
各 为 六 E SA S S s 

【证 明 】 访 原 有 分 点 是 a—Gylm eem a-mgb.4k— 
Hete, IEI R ELTE [eii Yi: 中 插 大 一 个 分 虚 e 的 情形 加 以 评 朋 , 

ie fr) dED» s m ] Eu m] ras p 655) 2» 9] 29g Ma E M, 
H MaGM, Miao Ma BEY 

Maie — a) Ha lan a x MI Sia 
但是 在 总 A S rp CREE BSTECED E, A 
B SIA, 
在 加 入 多 个 分 点 时 ， SAAE AAEE. 同 理 
可 证 S 2-5, 

定理 2 他 一 个 小 和 s 总 不 会 是 过 任 一 个 大 和 S. EAE RCXIRV 
于 不 同 分 洪 的 大 和 与 小 和 . 

[ám] ow p[e, 01. SUBIT SERCHDECOCRU AE. BOSE 
BORA P ROO s 081. sS F0 Sa, 我 俏 求 永明 sys. SUPRA 
RAFFTE HE , FEE T RS DBRAR TES GEEBSGR TAE ss 和 Ss, T 3E 
正定 理工 知 ,8 去 2 Su 53 IHE Os, BELA $173. 

定理 3 对 于 一 茹 分 法 ,大 和 的 集合 (9T 有 下 异 ma) 
mkA A ERM ba). 3E M Em ZIP f QD Ele, 5] 
AEIR E THR. 

[uEU] me MiP m; 分 草 是 fUrYtk AL EHUEBSDE Lera ,zi] 

Ebb, THR. IRG mM, Mim, WIARA 


"n n 
Se Mmm ED mea e = m (b-a), 


i-u i-u 


n ——————— 2o mre e (tre name 
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出 型 可 证 sa Mib—a), 

根据 定理 3, 我 个 知道 小 和 的 集合 (3 有 一 上 确 界 , 记 为 1 B 
L- sup{s} ,再 由 定理 2, 可知 有 4#s8， 同 理 ;大 和 的 桌 合 {ND} 有 一 下 
WA LIB Lol WNA ZERERA, H 

sadan Ios, 

现在 我 们 进一步 证 明 , EE EB [32:4 ARA 083 (07 TR L 
达 布 小 和 {s} BIERE L, TERREA EAR RR. XXSLEE T 
的 定理 。 

定理 4( 达 布 定理 ) 对 任意 的 有 界 辆 煞 f£ (0) , 恒 有 


lims = L, lim s=}, 


FET] 210 


GEN] 我 们 就 大 和 的 情形 加 己 证 明 。 
由 于 工 建 {人 } 的 下 确 界 ,所 以 对 于 任意 sa>0, 可 以 对 [ae EJIE 
一 分 法 
ga em elm xmS,-—b, 


使 得 对 应 于 这 一 分 法 的 大 和 S WR S SE, 人 < 了 十 2 ,部 


0m S —-L« 2 
AET pA wo UR, YE 


S= min(zi — ai, Wy ty EL Eas IGLA a ) 


dtp M k m RIS fi Ela 时 的 上 、 下 确 界 。 
于 是 ,为 了 香 到 所 需 的 车 论 , REIER GPEE EDS ATE 
oH aem eem a sum —b, 


REAS 时 ,就 成 立 


|S— Li-S—h«s 
Bl np, 
FRE, AHALA, A EORUBEAIS E FR, 这样 


$2 BUMERMT ABEST 5365 
HEAR EDOUE IZ B ACRI 87,8 X, BETTE EKRE 
44 853 BEAT TE CE 9; — 8; 3 E ATER EAR HGe 00 
内 至 和 钾 只 有 ()rhBNCM RS KIN e, oy AAE my m, 重合 , 因 
Hi PIA Gro, m) 及 ta 0 P3. AZ, aA v; Bui M 
(2,1, c) Ji e HUE p-e. SAH, 车 (a. 个) 中 不 含有 e 
的 点 ,出 在 六 及 8° 中 前 含有 项 Mista), AME S— S8" m 
RAJT Gea, 2o P DB c; AIEA gi a, v0 中 含有 
BR, Ma, Ma REID fi Elea eR a5, nd 的 上 确 界 ， 
SUASIT AD o, 的 这 种 部 分 区 间 sas, m0 作 和 ,得 
UxiS —S* — X, Mm — EiMa(z; 5.3) - Mia(x; 3)] 

—SMIM,— Mi (emn HEM — Ma) ;—2) 

& GM — m) EX ia —m a dX Us 72] 

= (M —m)Eum e) vU —m)uP—1)A 


-i — —3Y eu Ve sucum. 
SOULS P-D args T 
533 —3J; ili , tB l A 
SLs -L< 


于 是 :将 上 面 的 两 全 趟 等 式 相 加 ,得 
QS — «e, 

定理 从 而 得 证 。 

业 伏 地 可 十 对 于 小 和 的 情 彤 。 

从 定理 4, 我 们 可 以 得 到 定 各 分 存在 的 蛮 要 条 什 ， 现 叙述 于 
T. 

EHG (ERSTE RME- Ju LR 必要 条 件 ) Mt G0 在 
[a , $1 MiB Je or uo E TE RE 


cec seme muse aM 008 ma e moata s tA» c Fw en 
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lim $- Hm s, 


gp FEE | A—ü 
GEM] 先 证 必要 性 。 识 了 (wj 在 [a, D] WDR, IHRE Y RE 


jim. EFE) der d, 
A cH d 


此 处 dc; =m; wiy HRUDUHE ES 8250, FETE 07-0, OSEE SE B 
Ai d estan D] mo aom b Kev m] EERIE En RE 
A= max ida xLÓ ò, gg 


i-i,2 


f (£j) dr — <5 
WEM; fi) Æ lea n] EA EAR, 按 上 确 界 定义 , 可 得 
mE En-a, m], E 


0« M — Fi) «arg e 
TR 


| S -> Fp) dn | = > CM,— f (n) dz 


ET d -a v0 Te)" 
[pir , R mE [2;-1, mnda i 
» fo) As — I| E, 
imt 2 
TEA 
n | a 
|S- s |s- 2 On) deil 十 | 2, Gi) An -1 
£6 LE 
~ 二 2 E, 
亦 印 limS 7, 
2 
EEEE RE 
lims- 4 


bum E ta 


2 MARIAA Eet 36r 
WET ki, 23 SORR, E 5j i, ERES o TE [e b 
ERRE. 
FARRER AHE, i 


lim & -- lim s - f, 
à a=) 


h S R s 的 定义 可 知 ,对 任意 的 分 法 d: 
G-- del. mte LEV mb 
及 及 对 [ri md) HHE EO £i EERIE ARR ir E 
CIN X FD de iS, 
ORE ->0， 即 得 
Him Sf (E) 4u— I, 
TRESE, 
由 定理 和 ui. A 
lim ($— 5) — 5— 1, 
A—Ü 
WFEEUBVAHE TCR Je 3E 4S TEARS AT AEN Im T SESS: 
JG dle, b1BSfHAFTETEDUTE AP BUSES PEE 
tim Ss) =0, 
FOEL 
邹 对 任意 的 £70, 3616570, DE C4) -= max (Ae 过 6 时 , 异 
有 有 一 s<e， 
THubr Melun c Mima, PROG S E [oo Edel. 
容易 看 出 ;os 一 sup Fo) —f(s)i, x", e C [or a, ml, IZ. EXE 
36A NEAR TE lim Si —0 可 生成 与 之 等 价 的 形式 


n 
lim YY us de, -- 0, 
Hui i 


aX 3E Due St As Te nv HI IEOEAR Du 7 f 


Doro mem Timur cae er or ns Pr (evo or 
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我 们 再 素 看 一 下 极限 式 Tim osa =0 ALARA mA 

3-2-5 Wis, E — 3 h 
| Hi CD (Ge dil C D py 
E) y—f (m), Xr f) 
是 [e, b] 3k umor RH 
TRI c Am EL ALES t= 
z-—b PRA hu dis xb S JE 
AJBC D pium P. 

TÉ a 5j 5 ZR AS 
| PEERS Ca, 0] CET 
— Web 7". Bh, EA on, M, RR 

E +25 88 6 个 部 分 区 间 Dn, s] 
($—0,1, 2, + , ^—1) n f im) STRE E LESE. UTENTE IE 


s= 5 mdt, S= Mde, 


ifi E RM. BPAH E A d Es PEGLAS SE RJ E BG ELE DS 
面积 ,而 之 ode SORIA DAHER AA IE BUS, JB L6] 872-5 中 有 阴 
RARR 2x 38 5 Sedis, f (OE [a, 0) 可 积 的 光 了 要 条 件 是 : 
当 分 点 无 限 寺 多 ,分 点 越 来 越 窗 时 ,这 一 部 分 面积 起 于 洗 。 或 活用 
求 面积 的 话 来 说 ,就 是 图 形 ALBO D 可 求 面积 ( 即 面 积存 在 ) 的 充分 
必要 条 件 为 : 当 分 点 无 限 增多 ,分 点 意 分 意 赛 时 , 阴影 部 分 的 面积 
ar 

由 此 还 可 内 看 出 , BERR X oda AFE, 有 两 种 可 能 , 就 
是 当头 充分 小 时 ,or 都 很 小 ,或 者 os 不 能 很 小 ,但 这 些 有 关 的 dna 
之 和 很 小 ,利用 这 一 轴 想 ,我 们 可 翅 推 出 另 一 个 定 各 分 存在 的 充分 
必要 条 件 。 

定理 6 ( 定 积分 存在 的 第 二 充分 必要 和 条件) Mw 在 


| 一 一 一 


T= l, 


$2 BUMPERDEAMU EAE 369 
[e,81 EARRAS UER E AHE EAr 220 & 
o 70, IRR 6>0, 使 当 任 一 分 法 满足 和 4 — max (dej cof, 
对 应 于 振幅 oe PER HI das 的 长 度 之 和 x Amp LG, 
XX AERE GEBH T — Ae IR EELSERE DES, OP A debo B A E, 
f (o) dd T ARX] EIRA nE R, f EEUE RUBER 
BETE EZ HS RARE ERST BE GORUIEAKON, sho XC i e a 
A BBC SE AIT EROR T RR i. 
[EMI] AHE: E fF (D) DPA; BIDSEPE M Xe 0 t o 70, 
(从 而 eo 770) , 8H] 0770,24 A4) = max (42) <ò 时, od, 
二 gs; 于 是 B 


" t 
E > Mey D os dore > Dc; o5, 
i y i=1 
Bip S do <0, 


其 中 des 表示 振幅 oie 的 王 些 部 分 区 FIBRE S Sex] iX 2c 
ERA DC RRF o 
充分 性 : BE 4ov 是 焦 oce BERA II ITE RS 
Xp x dA eC RA, DA 0 ag f God3E[a, 6] Engtikbi FEA 
pà odh = > cy da, t > wyr Adae 
«0 = Amy d- € à de 
«Gc telba), 
HUT 8, 0 的 任意 性 ,所 以 lim pa exde;-0, ER EERE, 
HE, RATARA A R B BRIK i e 
pi; -人 ier, 
0， 当 名 是 无 理 数 时 ， 
这 两 数 在 19, 匡 的 任何 部 分 区 尚 上 ,振幅 四 = 二 从 而 就 闻 X ode 
=1, BE Dis) 在 10, 1] ER ERR 


870 第 三 篇 Sem xe GP DEOR 

Eiei, Jas (0, 日 erat f£ Ca 3g 

Ll, "pe RAEE, 
(a) - 

SERRE MAIA 上 的 振幅 为 3， 从 而 X oido 2, 所 以 在 
[0,1] ERHI gl 

ADAR G Ha SEA PE, MTER Je Ur f o) 在 
[a £P] Hol HEUS Ae ASTU) A I FERRE UG HE 1 FUA, 
Wok f) 在 [ay 妇 上 可 积 。 例 如 并 有 界 南 数 了 to) 在 [一 2， 纪 其 有 
Aue, E (v 3,2, 2), HEP) TE L-2, 下 积分 存在 ( 参 
531882), 


ENCE GE E 

XU ES goles SESS dE SEES PE, REB Fi 2698 
RE n PA. 

—. [5, 0]. E ROGER E, 0 上 必 可 积 

Curs ÆR EXPém ACER fox. A 
性 意 的 670, 可 找到 52>0, 使 对 于 [a, 的 ETEXEPRRE S, uU. B 
iia! a! «0, ORE [f (0 — f) st e 

Wie, 修成 部 分 区 前 dx; (—1,2, v, ER A max La) 
<f, 显然 


Ca E 
O hg" 
Bri S-N olti- (b—a) &, 
Fri b-a 


ROPLREBB T HEA TAR o 0E T 
I. RARETAT AS Fe ERA 
[REY RSG H A OTIRA 23,02, ook, MA PERES 


$35 OTHER Æ a71 


?>0 及 og 70, 总 存在 通 当 小 的 6>0, E8 2L. AHTI A 
4, 24 ACA) = Max (Am) 8 i, f Conde arb s Gs 1, 2, kA 
GERE ES sJ EUH £, RII Gn). 的 振幅 不 小 于 URRE 
& f$ 25 个 ,其 长 度 总 和 小 于 ,楼 定理 6 便 得 者 明 。 

PCR BEA S8 — XR ERA LOS B o Fu X BE DEER CA, 
Eia Hae 015 EE BRE II FIERA e RE RETRAIT 

HR JHEAT PAREM Ze Ca, 0]. E387 ELEC, ln FR. 
EH BEA CADRE PRISE ES , ri Hc p 6] — 1- Ex STR CAES 
— ^A Edda n ER , ER Zr ze fH Is ELTE EP HEAR ca 
它 的 有 限 个 点 的 值 ,可 积 性 不 变 , 积分 之 值 岂 不 变 ( 参 见习 题 3) 。 

EAE LE TUE WEE 

【证 明 】 xf) fk[o, 1293638 E EB, RU] F (0) z- f (a) HIE 
意 的 之 0, 取 = Fay 对 pe, 6] 作 一 分 法 A, fir fA CD) 


=max {da} <ô, gd M, K sn; 4r DA f Go) dE DSi, zd b. P 88 
At. f) X all ETE LET M =f iw), mf ta, 于 是: 


1—3 = S -— mh} dg: — 8 | x fgu)-— 一 
Sie BIO m) de < e es E E00 -saD 


— 5. FO Fig 一 
Fib) — f (a) LFD} fia)] $, 
这 就 证 明了 了 (sw) 在 ie, 四 为 可 积 。 
现在 我 们 傅 举 一 个 可 积 图 数 的 例子 , 序 黎 曼 范 数 
[n 3 c APERIRE P nd, 
fal d 
0, 24 7 为 -0, 1 上 其 他 点 时 . 
KE faw) 在 [0, T] SERRE. BE m 是 [0, 11 rhe en, AREH, 
lim f 一 0 各 对 任意 e> 0 在 在 3>0, 当 0<lzs 一 m| <3 肝 ,| 了 (0) —0| «s. 


SR ESSE o DI c ARER CK TIERE f G0 = 0 所 以 显然 有 


at? TIA YOA WERS 
F0: xu; 

Emp ELILERNS MOL PEN E pom 

«Lt a M UC RERPITEUI OR m As IB EROS Del Gite d EL 
正 整数 a DAHER E 世 具 可 能 是 有 限 个 ， "T yy cc. 98 3 
TELO, TY 1 3B AZ PE AE 0) E ce, 因 之 对 于 [0, 了 中 的 任 
一 点 29, ARH $— ming |e aala [Ta tola ta [pi 1) BRA, Eie 
RTA IE E0, la- mi < 时 1 就 有 

Fon fis —0 x, 

RUÉERERESET FG ACO, IPR PREGA AERE. -RR MEET 
MEAST, j 3-2-6 rA TS 
用 一- 部 分 点 的 情况 。 

由 此 可 妊 ,Fa 在 所 有 2 下 
的 点 不 这 第 ( 因为 此 时 oy 
=O) PELO, 11h R4 A 


Jig. 或 省 说 ， RSBDEHEUIEDTAE 
> COBRE, XE Ax» 

TEM 

RIETER- 169 388049 
FE, UPC ERRETES DEEE Fre CO. I 仍然 是 可 积 的 。 

这 是 因为 对 任意 正 数 :> 由 闻 二 的 寺 论 知道 ,使 得 (x) zoe RU A 
ARRS T ED mp. vh. cun HeT RE e gp eR. 分 取 be. 那 入 
对 890; 1] 上 的 任何 分 划 4. 2f ACA = max (4n) <3 时， 那些 使 i-e POLI 
Et; s) ERRUA ap —1, 2, …, E) WEM, SCHERDERESE AS 2e 个， 
MEAK uie (D i= » ,于 是 ,使 ome 的 区 队长 许 之 和 

Xd, 208-25, 
By HX EHE do EAE GE CGEM 0) ESI Y ERAR AE 

此 外 ,由 于 黎 蜗 图 数 在 [0, 1] 上 的 小 和 #0, 于 是 有 : 

[5 ds. 


i 8-6 


FEL. NUR. ] 


1 -上 


$4 TEURHGUMUR ud 


$4 可 积 画 数 的 性 质 
以 上 我 们 计 答 了 积分 存在 的 充分 必要 条 件 以 及 几 个 可 积 茵 数 
26, 它们 可 以 用 来 币 断 向 数 在 烤 定 区 间 . 上 的 可 积 性 。 这 一 节 中 , 我 
们 将 进而 考察 可 积 西数 其 有 民 些 性 质 ， 它 们 对 于 钊 定 可 积 性 及 各 
分 寻 算 常常 是 很 有 帮助 的 。 
定理 1 fale, DEB, sec, A Ef C 也 可 各 ， 
re | 
Ji ends 8| f (oda. 
[um] 自 于 | fedet icti 
lim S F(E) da, | f (eda, 


Atd m0 HEL 
TEE 1m S rita) 
= lim Xikf 6014s 
ZI 
这 就 是 论 , 当 入 (4) 下 0 时 ,和 式 1 Ej Gu Ae 的 极限 也 存在 ,是 等 
于 | 
EJ 
z| f (a) die, 
定理 2 36 f(2).9()dE[a,51 HRN Fe) g Go telad] 
HETA, H 
f Lf io guide -| > (m) dae | 9 (2) de, 
类 似 于 定理 1, 可 身 定 积分 的 定义 证 得 。 
定理 3 Ffa), gO Ela, b] EWEL Lf (D «gGo feu, b) 
上 也 可 积 。 
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证明】 由 假 贡 Sin). gio fee. ^3 Jupe. LG A T E 
BE fm) M, gir) s M, M 为 常数 ,在 区 加 [uis m]. HER 
BAN m, xU RE 
Figa) —fiz)gis) 
—Lfiz'* —f(i)]g(o Egi) — gtondf ic), 
TEILS o; J& ox dE FA). g UTE Doi. cd Ente, 


RII 
fia gia! —F Gn gin | esM uM, 
dE fg Eln, m] 上 的 所 幅 为 21, 衣 有 
QM tM, 
有 从 而 有 
b (2, 4, 3. M. > yi 可 十 M e aq. 
由 于 了 (2) ,9 2) 可 积 , 有 
之 odoh, > cep (Ad) vU), 
所 以 > 
这 就 证 明了 了 oo) eg (加 在 Le, b) Enynr Surg. 
对 复合 图 数 可 积 性 的 讨论 ,参见 习 蚁 6。 
定理 和 3b f TE[a, b] E PRA, BUILD [a b] HERR, 
Fej Æ [o, 6] 上 可 积 时 ,我 们 称 7 (2) 在 [9,581 上 为 袍 对 可 
积 的 。 
[HER] AAEE f) 与 f) 在 区 尚 Ds. 2] ERR 
幅 记 作 oi 与 oi. 因为 对 属于 Fe ay v BSECERAL UR 2,8 
上 了 人 一) , 
RIITA oisi PIE 
之 ex Aw m c At;, 
由 之 wdet ^ (A04)—0) , if HEBE 之 wder» 从 (四 ->07， 所 


(4 Wurde ans 
BIF er, 
AH JE ARENA 2v E VAM UTE E EAE TRR R, 
HART- AER, PuAr0,1] ERS žr 
. 1, rHPRETH, 
FG | s 
ie cH DC, 

EHS dpacecb,f(e) Eie, el, [e, 51 EER, HI f ird 

[a, 6] EA, PDA HEM 
f Fiada f f (nda Vr (aridi, 
反之 ,车 了 ;在 [6, 0] RER, Ri fF dEDo, e] 5 Ee, 5] Ea rd ad 
"ps8, ff EIUS. 

[RCI] 如 果 c 是 分 法 二 的 一 个 分 点 ,显然 ftw) 在 [6,51 上 的 
Seo Re f£) 3E Ta, 0], (e, 0] EBSSESCRIZURI, An “不 
Rr gu a fF GVÉ SE. PEEDSEEER 02 0,- : 定 可 以 我 到 o 成 的 一 
个 小 邻 域 Ole, 8) , 使 得 .了 (vw) E O (e, 9). 内 的 .上 确 界 与 中 之 积 
小 于 8, 此 时 ,对 于 max Clos) <È 的 任 一 种 分 法 ，F to) 在 es b] 
EARRAS 了 (四 分 基 在 [e, c]. De, b] EB ES RIP 
超过 #, 所 凡 , 取 极限 后 有 

(feda | f want | Ff (z)dm, 
定理 5 由 是 得 证 。 

定理 6 ARHAR (0 0,.HU 

MIC (这 里 a 5) 


GEN] 可 四 | fedz- lim Mf EO daO RER, 


BEE, HARS, g Ela, 5] 均 为 可 积 ， 且 有 站 (%) 


re ee 


376 fX S dip on PUA ik 
gis) Hl 
[7 (dass; i az)yaz。 

进一步 网 有 : 闭 放 (在 [ci OR EUIS (2) 二 0, 那 么 其 积 
BECK OR ROME e 

定理 了 dy f Eie, 5] ER, RU 

| u (w) da | A | fa) ids, 
[iB] Ex bQS-' fo pblfG) x S e) | ,所 以 


-P iO laas [Fades 0 ida, (^ 


从 而 就 得 eral e Lee lde, 
注意 , ARRE ab 的 ,如 时 ec, HUPIA GO 覃 反问， 
一 般 地 ,有 
rü E at 
[Er waas] f Fo idel. 
定理 8EAN f ele, b] EER, g) 3€ 
[c, 5] ER EH Tid Le. 51 ERIR, UE (a, bhi E, TE 
f. f Gg G)da-- f È | gta da, 
[证 明 】 i 900, fi) (E le, 05] t5 E. TARAI 
34 M, m, BIXHIESCRS c. 都 有 
mg (2) «f (a) g (2) «Mg (a, 
i ^h b 
所 以 m f gladas | f (83g (2) da uj giadas, 
因 之 在 TH. M 中 有 一 - | po S 
[reet ds e | g (wa, 


Br f£ (D PRERE, oale, 四 上 必 存 在 一 点 5, SE FD oe. BI 
" 


i4 pg agpen a77 


E imig de= f iÉ) ul gids, 
ERIH, 
作为 特殊 情况 , 当 gir) — Bp, EERE Oo E e, 5] E 
SE MTE Lo, 四 中 存在 oz E RE 
reas rin ba). 
JA EH B JL P E SZ Oy n] oR d A DIL ob 3 —3h Bs 58 JE 
abC D, pi Hp formis a6 BF 的 面积 机 等 (如 前 8—2-7) , 


0 
图 c2 
通常 称 yh h, f ada AR f (o) EM I DET 


(ii, cA BEA E E IIR AI A E 

定理 9 gfi Ele, blba HE F) 一 fr (0d 是 在 
[a, b]. LAMIRE 

【证明 】 geie 5] 上 任 一 点 , BT E RR f (0) de Fa, 5] 
PELCNOIEICLLS B F@M (M 为 常数 ) ,于 是 

LE w+ dw) — F (æ) | == 六 i di— i fd | 


= f CEF dE M dal, 


978 PEE ETF ERRA 
Ani da0 Af, [E iet de — F (0) I RENT F (o) B3 
SE. 
85 定 积 分 的 吞 算 

—. *-XCEÉIE EAE 

BIE Su e SUE EHRE EMD o 当然 , 定 积分 作为 和 式 的 
极限 ,从 定义 出 蜂 , 通 过 求 航 限 , 也 可 及 算出 定 积分 之 秆 ,例如 计算 

I -| ade, 
由 于 f =a Ela, bE, 所 以 由 83 Anu EDS, OA, Dd 
而 对 任 一 分 法 4 和 任 取 的 二, 任 一 个 积分 和 式 3 FU) de YAT 
为 极限 , Bd zn, EUIS EB o, bhn 等 分 : 0 一 po 
=b, dn ÉTI HR É A vd ona, MEA 


I— lim Tw. (m, — m4) = Hm. 2 ; Wya Ge moa) 


AC qv £-1 
一 lim l 5 M m or ma (t 一 Tu. a) 
aao 2 3 
—L lim $ (a-t) loan 
2 dw 2 
? 1 
p | fierde 2 6-5, 
ü 


prit HR iE Xa] Eu 95r, BD SE eo CHURERS B iS) 
HR, PLUS ESCAS H HAREA OE EUR p RISE 
的 计算 万 法 ， 因 此 有 必要 建立 一 个 嫩 算 定 积分 的 简便 而 统一 的 方 
ik. 

PE SUBNóE S. , TELE, Ba U onis BE SKo E 1 ERE 
FALSE SEPTIES Jl, RT ELO ERAR G. ESSE EL RE 
ARESE A v (O0. ARA- -物体 由 0 到 二 SX E INETHI HR BUE: 


$230 和 278 
BERR Filo JE 
SO» [ v dt, 

AH, (EWS Rep. BUULE EHE SE 
TX e AAE ESE, £R4Ja E. ERD SUD 
=h odi idi, jus T FHERR EF IT Prio, ATTERRA 
o de |, o (Ot 0, IKGKEREIPRE SH HERE o 
PERHERE, IMEK TREER TAM 于 被 积 
WEE eR ELEC Ei de HR CUAL meti AR., ETA ERR, 
积 苏 与 导数 之 间 都 有 这 样 的 基肥 呢 ? SOSC EAE GJXGEE, IiXOD AE PI 
的 定理 。 

定理 1 dp f(MfE[e, b] "PAR, Efla, 的 -上 基点 xo SER, HU 

F (a) = 人 (b dt 
在 点 rn 处 的 导数 存在 开 L 千 末节 (a) 
[REH] 因为 
p HOPES NIC di 


d fz de | 
[3s]. fos] Jim -~ Az 
Pat de 
| Fa 
z lim - ona — 4 


&x fim)dE we. tot del £P der M ailer de, xg (3$ 4x0) 
-ER E. P RLARMIDM Xm, u AM Rm. ARRIE, RI ER 
积分 第 一 中 秆 定理 ,有 

IN U Fusdt gu e T" dis ws, 


AA f Go xs SRM, BIA 


386 EIE uu ERDE 
Hm p=F (0), 
于 是 代入 上 式 , 即 得 
F'imy)— | 3 f Fidi ll. — Em : Pu = F Ea 
ERE, 
FRE Sw) Ele, 5] EENAA, R e, 6] EIE in, 
HA 
el Hdt- f). 
MGEHURRDUESSI, PI ERAON BD OT TEER 
f G0 SERRA IF Gr) EE TE F' (ao 一 了 vw) ,这 就 犁 然 地 与 求 原 
画 数 的 问题 糙 合 起 来 了 。 
Ju CL RE AF (n pg es PURSE FP (a0 ， ERA MESE f GO 
在 fa, 61 HE RBUS- IRIS SERERE RE Dp | rid 
Al, fik f£ (n) B85— 4 Y P xc. FALE, 
IN (dt —F(-FC, 
Hop CRE—TUguEmRUHEE. i DHT3cESSuE'E. 在 .上 E 式 中 分 
g—a.-PRIAEDJE.BDERC S= E (0.9 düaptr 
INE -F(qe-—F(). 
当 z 一 时 ,得 各 
i (Wat Fi — Pt), 
"XE 9k -EJE (Newton- Leibniz) 5X A ERU 
[rw da =F (w) , ; 
dag FG | 就 是 KO) FG) 的 一 种 表示 法 。 这 一 公式 建立 了 
定 积分 与 不 定 积 分 之 间 的 联系 ， 由 是 定 积分 的 计算 就 归 糙 为 导 阔 


TEE A 
BARRIE, ERA RIHEGRUM E — R ARARE 
求 得 定 积分 之 值 。 


(61b 计算 faie 


我 们 容易 求 得 


[ 例 2] RE yao, v Bip m zc [Br SB h J TG 
$3 Sa 3-2-8) 。 

Hi Eae GRE CB A fy 几何 之 
A FERIR R-E EAr, 容易 
有 求 得 

So f adom ET 


-4 
3 Li 


[ES] 火 自在 空中 飞行 时 , 芒 党 
BE c 喷 出 气体 ,火箭 的 质 是 为 eG 
注意 到 因为 不 断 地 排出 气体 ， 从 而 火 a aoe 
WERE UEREOR SERLO MAD, EKREN E 的 质量 是 
mo, RE VEERERE d ACERO E HE EER o 

火 第 飞行 时 , 每 一 时 记 都 将 齐 出 气体 , 车 在 生 时 并 内 排出 的 
气体 质量 是 Am. 也 就 是 火箭 质 其 的 改变 量 , | BG, efi SIS 
质 最 变化 率 为 | 92 | , 而 以 速度 。 丘 出 气体 ,所 以 推力 为 
火箭 向 前 飞行 的 加 速度 为 名 PDA 


G 一 -- —- 
dit |! 


dm -dp 
E EYN 
ei 


4n * di 


2 0。 由 此 得 到 


(Eo JR Ho REIS a BEDA 


hi TE 


283 25 — fik 第 二 党 mt now ebd 


m e^" 


TUS SX UN JL RERA HEH EH BOXEO m mo GP o--0, F 


是 有 
f " dm - | dv 
ma Tq 0 Ë , 
算出 之 ,得 m e 2, 
TI Ime, è 
Br m ^ 


XB AC Pe E T EO 

ATT APRI EEA, EDITIO E RAI I HOC HE Ae 
分 法 ,就 可 以 建立 定 积分 的 换 元 公式 及 分 部 积分 公式 , 现 分 则 叙述 
于 下 。 

二 、 定 积分 的 换 元 公式 

定理 2 RICH, P, eco (0:96) =a, pe) =d, 

p Æla, (de TE: 
同时 "(在 [a A). ERR : e: 

free rro coo O 


【证 明 】 e| f Gods — F)-- C B9B. E— tk 82 的 定理 1, 贡 有 


| (eoe (bit - Fo (6) C. 


斯 以 [7 imde =E (b) — F ia) 
- (UD) - Fipim) 
- fta» v edi, 
p E 


GE) pe) C& SORTE SE HH S M o ROS n ES 5 up. tg 
TARRAA cce 8; DE, AE uti 0 或 p 0) «x0 BA EE IURI 


a 


85 s Ne map 383 
TERRAM i ZIER, PEIRE E 
fa 3 dE a Saha o pla, be pi EE, H gpa E 
音箱 时 有 TE E, LEET E o a A f 
TERE, KEEP Eee S, 61205 FEA 4 E 
BJ 的. 


[ 例 41 计算 [V sda, 
ikA- BUB MEHRHEIT R tee e, PIT S 


换 s= EIEE., dbhbizUdMy s a e ; 布 是 单 值 的 ,但 我 
个 可 任 取 其 一 支 4= v R 


| Made 中， id 2， ed=-2el . d$. 
1 1 1 3 i 3 


如 果 所 选 一 支 为 = 一 ~/w ， 须 要 注意 的 是 当 t<0 时 F 一 一 i 
故 应 有 


[adaz a: Üdte 3g 
下 面 我 们 再 举 若干 利用 换 元 法 计算 定 积 分 的 便 。 
[ 例 5] 计算 Med. 
WEBA e| sa, MNR e= asint, 5 € ph 0 ze Tag, 
4 由 0 变色 a@, 所 以 


a 


F ^al r da — o JS tdi = 一 Zid +- sin 2); E == A 


wie ae [^ vare * da, 


E PELLI DER EE LIEGE MEN EID 
所 以 


B84 ALH å PTE EGRE 


w 
1 3. 
Xo | sin3t cos idt 
ai lo 


Lade vy 
g? 8 dlo 


W7] 计算 


[ msnm qv r sing | ging , 
u 1-rcos?z Jo l-4ecostm J 


x L4- cost 
ay 


在 后 一 积 修 中 作 代 换 芋 一 开 一 加 ER EA: 


| (or — A In di [ tor — £) sind 


z Mo di 
x 二 COS e 1+teost * 
因 些 所 求 积分 为 : 
m E] 
sint com arate ana 3 a 
a IF erti di-- c aretgicont) | iye 


三 、 定 积分 的 分 部 积分 公式 
对 于 定 积分 的 分 部 积分 尘 可 和 邹 流 如下: 
车 多) o Ela, b] EE, FI 

f up de= [uv] |， 一 Pv vede, 


[LS] ok F gin" ada. 
ERIA I., HE 


T 
" T 
i, = | sin" dz: = —| sin" rz(cosa)'dz 
o Ja 
T 
2 


一 — SN g Col w +] cos a (sint ada 
jo Jo 
T 


z 
= in—1* | sin ^ir cos? auda 
ü 


&5 Aati 


= (n— Ï) [ sin*^ zí(1 —sin?z) dc 
Jn 


= m= Da in= Dd., 


于 是 有 一 Ta 
[DE E T Laas I, 
T—2 
REHAR ARET d : 
1. n 是 偶数 : 
n—i 名 一 了 mn-—3 
Taz m" Los n—9 "'* 


nl) (n—8) 8-1 (* 
Co nr E)aHED IET 

2 (n—1)(n—-8)-3-$ m 

n(n— 2)-.-4.2 PE 


(=I) (n8) 4-2 (8 
nn | 


{Rl 
一 
四 、 杂 例 
这 里 再 举 几 个 有 关 汗 积分 徊 筑 的 例子 。 


下 面 的 第 一 个 例子 吉明 ， 既 然 定 积分 是 一 种 特殊 的 和 式 的 棋 


限 , 那么 , 当 我 们 要 主 算 其 一 类 特殊 的 和 式 极 限时 , dE HT ELTE e 
为 定 积分 来 计算 。 


ti cas 


aeg LS IAE GE OBDGRd d 


TH EL > i 1 1 1 
[R 91. Sr ERREUR M sri twist ts ) 


Hire f e) 一 zz) PAWEL, i] EXE uS, A, 
(0, 1] iE REUS CR £i FRE pS S 3 PARET Ag, 当 
A(4) «max {da} >0 时 ， 极 限 总 是 存 企 的 ， 因 此 ,我 们 不 妨 把 
[0, 1M n 882 REA AU I G0, dev m) Ie ds o, 
间 时 ,特别 地 把 E, 选取 为 zx;, 于 是 
JG das f Gr) dg; s- PRSE 
从 而 
$ 1 . 1 , 14 ,. 1 
ED 4n- S3 aad e Tar Ut a). 
24 A (A) 90 Ir, o6, FRE ELAZAR no, MAEA 
EUF fæ EO, 1] EWERS, TEA 
i n 1 | | t 
Em( t vpgtta) 


1ogu . [3 oa 2 
-| iz -]ln(ldza) l. = Inž, 


FERRERA AB H8 — rb EA fh BEA ze 
4d DA PIER A ARRE DAEAR AREA T cR 
运算 中 ,我 们 将 会 常常 用 到 尼 们 。 
[ 例 10] 利用 积分 第 -- 中 值 完 刺 估 群 积分 |。 Cede 
pi s— rp 4 ERE fpe: 0«£ «100, 0E 


190 e ut de -g "100 cda 
I, 74100 ^ 7 l, 3-100 


=ef [In 200— In 100] 
=f In 2«In2, 
Ley 31] Ju B eS — rp fü PHROBEDR fL 


$5 堆积 分 的 六 算 387 


人 
imf — oda. 
nee: Gm 


adn 


[y mE E LE 
limf sae dz-im sin £ 1n Ap =0, 
n>n i ia H3 


[ 例 12] 4E f GO REB UR A 

[ fimde 2 | i) da; 
Xf) dx S BI 

[ fe) dz 0. 
ERRAR, 由 于 
[fa0=) Foart | Fw), 

在 右 端 的 第 一 个 积分 中 作 代 换 2 t, 用 有 

-| fod (ro oat, 


于 是 当 OBRES, 由 于 ÀF, V | ES. 
式 ; f (2) RRR, 由 于 了 (一 是 一 一 了 的 ,从 而 得 到 第 二 个 笔 
式 。 
蕊 考 不 难 从 图 形 上 看 出 这 两 个 等 式 的 几何 意义 。 
[ 例 13】 RAORAI LER | NT 
[T Fadas feoda. 
dir a ERRIO ASEH, EU T 的 面 数 , 在 性 一 长 度 


A T KA EBUM ESO SE. 
2 T ERA pO S URL URCELE In TEL: 


L f (par f Ho da -['r (2) da | fajde, 
E Hs d e ARER, e (LAU, FERR 


WIR PIR xm Gb gm dn 
sev n " o 
f fida |^ fa | fandi — rends, 
[CA EsS BIBLE. 
[网 14] JUD T ns puit Go 的 积分 ^ fio d, a 
人 ”Aba 0 时 才 是 周期 南 数 (参见 习题 15)。 
事实 上 : 
iT Ed PHT 
| FO di | fi 4 | fidt, 
ma RAAR. 


$6 Hm H5 
PCT 3E, 24 CER E EISE ERA EIL RT EL Ze 


Pza o PARK, g ERDRE) 


$ ARES, 但是， 为 什么 要 假定 振幅 
NN HM? JaJERETVIE BRECHA 
析 , ATONEN, AE 
toi 3o 0 Bh, BIRERE v, 此 
时 , 它 的 动能 是 了 mo’, 位 能 是 1 


p 070080) omg, 根据 能 量 和 守恒 定律 有 


i mo* 4-1 (1.— cos 0) «mg 


=0 (0 常数 ). 

4 o de RES Bd Ui f. Ep ji ia 
29 0) GR, 24 0 a E 

c0, EE C-—-mg(1—«coso), 


——————À——————————— ———--- 


mg 
fuo Ha-g 


Poi 1 mp? = Lia y (cog 6 — cog ax) , 


&6 Wu A SA P89 


d, dà 
1H v=- UB) = di? 
故 有 (2Y =- 2g (cos  —cos a), 
PRAI EA E 
Pow tte 
1 ji H 
或 写成 T — 
4 sin2 — gin: L4 
3 2 
ax 6 M Ef ro 0 时 算 起 ,出 有 
i= 1 i [? . d0 u 
2N y NT So sin? 2. ` 
Emen sin $ - sin 3 sin p, 
2 cos f dé = sin E eos pdp, 
于 是 
ie Ipae ipo. do | 
d Q98 可 I 4| 1-sin? f sing 
显然 ,积分 P ul 
E 1—siai? gain gp 
是 积分 
Ph, OD-| A Ock 
(7 o vik? sin? o ` 
Aj bs BRMPERERAÜOL. BEE Fo. p) 为 第 一 类 机 图 
BUR k ROE RA 


om men trum comm mo ise amni t Wl s in "EN nM er Rma a 


390 TRAE TTIR EGLI AREE 


注意 到 当 9 -a 时 , p E v 故 单 押 的 准确 周期 T 应 为 


DEEDE H, RATE a tihih, y 1— sin? S st g s, AT 


H 
T2 - 
ZH 
AE EUR BOIPESECRGII o E ELI , p 0388 39] T T TEE SCRI RE 
TAA Bp 


E(k,p)— [ Mi-—&Üsn'pdpo (Q«ck«1i), 


我 们 通常 称 EU, ARERR, k 称 为 它 的 模 。 
TE ESEESPRIERA REEL D ,假如 作 代 换 
zs sing (x <1), 
就 评 化 六 


£F (E, sina) -- db de 


ov (1— Tad E À 
FE (k, sinc). E Mi-Fas dz 
Ek T 3Xp32S Ree 388 PI HR IBEBU n 9L. OS SESS DIEN IEE SUA 


facis 
(1 + Asin Paj J ksin? p’ 


或 者 ,通过 与 上 面相 同 的 代 换 e= sin o imi Tu 


f dæ 
jo FRED TI mr HERE 


可 以 证 明 DUET MO YI FAST R 


Kik, h, p) 


K (k, h, sin *z) = 


Uomo ina m ans aces HE RABAR S s ns moms 


&5 «pk Bic 801 


IL (o, Nas Ebr? Cox d dida, 
© 


| Riz, sos Iba! Fox! Ede dre do, 


GHP a, b, e, d, e SERES E, GEN Lbs —OSHEIBUBU RE 
表示 , EG Vidt TR EUER 098 00 PREBAZI SPICE CAD A 

RS IR] USA nf BE REL: RRRA E, AALA 
AHEWCEBEEIOGOIBUEGCIEGR IB. iT, BEA ARBRAR 
数值 辐 道 成 表 , 因此 , 当 b. o ARE, Dom nf EDSUSE Toe H AB 
BUB (P)Harff FEE E SER. IUEVAR EU 9$ 123—125 FLUR JXCRC 
3. 

N 计算 定 积分 


2 des 
JO. UT G8 3j 
之 入。 
. Lc u 1 1 
JER u= 1—c, Hr 2—0 BF u-I, 光一 gt ug 
因而 积分 化 为 
1 du 
J-2 B P rg (Gab * 
BR e o Svo ud dun I v, PEN 
SEE un V 11 NO {1 =- 47) * ! 
EE dt 
VE ERN 
IM EnA 
wa 


393 HH HTE WEG RR S 


但 是 ,在 椭 因 积分 的 数 征 表 中 通常 是 用 xs 一 sin 人 及 0 ERR, A 
AE BERGE LH. 
现在 ， 


. 1 1 ; 
sin! Vg z85? 4 V3 . a= Sin ie = db? * 


pidedeuj 8 
F(z» 7) - 0.8260, FC Lus Sin -g)-o 6300, 


于 是 ,最 后 郎 可 求 得 和 分 J 之 值 泡 : 


JoN/— (e - 1i (z-—2)c—8) 


z- A/ 2 (0.8260— 0.6800) — 0.2771, 


3J iR 
1， 利 用 定 积分 党 义 计算 积分 : 
GD f fde, Jd FG) “az 可 
(3) CIS (270), 
2. AMBIFAIESHR UT RH Rot: 
(D fG EDO, UL EAR AREE T 1,2, 


ij E 394 


1 i 2 
(25 EE ED v 0 srezl; 


CO Div) = Us, :— EAM. Orsi; 
l, == 4y H y 
(4) din) = i 1 o Mi acxrsbi 
0, T= EPEY, 
(5) Ría) -| 1 » Quae, 
~y T uy OSBORISH ER 
IG MESES E SEE R: 


rG) f(s) =sgn(sin » j Ize], 


. EHR O E [os 03 T R ER 1, GAE [6, 内 有 限 全 点 上 改变 


J GO Sfc Tz ROS D HERR FP" GO, REM) O 也 在 [Le 61a Bt BEC 
HIDAT, 


- 开 区 间 Co, 00 APTA AO ELE It HT 


B. gae P. JS | TA TREERE 


. BHR D Row HER A aR oa) iet ATER ff Gn 


在 [ae, t) ERR e Go 在 [4, ALERA ASS B, WERTE HERE 


pf GG) TELE, b] ETH 
EDA g o EL b] R, S o TIC AE F o Eg e) A 


| (a) daz É girir, 


. BHB FARSK: 


bi t 
E F 

(1) ear， f; as; (2) Í Tity | gm r dz; 
i t a Jo 9 


B -3,414 7 1. 
c | (5r dz, Í Brdr. 
LO -243 6 


9; 


EATE 

2 (m41)(m—3) ， $e : 
(1) QUARC C dz: (33 (a sin z-- b eos e) dv; 
y [COELLY as; p PEL ds; 
e» pGr n eo [x im 


394 


10. 


11. 


12. 


13. 


w= m-—mss 


E 

(5) ona -- Da dide. 
n 

UNI “号 一 Bede: 


135:—4 
a coHTi 


-aV Br? + Âe tD 


Gt f sarete gdr; 
n 
R EARE: 


(3) ; 22* gin* x da; 


1 dy o. 
e Lame 


BR F FRA RAPHIEL SB E 3x s CBE 98k: 


o [5 


a seg | 
e f Err 


HE AR RON GE 


1 

8 | T32- Bea Iiri 
n 
E 


x 

(8) Í sin mz Cos HT dts 
9 
| 

(10) | T3) emit dr; 


"n 


(123; [^ z coig dr. 
(2) fia A3 — qi das 
n? 


(4; Í " di 
^ ja cos a+ cosa! 


(6) f rln lta 


检验 下 列 定 积分 变数 变换 的 正确 性 : 


i z 
(1) | 1 t=; 


x dr 
O [raso tert 


TF 
©) [iNT aare f cosi a sin t, 
Q - 


dx .— 1l, 
e ume 


(4) f rV l—aidr, s—sint; 


rsin f, 


证 明基 一 数 了 (xz) 在 中 区 间 -0, 7 13888995. RI 


(1 [f (sin 全) dr =| fees adr: 


(2 [zf (sin a) da -- z ai (sin 2) dzj 


Fas] a an sine 


eost y 


14. 


5 H 895 


BISERI - DIRE c eoo rp e, BARRIERE R A - ^r Rd 


15. ABl SHUAIGUS T Hie RU f Go f gae f co dt R-E AAR 
T. 
16. Æ OODXCOPBGn-eTOXPÉR.Hoa b. W 
h [7 中 万 一 请 
| f Gode 2| F(x)dri f f dz, 
立 T T 
17. quu b. i= Ef” 、 
7. ay: fn pomde- E|" afai (am. 
D gis 
18. Ji HIZr EE ARA EE BIEHH : 
4 . Gd u 
Lf 0 (r— idu f fir (x) dz du, 
19. 计算 下 列 定 积 分 : 
(1) f (a* — 23) "da; e JUD. as; 
luretgemz.. 3 f'e ， 
(3) [E de; e | dr, 
20. WATER: 
r. PI 


21. 
22. 


23. 


rj 日 
(3) 1<| sns er , 
t T 2 


利用 中 值 室 更 估计 积分 [ .dr 之 什 。 


应 用 中 情 定 理 求 下 烈 极限 :* 
(1) lim [^ 2 dr; (2) Tim f su dr, 
PERAR A R F ARARE: 


-ø 1 2 1 
Din 


(2) lim (sin Bot. sin nig y (3» lim Yat 
m" " n " n 


(Hc: 本 是 计算 时 可 能 出 现在 积分 限 的 端点 处 国 数 无 界 , 此 时 可 应 用 对 其 
原由 数 收 极 眼 的 方法 求 得 竺 时， 其 理喻 搂 据 以 后 在 广 交 积 分 中 许 
Ro) 


第 三 童 ” 定 积分 的 应 用 和 是 积分 
的 近似 计算 


81 Hh Ho d e 

— RB ib b E Rc op PLC Bere Gc T SEO A EE PERS Ie 
He", 一 般 却 不 能 站 楼 度量 。 EERE "HONO KATRE 

及 ,办 此 需要 用 另 -… 种 办 法 来 度 基 省 。 | 
dE--AREA A, B ARREDRE O), PERE (D. EA 4 
5] BAE3EICn--1 4-2 
Mo = A, Mi, M, e, 
| M, M M.-B. MR IH SEDAN 


WAE N 邻 的 两 点 联 糙 起 素 ( 图 
uf - 3-3-1), iREMEAI-HH T Mi 


BE Be (D) 的 一 条 内 接近 线 ， 
SX RUE ERIS HE RS Bb ak 
接 度量 的 。 我 们 定义 : 当 
0 7 75 — du Bg MAHER E 
OBI HEHERRGSC TRI, ZMR 

的 长 度 和 如 果 趋 于 菜 一 极限 ， RR SUE SOS MEEBE (OO) 的 长 度 。 
ALS dbi D A RR. 

HREH ARRO BARA AET. Pet RE 
Ii] F5] rz Be 57s R A a E A 13 ARA ROME 
时 的 极限 。 

及 定义 则 发, 我 何 可 以 得 到 以 下 公式 。 


RIO Bp dag m K 357 

MRAR: Rel O n e E RT 

om, yy, 

SPt—a,6—B d. (a8) 所 其 出 的 点 就 是 A.B exu YER 
20), 916 [a, 8] 上 都 在 速 炉 导数 。 IIBER) EDLA, B ZR 
MAJBUR s 9: 

s P ino 
-| VE DFI DD. 

现在 推导 如 下 : 

EMBEE 4 到 万 取 一 记分 点 4= Mos Mi, Mar, Man B, 
设 它 们 的 学 标 为 MG, y), SE mom) pyt) 0, 1, 
2,75, 中， 因此 对 应 于 这 一 烈 点 就 有 -- 列 二: 

a cde gelb B, 
Fish Mea 与 MS ESTRENO d HE 
MAG, - M in E oaa, 
Use Ur ENS REOS 


s B SUM = * M (m — -pe 十 (一 —4.4)* 


-X Visio eG 96) -y G-0T. 
由 微分 学 的 中 竺 定理 ,有 
j£ E) Yr Ey ETI - at 
(其 中 名 ,如 都 是 -+ OPRIG di tita), 


4r A= max {df}, 
TH pese XL, E | 


s: Tm © A Taf (80 124- [y (ED 17 dts 


AU il 


888 FLA WTA piy M A Ra OM SERE 


- lim > fed 
iB. nde EI (QDI* Aa GOD y 01. 
下 面 我 们 来 估计 +， 
lai VE 二 | 
ni by Gn ci Eo)" 


/[e (60 Ty GO E NI (£2 PG y Er 
y Ty Eg uw (ED yE i 


[eo + Ey ET i Go riy Go 
Ig (£D —w (£0 |. 
AA y O TE Lo, 8 138 RE, SD AE — E, BHEE EE e, AF 
TEX, 当 Ac max {di} «à 时 ,出 T4 E & WEF (a. bila 
所 以 有 
| iy ED y E. e, 


re I neta 95 m dletB a. 
这 样 一 来 就 得 到 : 


s= lim 3 [a £) P H ENIE ats, 
Ac i= 


FAJAR EARE J& m0) ey" (Q) By $e 5 mr, dn 
Lo (0 39 D (D I^ fe To, Bj 连 种 ,所 以 ~ 秆 zw (0 Dy (OO T? e 
ie, 8] 可 积 , 按 申 可 积 定义 最 后 得 到 : 


s—lim Ð [a £) P- Ly (E) Tt 
à> i= 


=f VERBTE OT ai, 
GE) EKARA ER Eh BE T UE 


pà A (50 t Uy GET) P at 


$7 od eng m K 300 
BLUR IBI RI EGE T cR ACRI RE OPERO ,如 何 将 它 化 为 
Negri HE 3 ERR Z. 1 EBE rb CR GR n — — 
ERN. RRALARPR T AATE s RIR. 

s $ FUGO. gE JA 
ETER RE HE EKT H 
s= 2 FEFE), PEDJA ES mdt, 
右 庙 第 一 项 是 一 个 黎 达 和 ,第 二 项 称 为 尾 项 。 于 是 我 们 的 问题 训 
是 ,在 某 些 候 发 之 下 (例如 设 了 人 及 g(t) RRE, Fio, 0 为 二 元 
XEEGOO REW: 
tim È FLED, 960326 - | FIO, gO 1 


lim $ 45,45 — 0, 


AO i—1 
这 样 就 得 到 积分 公式 
s| PESO, gdt, 
ITAM 


gm, y—yi , z-z(f) (ax fs), 
D IOMTOMMOICIPNGNY CES DU ARREA 
Ha EE PEBS UE ZA at 

s= Pire OPEO Pd, 
下 面 考 虑 两 个 特别 的 情形 : 

(D 由 y 一 Po (msc b) FRE IS I B ERE Ke Zt 

dUPIELUS de BOIS ROERCRJE A BERE, CU c, MIREN 
套数 方程 为 : 


7 T FUE 
| a fm), uy, 


400 -6 PER aiM RERA E aE 
JER CREE HERE CES: 
$= r TF FUP (mw J dT, 
(2) EHHE APRES H Bg ae E 
v—riU) (ax, 
假设 r(0 在 la, Bl LEARE A 
&—r(0) cos 8, ac 
i yc r (0) sin 8, (as SB), 
BEA E A: 


s= MC H ) dà 
-[ viera Dean Tas. 
[ 例 1] SH PLRODAE 


w= cos t, gy-—ssin*t 


gus (E 3—8-2) , 
Ba dli DE ERE, LACKE'EbriERE SR Js: , Bpod i a 
s 的 1, . 
| 


HB] 5-02 


zl dB dk) uk E: 401 


Ses A/ cosi t sin? i sin! $ eos? £dd 


== saf? si $ cos g dt 


所 以 söe, 
[ 例 2] RITAEXK DEAE e a6 EER (14 3-8-3); 


ar BEEN 
s= f, Nr rdy 
"aT D. — o ——- 
= | M iubi? +a d 
0 
2c mnm . 
zaf? SEHR di 
20 
= E [2z vl i dz? -- In(2or 4- N/124-43*) ]. 


5 


^ 


图 3-3-3 
Lm 31 RI, 3 +% -i (e b)RSUE FC. 3925 (HER VÀ VE 
AREE ZI PRH C 


402 i-us Sp-"ük EPLI ie HER A SUR GLO RD 
T= o sni, 
| g-—bcost 
Xem. Eb 
Ma daro as cos? L3 bP sin? t 


— A/a*— (ut ~b) sinë 
—a^/ 1 — e*sinit, 


Jai» 
a 


AX, e= - 2M ES LE RS DAE T GL A 


T 


se dg R ~I 23 sin? i d£, 
0 


这 就 是 第 二 类 型 的 椭 图 积 苍 。 这 一 事实 也 正 是 -要 国 -积分 这 个 各 
Te d E 
TESI E ic ha — rb CL EGER aR Jb 6 ELA Fears 
微分 。 
ix BER X RE: 
w- el), y-yG), 
HH s(O UE yD RAE SHE. MAREMA: 
ds — vw dt, 
HERATDA 36 TEE 53: 1 2545 EM RE mm. y D. IA 
基 个 固定 点 IM [m (9) yt] 到 一 变动 点 班固， y (03 IB B VE 
R, CMRE atf, RI: 
TES | La a y dt, 


因为 X yi BE PRR, TE: 
dst) 
di 

这 样 便 获 得 了 弧 长 的 微分 公式 
ds — Alf - P dt, 


COT: 1 d 
P rod -H Vra 


DECETID TS 403 
RITET ARL SPA) SCIRE 2 90) BE £p JO B 2 pen ES, AEIR 
IER. ARIYA: 

ds — Mw? Hyr di, 
再 注意 到 : 
de-sdt, dy= yat, 

强 长 的 微分 公式 区 可 写 为 

ds! — da? tedy, 
此 式 有 明确 的 几何 意义 ,我 全 知道, 在 一 个 直角 三 角形 中 , IEBERI 
3B ds AA E fi i de, 
dy fi 453A. FÉ] SOR : 

d= da? 十 Ag? , 


(ce Az, y s Ay) 
| 而 在 一 定 条 件 下 又 有 
Al 一 ds-ds, dd 和 ~ 
c 1 dy - dy, 
FEHR EEN, E 

gn-c wr mena y gr dz 
及 Ay iic f 3o terit f — BUEBRSSEULHK (Id 8-34) 。 

Ing c 73 Ze X AL Rede RC AE rh dbi Zr BETA o y — Fn) 
$A HE, H (o, f 9) Jf Ei Go, f) Fü] f EEUU: 8 7 (2) EZ 
z 的 图 数 : 


图 33-4 


sw) 一 | VIF da, 
Za 
ds — s itys da, 


ACER 0 JE dE o pog pat S acp e IESU P s RUE 
ds — A/L1--y2de — 4/1 + tg *8 da 


= gec B da, 
这 就 得 到 d -cos B, 


304 第 三 请 第 三 章 uMWIEHD&UETSIMUI ICE 
‘ysin d 
六 样 地 ,我 们 可 点 导出 在 棚 坐 标 再 程 时 ，, 哑 其 的 微分: 
s0) [B VREDI dð, 
ds — «7? r3 d. 

Jii. 还 要 注意 这 样 一 个 事实 : BSRR EA, BRE 
3E SEXE CEBU , 它 示 依 右 我 站 所 选取 的 坐标 柔 。 志 就 是 各 , Tr ibd 
MARERE A , dé Cf ^E adt. ERER RAILA, 以 及 
其 他 的 佬 之 坐 标 柔 也 好 ， 所 计算 出 来 的 白 长 都 应 恋 荐 园 一 个 什 。 
虽然 这 一 事实 对 于 求 帮 长 以 及 以 下 各 节 中 求 面积 、 求 体 和 等 等 部 
是 显而易见 的 , 但 它 却 是 相当 重要 的 。 有 许多 的 物理 量 和 力学 量 
必须 用 到 这 一 事实 。 例如 在 本 课程 的 汾 论 部 分 中 , 将 会 叙 沁 和 葵 
ENPE Eg do B CIC OG. 


82 ze R BIER 


Hx gaxHÉcHhEE y ^ ff 50; dni Es OX. 有 以 及 两 

ARIES m6, w= b (ab) Bir 

ti: ar MAEA 373-6). 

我 娄 要 计算 这 块 图 形 的 面积 

A, das ELA ATO R cR ot 

AE, M A D Cr: 
A= f (a) de, 


有 了 叶 还 会 般 汉 这 样 的 情形 ， 

a t f) 1E [o , 6] -EsERR [HI 
E sas 4:5 (H] 3-3-6) , sf ER 

Bill y —f G0, c BRE AES — 8,95 (ab) Hir ER EU PG 


—— r 


-J*9fb M e Vlt 


$2 tippt iR 405 
Hrn A, HF AR G eE He, Are R AIRE: 


(^ 
A [ito da, 


图 3-3-6 


An —HEDE RE ER BE y — fi. y — faim) AR esa, wcb 
ia b) Br BE HE [a, 6] -E Oo fion) fata) (Hd 8-8-T) , 2B 
AXIA A: 


h h 
A- Í fataida.- | fito)de 


rà 
=j, fau filr) jde, 


406 AEE MER AGI RAER AA e MAE 

在 上 本 的 情形 中 , 如 时 在 [4,8] EE BT fle) x fala), 也 有 时 
Falei fai (A 3-3-8), 88 2 Has RS y= fii, y — fan) A 
IEEE e= a, m b 所 图 成 的 面积 A: 


A=] faiz) -faio jde, 


w 


H 32-8 


DAL POR Hitti y” 2ps 5 a^—2py PERRA JENA A 
(图 8-3-9} 。 


图 :43-9 


82 TRAH ER 407 


为 了 确定 积分 区 间 ， HEAR IPSAS IER y- x 与 y= M ps 
VIX RH, EMCPO 及 2p. 
我 们 有 4-| (5 一 3p% - is. 
Ju. WERBEN RGB EROS 
情形 : 
ABER tro E D ROS DRRR 
g= glt) E y=y (DN , 
EHRE c(l € BIKIR, EH. (00 — a, 2 (B) 6, 而 vw 他 及 
g (3E Ea, A] EB, er (0 存在 日 o 0) RE EE, a (40) 250, 82.18 
iid m m0. u.c MLAK e =a, w= b Fr E AE IR 
PAIRA: 
A 4r iy) s' (dt, 


如 果 e(O 随 二 的 增加 而 减少 ,公式 仍 成 并 , R e (0) x0 TREE 
a> B, ZAAR Ah 

A= ['iulde 
得 到 , AEREE Eniitd eX P fkt sei BIER GER EL I 
H 8). 

[59 2]. kR 
| Œ == r Coat (2:0, 57-0) 
y=b sint mM 

的 面积 A (图 8-8-10) 。 我 们 只 要 求 这 面积 的 四 分 之 一 ,这 面积 等 
于 

ia et f yde, 


在 这 和 问题 中 — m—m(D0-acost, y=y (t) =b sin, 


Ans ALES PZH 定 积 八 的 所 用 和 人 炉 积 分 的 巡 倍 中 算 


E] 3-3-10 
X: s) 0, 20) =a, 
所 以 la- | b sin £( —a sin f) dt 
"3 


E Q1 
-«b| sin? à di. UA cb, 
o ; 


ép A= rab, 
PMA RR A E E PR 
rori), 
BE r (9 在 Fa, B1 ERR, n(0) 2-0, BERIA aR E 
日 一 ği f= E, MRI r or (0O RRA. HUTT hE 
PAREA B REMESA RAAN, 
HRE [a, B] 5029 n AARAA E, aea 


a—0, O0 UO. — B, 


E 48, —0;— 08, 4 地 一 于， 2, tora n), 
A= max 了 2 ， 
Jia 


4g n—1 3 5) $5 d=, 8 - Us, TT*a d. fais HARSA Tt 个 小 三， 


39 Caen t 409 
RERBA JA (i= 1,2, m, 于 是 
A= > ddi 
LRE n ON TEA M L0, 03. (i 一 1, 2, n) 上 的 上 确 
界 为 Ma 下 确 必 为 m. HIM, m IERE O -9 30 6--6, 
ARAH T n 3E OS 38-23-11), BEMER GASE 


AM 
2 


M?.40, R- ?40,. 


图 Bil 
容易 知道 $ dO AA C 
Bj | Nasal X uan, 
2f "9 f 


而 人 mJ, 和 S anas, 正好 是 而 数 n? 00. 在 区 并 £o, 81 + 的 达 


在 小 和 数 和 天 种 数 ,按照 达 布 定理 ,当头 =Immax (401.90 时 这 两 个 
和 数 的 途 限 骨 存 在 , S da E v (0) 的 连 纺 性 ,这 两 个 和 数 的 极限 
必须 相同 AH LSF 


rs 


| v? (0) dB, 


410 SEDE MTR EP AE HDD BU AR a EE 


1 ri 
所 以 Ac " v (8) dà, 
Jur E 3E sf EH Ha 
0—a,8 B (acf) 
EPRI H r= r0). v - 029) (rai r0)? 所 团 戌 的 而 
381, RAAR A 3-3-…12) 


A EI [Le ~ red) 198, 


m 


c 


图 3-3-12 

[PE 3] RDUM p? = a” cos 2 B I tt BA TEL RR (ER 3-3-13), 
m Sa >ø] > o M eos20-0, RI p Aiii, 即 元 定义 。 由 对 
称 性 


-— uu 


— 4 


&3 体 m 411 


PEST } [. a? cos 20 d0 =a, 
[f 4j 计算 心脏 线 r=a (d+ cos 0) (7-0) Fr BR Sc Hrs E PA CHAR 
3-914), 


-——-, 


A -| r* dj — E aa 二 ons 的 208 3 wa. 
o 9 2 
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在 本 下 中 我 们 只 考虑 两 种 情况 ， 一 种 是 已 知 儿 何 体 的 截面 积 
而 求 此 儿 何 伍 的 体积 ， 男 一 种 是 求 放 坊 和 体 的 体积 。 至 于 较 一 般 的 
上 几何 体 的 体积 的 求法 将 在 重 积分 中 答 出 。 

先 考虑 第 一 种 情况 . 

BUB Vui. CEEE TEH (B co H) 的 截面 所 截 的 
面积 4 m) Dp c ERTH R IA DR EE E A UE cab 
Geb) zr Bp (HH 3-3- 15), 


412 BEL WEE EREDAME E BLIM AE DERE 


: 4 le, 5] y m D, it 
T= Wo m lay eum b, 
db ACA) max {4m}, 

| EIAS a 必 蕉 此 体积 为 
A dE HET E CU, 
Til. 

o 作 和 式 概 限 

总 


lim $! A (Eò dr, 


ACAD i=l 
这 个 和 起 的 极限 的 几何 次 义 是 很 明 是 的 ,部 用 % 个 小 柱 体 休 积 之 
和 通 近 所 求 体 积 。 由 于 o4) BRRR, 所 以 这 个 和 式 的 极限 
FTE, EWEBE REE, 
lim X) A (E) 4n [4 (ade. 


IPEWE T ELAJA 8X fH. e GE STER ERO 的 情况 于 ,该 
物性 的 体积 公式 : 
V- [Ate 

STRAAT, SARdPDHELOECE pe -AHR A 
BB. 

SUB--XREDNUE EE Y cfc). f (0) 0 ELA IBISEIE EE m ^o, 
q-- b (a c b) oc BER EEE CV TRA C Fe] 39-16) , HE He e ns 
s pump Od iR EE 7A IEEE RE TES 
Bg: 


-RER p) 


Aœ) — my = xf (n), 
代 大 体积 公式 , 即 得 施 短 体 体积 公式 : 


b E] | 
ys | vam | Pwde, 


418 


图 3-3-18 


图 3-3-17 
"RE ESOS URS y dde BI DOT oS D URS, e S1 4, 
exti BUB AGES BRE vic fam). ac fam) (Ox Fasi fa) 
DEPRE =a, =b (a-b) MERNI (图 3-3-17), 将 这 
IREA e 轴 旋 转 所 全 苞 旋转 体 的 体积 站 有 
y -a[ ute - rias, 


Un Lig TAK {I Ay 3 Lp XI POWER RE 
4(5, 


414 355—358 AI BPW MAA ER s p i um 
[BL R ety o? Rez! ca? E AE Ro E 
3-3-18 为 所 求 体积 的 二 ,过 点 4z, 0, O fisse io c MARM, 得 


图 3-3-18 


LB)?] WH rmat- sani), y adeo (Oct 2s) Hic 
四 旋转 的 体积 。 
b 


Vm | yy'da- m | a? (1 — cos t) a (1 — cos e) dí 


E 
= Wo) | [1— 8 cos 12-8 eos? t — cog? t] dit 
ü 


=5r°a", 
[B] 3] R a? (y— 5)! —a? (QU-caszb) b > MERE AER 
(i 8-3-19), 


$4 peptike JHE Ain 


E #8319 


V-—x | (bts a* —a? de —x | (b-- Na? — ah da 
EE: B Ab ^ a? —3? de 
= 25?a?b. 
我 国 吉 代数 学 家 在 计算 体积 时 ,时 就 得 到 一 个 重要 原理 , 那 就 
ES 
"pte Bc En] HUC T Se" CRESEMDAUER UDCREHEIBUBO 。 这 就 是 本 
qh, XX IOSUECBI TM T EDS E ERARE 
家 提出 来 。 


$4 旋转 体 的 侧面 积 
下 面 计算 一 种 特殊 的 面积 , 即 旋转 体 的 侧面 积 (图 33-20)。 
ESMAR y- S) (exw 所 人) FO >0, fto) SIERBID Bio 轴 
旋转 ,得 一 旋转 面 。 定 义 其 面 税 六 加 下 :分 e, 四 为 分 ,其 分 点 
Mg G— my «LO Lem, — b, Gn, fF no) nos Ma ERRERA 
TEUER MaM MaM EE cR, TU IBGEEHSS BAR 


416 第 三 篇 PIR nou HURECPLERE RS A 
3) AEn AARE 


HE À= max Llad (dm; 7x; — 9; 3), 
EAE IEA e Hee BUR. 
i 


时 -一 -一 


我 们 先 来 计算 4F,: 由 锥 面 的 面积 公式 A= rl, 这 里 COSE 
体 的 斜 高 ,7 为 锥 体 的 个 径 。 干 是 (图 3-3-21) 


图 3931 


AF, oy AM Loy gA Maa 
= 034, M, —m3, a (AM, — MLM, ) 


sd 证 屿 体 的 负面 积 417 
ngu ALM ayin AM Tony; 4 ACA LC. 


2r A.M, y 
LE uL i i- == i . 
Br i 有 M, M i-1 Mi ia 
因而 AF;- aM, aM; igit Yi) 1 


然后 ,与 求 师长 公式 时 的 同样 理由 ,就 有 


F= lim v AF, 


Acik iml 


=a limn T Cf GO HF Gic N/ Aa? Df e) — f Gn 1 


一 -lim Sf ln) + foc) ETFI 4n C Gas m) 
一 slim iS GO HF ED IIE) aa, +5: máms L, 
Sri E C (eoe) AE Lim Snan c0, 那么 部 得 
P= 2zr| 7 uo ATP (da 


== 22 yvi 4 y de, 
这 坚 只 讲述 了 旋 亦 体 的 仙 面 积 ， 平 于 一 般 曲 醒 的 面积 将 在 第 
AP. TOME DEB STRE, XS PICS ERANA GR: V 
习题 5 (0), 
[ 例 ] RARR 
BERERA r, RARE y— v ra e a h eg ETT c p 
H. KABK, Mi 


"a [^ Fw r . 
£—9m 一 和 
fr A pL gd 
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85 € D 
Toys ep ELES AE A gi 3 exi o frr ERSTE. PA 
Fm eA n8 a G, yò &=1, 2, Uta n) ;每 一 个 质点 的 质量 
为 ni, 姑 这 个 质感 勾 的 重心 的 坐标 全, 30 28 


n E 
O Dmm; mg 
Lol — i-l] 
T == [3 * y 7T "o LI 
ou Tian, 
ts 了 i=l 


现在 我 们 将 这 个 概念 加 以 拓 广 ， 利 用 定 积分 来 计算 驴 的 重心 和 面 
PED. XY ARER, Ee EE E I0] e Tu 3 51063 , BD VS BE Dc 
p, XE b h EERTE AHE , He AE E DO ADEL, 
RAEL O iy= f(x) (usas 0), fe) EK MLA ER 
T. KER La, 5] AA RAKE [na 2] ($71, 2, 5-7, 9, 


3 BD gym mace mg—b, 
FEE A= max {de} (JaSt t), 
dd 


AR Bil oT SURE ds id= l, 2, v. HEASAPSRILER B SE d 
仍 记 为 ds, IEIRA ESAME rm (x BE, 
ds— f. APT f Gm S da 
-AAYUPEDTI da 
= 十 [FED «di (wt), 
Eb, Hp E EBE ds; 的 质量 》 
m, 7 ps/14- Lf'(£0 1? da, 
AE A hi, o EJL ERER px y EPRA G.S, FOE) 
点 处 的 质点 来 代表 它 ， 这 昌 mou sf m, WA nipae: ds; 就 
WELY vw TAFA (E. FUEDO , 在 每 一 已 上 具有 质量 
m=pv 1+ EF (£2 ]? das, 


$5 W ob 419 
代 太 上面 的 焉 式 ,得 到 以 下 两 个 值 : 
Sem S&P as 
Èm 六 vd4o 


mé. SIEVI EJI an 


Sm NEVAMUG a 


由 于 ftw) 及 产 O 在 a, 51 3iRER PEEL A0 Ip, ERNE 
恨 是 存在 的 。 iXUNAdEUR ELO UID LSDE MR c Ey. ds 


b a o 
| gv Ly” de f zd 
E = J - 


T= 
3 E] 
d ÁFqY' À—m 
- f M ly * da [. ydg 
— 一 一 = N 
y " s >» 


BHE: [ A icy? de Xy (D tg A axis ( - [o Tg da) 
是 一 个 记 屿 。 Jug ue BE p px) (a sp) 不 是 常数 ， 而 是 z 的 
EBUK R, AIARA ARR LEDR T E y AR: 


b 
MC f zdam 
e=- 5 


—, 
| os bi 
b " 

- | Ypi ag) ds f y dim 

y= EA - BÉ 20D T — 
| p (o) ds * 


其 中 dm — p(a)ds, M - lot) ds Jk (D 的 质量 。 dos WERE 
义 是 这 样 的 , 25 4 JE BE ds 充分 小 时 , 它 的 质量 近似 地 为 dam 
—p(&) ds, (ris Eom) 再 全 N80, 就 得 到 微分 式 @m — p (2) ds, 


420 PUES | PER ERMAR AAE A C DARETR 
XUT RESSURmHTE E R TEGAN 
axi BUS RIER ye fius, y= Sate) RE EE e= a, =b 
(a 6) Bs EE, HLURB Jao Sa) ,类 位 地 , AAA 
S e=, (-—0,1.2,-5,) 2 4B B0 n Ae AA a 
DL a, 


ipu ^-—nmax Lda (de, -RO— Wi) 


搂 面 积 的 积分 公式 及 第 一 中 重 定 理 , 我 们 和 AA 的 面积 :这 块 面积 
158279 440 


AA-- [^ fis) - FG) da 
—-LAGO-faG0ddm (gaté sm). 
故 AA IRE EOS 
Am;—pAAi— pL fi (E) —fa(50 des. 

我 们 知道 类 形 的 形 必 是 其 中 心 ,而 当 入 其 小 时 , 44 ETF, 
EM A HE, 44 的 形 必 可 近 但 地 认为 在 点 | 6001] 
上 , ETT ADHAR A, dA 的 质量 全 部 集中 在 点 
[is PELIE] y i A acis ti: 


T Li 


dm R Eef fd} da 


Mam — Me E) fa) 34 


X PEILE uU AG Egee oy i£) - 4. 2I 
PE "PE Lf GO 一 —fa(E)] du, 


24 A0 时, 3X BH HU Je Te TER, 它们 分 别 为 上 述 面积 的 形 心 
坐标 c. y, 亦 训 :面积 的 形 心 华 标 了 及 g 为 : 


$5 d 4 ASI 


| e[ fit) faie) | dz 
Jq--- BEN 四 p P] 


A 


i 人 , 
SOR O 
时 一 一 Yo. - — LÀ -—— — 
A 


这 蛙 A= L0) fato jde f. ERDER, 
[1 REL APEEP AS E M 强 
的 方程 为 (图 3-3-22) 


i 


HO 8g 
go ERE s-0, MERHAR v. ERAM E 


| : "ERE ^ du 2 | . y l-cgy"dz F 


pu das das? 
此 处 七 ARPI o ETRE MR, 也 就 是 以 
r 为 牛 律 的 球 的 尾 面 积 ,所 以 


dr? Pr 
mear o m^ 
FEER z-0, im: 
1 r r 2 
. gj af sæ y 
9777 4 DxA Dw’ 


49 BRIDE AHE ERAN ARER UE DER IR 
HEAR V PEPI ood n] oir Hai d [D V DA, 也 就 是 以 了 为 
年 径 的 其 的 体积 ,所 以 


H 38777 ár 
Su 1 met Md 
这 个 例子 也 葵 出 了 两 个 公式 : 
. - F. 
s—Àd B 9. 


XXV AP ZASROGEETRHUB i0 f (0) po vr hrs y HAS LU LISTE 
BE AES y, En REUS = REO ERE TR. P^ DA, OR 

y LXat ras p ETE 

| 出 了 曲 黎 段 下 曲 录 梯形 的 形 心 
SAES yx， 和 由 散曲 线段 编 z 
PER MARAU ERUR E V IA 
A ul ERIE HIR A38 2 


o 


的 关系 。 这 两 个 公式 也 称 为 二 

: | 秀全 (Ghalqiny 438, 

; | [BI 2] ketiy br 
— j 一 -> (r0) 8 o MUERE BE HE 


Kj 2-8-23 SIR Z M B CF] 3-3-28) 。 
h PEGLI- D y7 b, MARR *= 27， 利 用 公式 ， MERE 
JERA 
Jan = dm rb, 


86 定 积分 的 近似 计算 
在 镍 多 实际 开题 中 往往 会 遇 到 ' 不 可 求 原 画 数 "的 积分 ， 或 者 
虽然 原 丽 数 可 求 亿 计算 税 复 条 的 一 类 积分 。 例 如 构 率 积分 


吓人 从 的 近似 让 这 4^8 


HX) = f e 5 dt, 
3 


MEARI 
Kw) = 站 NEL DEM Omen T , K? <1) 
v Jew I K?un^i ( Ta Aja 


TA. EX Ee gir AER or 3 It UR ECRE Tg TE B6] ATUS BS ELS SXRCORTH 3E, 20 
IRAT ABR TI uu OK FECE — m mo 的 积分 数值 , PETI fs [3] 
H uP SIE EL Bb Re H1 UO Dé cf. 

fg Dr. KAARNA A SCRIBIS FR I ELIGE E HE UE 
单 的 近 侦 公式 。 

得 曼 税 分 的 定义 实质 上 是 用 带 西 角 的 折线 来 无 眼 地 融 近 被 积 
HAUSTER. TE EG BU IEULA SK rh GCSCUR A B So gef 
的 近似 两 数 ,然后 对 这 个 近似 两 数 积 分 ,大 用, 这 个 近 全 醒 数 的 积 
分 应 当 是 容易 计算 而 精确 度 较 商 的 。 

(1) HEBA 

HERATA EEE RU EE M ER, AE AER 
Wifi. BREER ARSA 

[fonde 
BRAK Le, 6] m SEA Oi nd ELA REOR AREA, IURE T FED) 
Goma clmp mas m. —b, 
现在 来 省 察 每 一 个 小 这 间 Dna. c1 CE 3-3-24), E P] n 3C PA 
yes m f Gs gno f A WS EHE XL E 为 高 的 梯形 
2,12, M M, 的 面积 总 为: 


Si =Ż [ya ty] lirl, 2,0, Au 


R a AETR EAA CAESAR DIC: 


494 SOLES i ERAAI RAER y E3174 


图 2324 


| (m) dg X 8, 


f= 


b— i 
= al > Yo cota Ra e E Mec y s.l. 


t2 


这 就 是 梯形 公式。 
(2) PREA 
MBA Ze CHOR. Iaceo | HOS CUBO, DNE 
HRBU 
首先 我 们 兰 虑 一 个 简单 情形 : 
计算 积分 
f(a 


Bà f (0, f Go Rm FOR EI gos 入， Va. 3E MO, Yo), Mah, yo, 
Mh, YD — xd E— T — X Hygk (Hat 373-25) , 

g: aa? J- bx +e, 
2$, b, c EPERE, Dex FHE ETE M EER], 


$9 定 税 条 的 近似 计算 425 


eN 
"al 


t^ 
一 -一 一 一 一 上 = 
w^ 


T 


3o 7 C. 
y = ah? -E bh oe, (4) 
Ya = dah? 4-25h-l- e, 


但 是 我 们 不 必 把 a, b, c 解 出 未 ,我 们 考察: 
N (az? + bz-- c) do :- à ah? A-2552 + 2h 
— A x 2 z 
= E Oah -- 65h 4- 6c) ; 


HARRA CO Amid 
Bah? --65h4- fc 一 Yn 十 yy Hya , 
Tq EBCPIHBIEUUA X: 


| fmde- L (ac + bx A- c) dim 
o 1 

= P (yo+ Ay + 92) , 
立即 知道 对 于 形 如 |” f E) de 的 积分 ,有 如 下 的 近似 下 区 


[foda "a Lr 4f G0 Hf G1, 
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这 里 ga 为 Emo, ma] [HR Ex. mi a 
一 般 地 我 们 就 得 到 六 浦和 下 公式 。 将 积分 区 疝 [e， 人 2 等 分 ， 
a= go TY a Ealt E ag c b 4 
在 每 一 小 段 ro. Val [zs £i] [massas £22] 上 应 用 上 面 的 近 个 公式 
得 
fis (a7) de= Pr {atiy tys tys tie lya) 
T2 (yad-q,-b Tan VR, 
[991 ANE 
f e Ee 0 T8838. 
KEAK a 160, eSI 4 Dr EC 
z9—0.0 —— gs—1.0000 z, 0.1 yı=0.990L 
$,9—1.0 — gig 0.6000 $4—0.9 — gy, 0.0615 
和 和 数 1.5000 — -0.8 — y4—0.9174 
&,—0.4 — g,--0.8621 
v, =0.5 ya = 0.8000 
Sa 0.6 ye=0.7353 
s 0.7 9g;:— 0.6711 
m 0.8 Ya = 0.6098 
$5,—0.9 ya 0.5525 


种 数 了 .0998 
m 1 /1.5000 , 5 nana iQ rga 
A5 CAE f 10 ( a T +7.0998) 0.7849, 
FRESAN n ,计算 到 5 位 小 数 
$30 9, = 1.00000 
"EN dy - 8.76171 


E! 


zl 是 
En 99 1.01 
E= E zd. =L, 60000 
3 

T. T 444 = 2. 58U00 
n=l y, = 0.50000 

3i 9.42471 

48s D - 工 9.42471 0.18539, 


1. 


2. 


12 


R FFER: 
(l) y= ALESE Ee S 


(2) s= i 9-1 loy (depo: 


6D y—ln eost (9-:e«:a, D Ea Ed y 


(4) "+y? =a" (82-0); 


(5) satt —8in t, y—at(l—coost) — (cr 23); 


(8B) n= feos tht sin D, y—a(sin i—i cos 6) 
() r0 420088). — (OB 22); 


2 p exl 
(5 r= Xe o (1s es) 
计算 由 Fi 8 1 DAT T Mr FRUTA FH 
(1) y—|inzi, y=0  (0.I-..10; 


s? wh 4, 
D i 


(3 y=r, y—r-tsinm (Qaras 
(0 SE R: 
Uyi- 2pr, aíi-2py 
PRESSES TZ; 


(Ot 2m): 


(5) ARE r.a cos 8-Eb (baea) "6 ba IBID CERE; 


427 


iz8 SAIS OE AAT A HANE AA A R E 
HEILI RER cyt- en 0; 
(7) r= Po <) GEI BS BIBEIHIS ASR AMD 


73 ecosb 


(6 


— 


Hg 
REEAX[ TF HERZ ER: 

f—qpO). Y pkt) Gy m. 
i HAE rp ER PIT ne ATIS C2 7 


(B 


v 


"EFI T , 
s-f 入 人 人 一 [ gi u)dt, 
Jer ag He Hip dde rear $E b T HRS. 
2 l[5 Q2 : 
p E 3l qii (0) - et Gy) [dt 


(D) r—2t—/5,95-22—1t*; 


10) Jg c ey as 
(1) rtty! arty, 
(提示 : Eyre, PHARTNER NA ERE) 
3. 几何 体 体积 : 
(D) 求 稚 炙 体 体积 ,其 上 下 庶 为 吉 长 分 别 等 干 A, BA ay b BST TS 
为 上 上: 
(2) sib E p 


(3) Xu 下列 两 曲面 
XI 
所 图 成 的 体积 ; 

{4) RARI EAEE TAE ARE FR ESTEE PERS, SEISIEEBS 
EPEY a, MIE PY arant REDDE e ddr Ld HE EL ES 
谋面 成 < 区。 

4. 求 旋 屿 体 的 体积 : 


2 3 
O fa t Epi dU 


(2) y=sin z, y=0 Ariy 
(D RE TÉ, UD Agy fi 


a. 


n. 


3 HH 429 
(3) =a sinó, y=h cosit (oz unm. 
G) Edd, HE FEL 
CD apih asmgeszb. üxgysnyim) Chap oyk(G JEEP BISPBEÉWUI 
dius erp ULT ERA e pef R2 
V- | " Hary oi de. 
(5) r—a(t—sit,ny-sail—eoct) Deiter} ym 
0G) $È r Ths GD RESP dio HERRE y Be; 
(6) AEREA aesa m. 0 Cr irda) Pe E hieft ATE GR BUS 
F: 
F =- pi f ritos 9 dë; 


(T) r=a(l reos 的 $c: 
(8) (rt 


Rae rs iB: 

CD Jed x—a(t—sint),y-—s(1-cosi) (Oair) Bx it 

(2) SUE csa cost t, y =a sin? t£ dg 

(3) yape (aesa) BETA s 

(4) z2—8pyta (Q«mca) Bird E y fi 

(5) r—a(1-rcos 6) Eigrih 

(6) XU r= 2a3 eos 20, 

a) geb, — GD ins I. ai epe 
CO gE =pl), gor. cm xCXOP Cm) F Osy "TARDES 
s [^o vf non. 

物理 应用 ; 

(1) [BIER r=a eos 9, y--a sin 8 Ci ca zx PEG E Fs 

(2) sR iini as =y, ay =? 0a 0) 所 图 成 的 网 形 的 形 心 座 标 ; 

(3) 证 明 : HhERERERE—À 7-75 FAR senem pea PIS t) dH p PRSE, E 
Calig coe EE EE FREE AANA 周 Culin 第 一 
5EXD ; 

(4) Reigi realt nO. ysa cof) Urt Ba) 与 7 BET ERE 
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的 图 形 的 形 心 座 标 3 
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5》 十 肯 : 平 而 图形 桩 不 与 世人 交 的 得 旋转 所 得 的 旋转 傈 作 积 ， 等 于 此 
图 形 的 天 和 与 重心 座 伍 裤 癌 一 轴 所 描 出 的 丙 长 滁 积 (Gnldin 第 二 


si SUD ; 
(8) RAA 
qoM 
wi! 


ESRB RIER BS EG HE i 


CD 应 用 Guldin EE 4.00. XJ BOR FERAE RIA 


3 
(8) REPE a 的 半球 


Tayip atea, il 


的 形 心 座 标 ; 


(9) (REX 1-10 米 , 密 记分 布 为 一 pt 地) = (60.32) EIE AER x 
A ERR -AAE R RPA E: 
(10). RKI TEHSE EIR, HEERA TER, PES a, HIE 


GT ok dit 


(101) PR RERE p ARREDARE GE o E TCU lie Rl SR ERRET NE: 
(125 "ETE; a BISRE A HEHEOS o HRA VB VERDE ESRC) 2 hesa), $ 
ERREA Y PI BISEHÜEIRIEGIRUSEYGX, 


7. 近似 计算 : 


CD 应用 梯形 会 式 计算 Gn 二 12) 


2 
| x sin mdi 
ú 


(D 利用 梯形 公式 计算 : 
o [um 09, 


D ABIPEHEAGUDE 


2 — 
(iy f s rdr (n—-4), 


iD f zdr 


e dn RES m=i 


üi) f do: 
D 


TL E (n12); 


don 
üD l SDD de (n—10), 


1 nra 
üv) e -| AEE E po (n=10). 
EAH T 


第 四 章 ” 含 参 变量 的 积分 


AEBUB f Gr. y) TEADE [a b3 e, d] 上 有 异 , 如 果 把 y MEX 
[es 中 于 的 一 所 yo Ib, MiRe F eyo W ge c 的 出 数 了 了。 
营 这 个 油 数 在 [4, 5] 上 可 积 , M [ fis, go) ds mle 
的 数 。 这 个 数 当然 与 to 有 关 。 当 vo 在 Ce, d] 上 变动 时 所 得 到 的 
积分 值 ,一 般 说 来 是 不 同 的 , 记 为 
Lg) =| Fede, 
它 是 y MWER XRY Le, d]. BEBUEDEE J (n. v) EUCH RE 
v. ETEBURHUBI BRE 7 Babe o f DERI HEU de de 
b 

积分 | 7 (eg de 称 为 合 参 变量 的 积分。 

Ij) 是 一 个 由 含 一 个 贿 变 若 的 积分 所 确定 的 丽 数 , 它 是 一 种 
新 形式 的 画 数 , 是 通过 定 积分 来 确定 的 。 这 种 形式 的 丙 数 在 数学 
的 理 答 和 应 用 上 占有 重要 地 位 ， 有 许多 很 有 用 的 特殊 页 数 就 是 这 
TIO Ba PR E 

TERMAL dr i6 p CRAE SERRA RI d BU 
Macri tn — 3 EE, HT e '3 TUM, 

定理 1 Qf Guy)HE HUE De, 5; e, d) LEA, RI 

In) fe yda 

&[c, d] ERTEM ut 

[im] KE y E ytdy 部 属于 e, d) 就 有 

IQg aD —d dn -| Lfim, y+ do fin, 4n] de, 


482 15:238 Pe GENARA 
因为 fle, yp dE Qo, bioc, d]. KAR, JA ii M PERR , AEA EES: 
e0, E 8. 0, WERA TAX AE A E HEX Qn y E as 
Ya), HEL [i — msi 0, 19a — yel ë BUE 
|f (wi 49/1) — Fas | CA 
mE enh, RAE | Je «280, 4b2..9P— Ub cfi re x 
fons t dan — fes) doe, 
于 是 | E Cy d- dap — d Og) | xe [s =g (0—4), 
Bra da) Æ ie, di. E3. 
GH BIERA e a i a 
lim | fiz, y) da [tim f (o, yda, 
Bv. 2m 4 y> to 
Abk RR BR 3e A AA 
"uSEPRIVI AE HET: RT EJ 3E UR , 2: 5,2] B 
定理 nS, y Afia y) mE JE a, be, dG EXE 
£p. RU 


d Pp 、 ng ^ ə ` 
da T d, y) de= E (m, qw di = [ iy yide, 


WAREWARE EC En MAE rc: 
[RER] 对 了 于 [Te 中 EAEE y ge uy duy LER e, d], 
3 


ytd -ig . | fix. YH AD — fn y) ay 


TU FH BS BRE ED EM, 
I arn zied | Per， ybdo) de  (0-cÓ«1), 


4r dyt, 右 端 的 积 务 百科 用 定理 工 的 千 当 ,得 


di [54 5 
HE =| fo, WD eo, 


STE PMS Css 433 
Hg EARR MRR., 

MERR a 与 5 aE TES SR HE 
ibDUBIBURLAMB E SEE y, DEA 

Fa) =| Fæ pda 

的 积分 。 我 们 来 将 虚 这 种 男 数 P) HER. 

定理 3 F (e, pIE [e, b; e, d] EE, H Na) 及 
bp) BETE [e, d] LES, +EH. 

aaia (y) 96, as b()s;b sgid), 


bg 
E FG) -[ fes yde 
在 [c, d] EX. 
与 定理 1 MERERI AP TR 
gntáy) bty3 
Fi ap — Pan - [77 fes a aas — | fes da 


[PM 


= IN FG, yt Ay) dz+ NI y d) = fion, y) Ms 


aytay) 


br dy) 
BOUT Fia, y+ dz, 


345 4y-»0 Brig 43 M TRU S — TOPLESS, 而 第 二 个 积分 下 象 
定理 1 pikpik, aedi P 39 o TEE, 
定理 4 GHA Ge. y) E fFu.yiiEgle, b; ec, d] LIER, 
同时 在 [e, d] Ee QD AE b an d XEdqE.TEH. 
Za sb, exibig) sb yd, 
Hy 
ane d (C? 
F' (ap) "Uy n Fit, y) da 
-| (e, aD de-- FEb Gn , yib GD -- fle , de Qn. 

这 个 式 子 称 为 菜 伯 有 尼 菠 焉 式 。 


434 4v d pue p ACUTE HE. 
[m] SRR Fo 在 ie, dj EBfffjf- Ex ye 处 的 导数 。 
由 于 
. hie) . ^cg Diu . 
bn I fæ de [7 fæ Dao—| Pisae 
J H Yol biya) i Vat 
= Fi(y) Ey — Fa(an, 
现在 分 别 考 虑 F.QGp (Go 1.2.3) 4E S wo 处 的 导数 。 由 定理 2 得 
bia 
Fi) 7 [7 fin, yode, 
此 外 ,由 于 Faly —0, BETA 
Fily) = Jim F ER Wu) 一 - Fais) —]im Fan. 


y> Y— Yo $0 — Yo 
=lim [^7 fe. y) da, 
yw J bs) 4 一 Yo 
应 用 积分 中 值 定理 
Fh (yo) = lim. w- twe -f (E, WD 


AEE tE bA bo) ZM 
再 注意 到 S w, y) ERREA 6 a) 可 微 ,于 是 得 
F(go) =b (yo) f LÈ (yo) , vol, 
EEE AHERN: 
TR Yo) 一 (yo) FRY) "vod, 
HERA T EM 4, 


Dir) 家 了 =| P de, P). 
Hr XE AE c 09 9 REPE A 的 条 件 是 满足 的 ,所 以 有 : 


F'y) -| 608 qx da day SR 1. 8c" 
y 
Sin gyo NI sin y? 
y y y 
.9sny-2s8ny? 
y * 


TE Spe Dex gd 485 
[全 21 R 0 m e ewde, dap 11 
Ju ERU ES MR RERA A, 对 OO «trn E 
E G, ROERE b, dE BT 这 时 Fie, DA four, OTE 
Oiane, bs Deb KERES PRE 2R ID: 
"y 7 cos m " 4 Ff. j . 
0 | es 6 h(t ves ) 


mol r de 
8 0 Jo l--ücosc " 


作 代 换 t= ag S RTI CERE 


" 
| . ds — + a= END MN 
1--8 cos t 148 TË (I0) (1-86) 
1-8 
2 PEPI. 
= jg are tg (¥ 148 ig z), 


所 以 
u gy 8 m QE 1 1 uu 
TG 8 dig 3 7 ( Ü gai o ) 
ARRA E — 1«c0«c1 rB— 49] 0 Jug EB. 
再 对 日 各 分 ,得 
I) — s (1n 64-1 NAELA 
=x In (1-- 4/1— 6?) e, 
SEEREN ec,， 引 原来 的 定义 知 了 (0) —0, 再 由 上 面 的 式 子 
得 . 


最 后 得 10 m1 ^75 


458 第 三 篇 MNUE Aeae 
TARFAR Jm) JEM Zvfis. wv) BTE le, b; e, dj 
-EXERE , HA hE 1, X1 PISA HRE (o, 6] 及 [e, dE 
a b 
Jia) =| Fæ, dy, 160 = | fle, prda, 
因此 J Go E [a, 6] Enfgt, Ziyci [e, d] Engl atu: 
|.7 im) d= | de [7 Ub, g)dy, 


[o [duf Fæ, yas. 
我 们 相间 这 两 个 积分 数值 是 否 相 同 。 
定理 5 HSO, AEDE fw, b, c, d] EXER AI 
Fay roms i dz- (tm (os nay, 
也 就 是 积分 版 序 可 以 交 袖 的 定理 。 
[征明 】 ie u) "dw [fios otn, 
HRS je lr i. y)dy (cusd), 
首先 证 并 I aD = Talu) 各 下 : 
对 于 变动 上 限 的 积分 | dy | f, y) de= | Lody mE, 
DPR I (办 如 纺 , 所 以 关于 上 限 的 导数 为 
LW 1 = lf, yds. 
对 于 另 一 个 积分 
fa IS y) a-f F (v, ujde, 
这 里 Pw, 10) = | fle, dy. 
,应 用 定理 2 得 


PEE 427 

bn us [ Fi. dm [ fo, g idm, 
TEIH Y IQ —d2006,. Hafi 

To = Tong Ta (a 为 一 常数 )， 
DERRER ta, Ause, 得 

, die —U, Jaic) .0, 

于 是 w 一 0, ARY 

ee 
BA ud, 定理 5 得 证 。 


“I [(3 eb yl 
[ 例 31 x H [ EE du (a0, b 0X 


lea 
eNe e ^ mi 一 ghom" 
iiaii. . [2 dy lis" 
1 th 
所 以 t= Jin | edy, ' 


AE4G BUOMIB FPE CEH 5 Bua tp CRM a) 


MONT AE 14b 
I=] ü | sd -Í dyl ^ 
SU Jut 777 uA, 777 ipa" 


3 题 
1. RE FG) =|" eds, 计算 F'W). 
Y 


2. E Pon s wt f Gods, IEE f G0 TIRT R O), 


,3. EEG) o Inv aarde, IABRIREAHATEEEASSKREE FO 的 正确 
性 。 ] 

ACRES 
DM H 4—125-3— . usu z do 
Eay-[ vi- k anipdp 和 os en. VICB ag (0 «ck 3) 


FISH ELREBH E (o) iis t t: 


第 二 篇 E RETENHA 


rT. 
BYGD LEGO I9. 


CERE foco dEQa, A P. POOR, AHRR yele) 


(se [aiy Bil Les, Bj] Ez [84 4], e; c [b, Hi —1, 2, orn nj) 而 外 在 
[a, A; b, B]Si, 证明 
u 
lx) =| Fira yay 
9 
在 [a, 4] ER. 


- WERE 


roy- [PUD as 


Je xg 


的 连 粮 性 ,其 中 fon) 是 [0, 11 HIERA TERUERTE S 


:应 用 按 参 数 徽 分 法 计算 积分 : 


a) [men sintzjde (a>) RUAA EEE CA 
同 前 注 一 样 取 极 限 计 算 ) ; 
(2) fm 但 一 36 eons+ands (lo;<1), 
0 


， 应 用 积分 号 RE 


(1) f* dur T dr (62-0, b0); 


(2) [sim (n DES dx ^ (a0. b=), 


In x 


QE: ERREA M SU BS EE ERE 


. W93 


1 1 ay? Fax] | -yt . 
d. . -— et dy 
f. Jh (at 4- g1)2 du p i n (map yn) dz 


第 五 章 各 种 不 同形 式 积分 (一 重 积分 、 
三 重 积分 .第 一 类 曲线 积分 .第 
一 类 曲面 积分 ) 的 定义 及 性 质 


$1 二 重 积 分 .三 重 积分 ,第 一 类 曲 宰 积 分 .第 一 类 
曲面 积分 的 概念 

我 们 先 来 书 虑 一 个 宽 有 启 竖 性 的 问题 ， 宇 流明 了 我 倘 应 当 研 
和 宪 什 么 形式 的 和 式 的 极限 。 我 们 的 回 是 是 求 一 个 不 均匀 物体 的 质 
量 , 设 该 物体 的 密度 曙 效 了 CH) 是 点 省 wE, h THE 
的 物体 的 几何 形状 不 辐 ,我 们 分 下 面 五 神情 形 分 草 讨 论 之 。 

工 ， 芝 个 物性 为 一 极 下 线段 ( 徊 线 ) ,也 就 是 质量 分 布 在 一 根 直 
RE AB 上 。 在 本 篇 第 二 章 定 积分 的 概念 和 计算 中 , SERECE FÉ a 
省, EaR HHK E 4 瑟 的 质 长 ， 兵 昌 诈 算 一 个 定 积 苍 就 可 以 了 ， 
而 这 个 定 积分 的 位 积 豆 数 为 FUMD., 

2. 质量 分 布 在 一 个 于 面 图 形 (0) E. 设 这 个 图 形 是 有 确定 的 
HHE BEEREK SM) fe, y), RPR X (or) 划分 成 
可 求 面积 的 个 小 块 dor, dos. daon, FEIEIA Ye] XCSIBDER D5 
记 为 dg,,293,:5, d0,, TE de; BEER — p Milia n). MA 
tk de, 的 质量 将 近 供 地 等 于 fs n0 doii$ 1, 2, m A 
mE (o) 的 总 质量 也 就 近 傣 地 等 十 下 面 的 和 数 


IS "i ÅG, 
再 全 8 为 这 4 个 小 块 do, BRER ERE, d= max Clos y E RE} 
CHRR JLI f 7 的 直 笃 是 措 : 在 "内 任意 两 点 腾 总 有 一 个 距 不 
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当 这 两 点 在 2 内 变动 时 , 记得 珂 的 此 离 当然 随 痊 而 有 所 变化 , 这 
坚 距 高 中 的 -三 确 异 就 称 为 几何 仁和 AIE. Parpi i TE RS 
直径 就 是 对 角 妓 的 长 度 , HWER E EKA AARTE), RA 
然 地 ,我们 会 棚 至 妆 dO ki, HIRIT H RR E RE 
者 表示 出 图 形 居 /的 总 后 项 ,也 就 是 议 这 个 总 质量 公 应 为 


m=lim 2, fi MO do, 


—lim 2 f (Es) do 
TEE. AAA BU RR UE A B3 RS TP A 

3! 
ARRIERE m HER Vs. AF a on, AVu FEES: 
一 块 小 体积 上 尾 取 一 点 MC m, CO , WAEA Va 
质量 将 近似 地 等 于 ptm Mis £o AV i (à 71,2,---,"), B 此 44 48. 
(站 的 总 质量 将 近似 地 等 于 

> (£i, Th» to Ji. 
径 的 意义 网 .Fi TERA RE, REAL QVO) 的 总 质 基 应 当 是 
下 而 的 和 式 的 极 腿 


"n 
m: Him SYM) AV, 
UD £4 


=m 3: f i m £0 AV. 
KIERA PRERANE 2.4 
4. MERAMI ATR RREA O) 上 , "EU IR 
Jg FOD =S æy). ER Ma DAO 上 的 点 ， 我 们 将 
ME D 493 o EESDRHRRUISIKBE Aes doses ds FERE EITAS 


$3 DORRA TIRER ME SS Ei E Ht 
MRY si. 8a uy Asn, Ei PE h GERI ds: 上 任 取 一 点 
Mi(£i x, £0. TEE ERREF fF (5i, m, 50 
Asi, Hike CO Bar BS Tic e VL UP 


PICS 7h. £i d 84, 
ghi Eee ggmi: 
m -lim S f (M) 4s, 


fn Eci 


= lim vf (E, ms, CD 481, 


XX HLSCSB EU TD TUER TREE ROTER 1 

5 质量 仿 布 在 一 块 出 面 45S) b, BRRR E E BSTTRT 
TR, 密度 而 数 为 7 了 — Fio, y, D, XX Sig M (o, y. 2) 为 曲面 
(S) 上 的 点 。 把 覃 而 (9) 429 n A nTORIELER SA Hr ED 85, so, 
AS, PERCE gH 495,,--,45,, 全 由 表示 其 中 最 大 的 一 
MER, EEH HERR ML (ERN m CO, 于 是 护照 问 样 的 理由 ， 
Its dri 09) 的 总 质量 就 是 : 


im $ FU AS 
m i=l 


= lim -— s Tiy Ep dS, 

T^ [EL AS EI E BUG pei AiR] 

在 以 上 的 问题 中 , ETE, 虽然 各 自 具 体 的 对 象 不 同 , 7H 
厄 到 底 总 是 更 处理 同一 型 式 的 和 的 极限 。 在 物理 、 力 学 、 工 程 技术 
EREET RARA NE, ,还 提出 了 大量 类 人 的 问题 ,或 者 责 提 
也 了 要求 我 们 处 理 相仿 于 定 积 分 中 黎 曼 和 的 极限 问题 。 这 里 我 全 
nj XLPETS Ress HH. P IRSE XL 

几何 形体 2 r3 18218958 X: RR NACERA 


442 LEER d Sn — GeHCORNBNACELABUEGUETENM 
REGRESA RRE RA E — HR AE n s 
KRE, A UTEE TIAE CRER EET poR 
KA RAE PDR TIE , P Doe esa 80 ,在 这 个 几何 形体 
Q 上 定义 了 一 个 丽 数 C20), MEQ. 将 此 几何 形体 如 分 为 着 干 
可 以 度量 的 小 块 Ju Aaye, AR, 径 儿 每 一 小 块 此 可 度量 , 故 
基 们 骨 有 庆 最 天 小 可 得， 把 它 何 的 庆 量 天 小 仍 记 为 49， (i=l, 
2,0). EA 
d —max (44, WEE), 


在 每 一 块 40, 中 任 瘟 取 一 点 M. FARA ORARI, 
或 积分 利 数 ) : 
SMOD AQ. 


如 果 这 个 和 式 不 论 对 于 OQ EFD REM, TE AO, 上 如 何 取 
H, REŽ dO 时 恒 有 同一 极限 P. 蜀 称 此 极限 为 了) 在 几何 
形体 O .的 黎 虹 积分 ,和 为 : 


1. „FODA, 
也 就 是 I= lim v FU) Za, 
u -Th t—=I 


RIRES AEA M KERK, 

上 面 入 和 荐 出 的 定义 用 “一 2 kna TF: 

如 果 对 任意 s>0 及 一 定数 P, 总 存在 一 个 数 60, 对 于 任 章 
的 分 法 ,只 要 dB. EE ME dO, per zx V EA 


SM 4Q,—1 
HE I 6 ADE EMRS RA, dO: 

1- [ fanaa, 
HERPE LAEE O ES RUE GR. ET b ERI O ERAR 


DE. 


81 TARH TER e RAR A 443 
HERPAKT 
L. AnH JL4pEHB O Eka k BR ZB [RI A E (02 , 882. 
(o). LARARE 2 — CEU , EEA TA 
t Fia, y) da dy. 


XX HB A RIRA XX — RGBBUIE APEE EA ReXX FEBU: di(o) XE 
[Bi EARE, 用 平行 于 坐标 邦 的 一 组 直线 网 划分 这 个 图 形 ( 图 
3-6-1»), XX— AEIESEIR PE , 

RPE XL 2t aT p 7] HB 
E. REEE ARX — 
类 : (i) PEBJE, EB CA S 
区 域 (9) 的 内 点 ， 也 就 是 
脱 ， 这 类 小 业 形 全 部 破 舍 
在 区 域 (o) 内 ,如 图 中 带 有 
HEADER, Gi) AEn 
形 的 点 爹 是 区 域 (0) BRE 
点 ,也 就 是 褒 , 这 类 小 短 形 
全 部 在 区 城 4c) 的 四面 。 GD 小 短 形 上 合 有 区 域 (o) 的 境界 点 ,也 
就 是 说 ,这 类 小 征 形 恰恰 位 于 区 域 4c) 的 卉 界 .上 。 

我 们 将 所 有 属于 第 佬 类 的 小 甜 形 的 面积 由 加 起来, 有 这 个 和 
数 为 * ( 郎 图 中 阴影 部 分 的 面积 )， 将 所 有 属于 第 人 类 和 第 (iii) 28 
的 小 矩形 的 面积 相 加 起 来 记 区 个 和 数 为 三 。 这 两 个 和 数 8s 和 总 
骨 与 正 变 直线 网 的 分 划 月 关 。 对 于 不 局 的 分 旭 , -- 般 所 获得 的 3 
(uk S) 也 将 不 同 。 对 每 一 个 小 敌 形 , 容易 知道 它 的 直径 就 是 它 的 
WARRE, 半 认 为 这 车 二 个 小 短 形 的 直径 中 最 太 的 一 个 。 如 
Jg25 d—0 Bf, 由 应 地 有 i 一 一 0, 我 们 就 称 这 块 薄 面 图 形 (21 是 
FRERE. 
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Et AATA E. ipat "BDAISIDEU 3x — E 
念 , 在 部 旦 我 们 售 径 讲述 了 定 积 分 存在 的 充 枫 条件 ,大 葵 充 要 条 件 
作 了 几何 解释 一 一 您 志 了 曲 这 梯形 可 求 面 积 的 禁 售 。 这 里 不 过 把 
曲 亡 梯形 扰 1 为 一 般 的 下 而 图 形 ， 而 质 恢 据 的 思想 及 原理 元 是 要 
同 的 。 
这 群 一 来 就 不 难 了 解 ， 如 果 至 面 区 域 的 境界 是 一 条 封 末 速 短 
dh é& roa ,天 么 这 臣 区 域 总 是 可 求 面积 的 。 
2. EJLA JEI O tka EDEAETRMIZERSH JL fes CI , H 
Z. 00 LEERJAAR EA, EEA SER Pun y 
ELS y, z) da dy dz, 
a 
S8. mR ILE 2 5E— r3 dn t fH B EE (D , 2B (0 E 
HIRA Jo 38 —3S UH EEBURE , au o 
NIS Y, gjda, 
4. WR JLE O T RR N (人 的， 那么 0) 上 
PPARA E JS gi un iA 
EA Y, GAS, 


(x 
4 ViBiBo-— rb, Hte PIED BE Oe STER RA, 
RE, REBRA OLD) = 工 ， 由 定义 可 以 知道 | a0 就 
RULBSDEA Q lf BERE rn 
L dQ - > 49,— (RED. 


Ea i BUD f dz— ba 正 是 区 间 [4, 5) 的 长 度 一 样 。 


$2 积分 存在 的 充 莹 条 件 
bau rA. MEAR AA E IT E RERUEFTETE 


$3 RALDEAUUDEEE AERE 445 
MARIE DRE E ACTU rjr ORC BETESEORSTATRÉE IE s PRI R BaT : 
ix O y ^4 HDEABE KALEEI, JAD Du EO .上 的 一 
个 有 界 丽 数 .我 们 将 O RA 4p E bo 4] 1& 4021， 
43,40, PREET HE AC 9 y dO. ARa, s. IO, 
并 记 d= max (40; 的 直径 } da-P f OMDORS Q 上 上 的 有 界 两 数 , 所 以 
FM) 在 每 一 小 块 AQ, 上 存在 上 确 愉 和 下 确 界 。 分 划 记 它 倘 为 M. 
和 ?pi 也 就 是 
型 ,= Sup (f (M)T, m= inf Af CH). 
分 别 作 出 下 和 则 两 个 和 式 
S= > MQ;, 


HÀ 
$— W mid, 
£u 


Tg S Zu 8 Tp ARR, s Za dolo ome, xx T mE 9A de ts O 
DRAK. 

EHR OVAA BOE EA THEME: PERRE ERa rj 
PRERE R A EP EA btn 

1 在 国 一 种 分 划 下 , BR ARAA Pii hA, DATTER 
AAAH, Jp Bm : 
"m SEM AAEN, 


ik HU HL; 为 AQ, 上 任何 一 点 ,并 于 当 M 在 AO 上 变动 时 ,所 获 
得 -- 苇 歼 曼 和 (在 固定 一 种 分 划 之 下 ) 的 上 确 愉 和 下 网 界 恰好 是 三 
LIED 

2. 对 一 种 分 划 添上 新 分 划 后 ， 相 应 所 获得 的 大 和 数 不 会 增 
天 ,小 和 数 不 会 藏 小 。 而 对 于 任何 两 种 分 划 所 得 的 大 、 小 和 数 S1， 
s FE Sa, sz 4 


SDa, S SN, + 
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8. ARALAR RMU PAS 

m(Q ns Bo sss: M (O IRER y 

xk M dum FAD ER bl k. FOSSE. BILL 0S) TEXTE T 
Jb L, {3} FERH I 

BERA pki e RI], REA TE, 

AmE CH JL[ S O SATE eE, m fi 

d—max 140, Egit a0 o0 
时 ,大 和 数 和 小 和 数 必 存在 极限 、 昌 其 极限 值 分 别 为 LIES ABE 
Aid: 
lnmSs-fh5, lms-i, 
d^ n dari} 

PERME LH 吕 圭 积分 存在 的 充 要 条 件 了 。 

1? 两 数 FUMTEG. E SEEERTRUS TEES TES: 

L-l, 
4&, n] AH S] — BEER a REAA 6 SEA PE. dmi a 9 fUM) 在 
AQ, .-Bytkebsi JR BD : 
Ga 一 M,—m, 
= Sup GOD) 一 iT (M, 
那么 FADE EZREEBIBSUS TESE AE EZS : 
lim > Wd,=0, 
事实 上 , 泛 个 委 件 是 和 和 上: 二 等 价 的 ,因为 ; 
L—i-lim (Ny) 


-lim SNM, m) A0, lim DAO, 
29 wiEEFUMD EO ERTBUNTESESE BET LS IECIT IE s 
dro. HrEGaEbSE Oo E PEE d 8 ux] GX RE d X 40, (6 —1, 
中 2) PÉS h EK -ARO 8E wye A JL fep AQv 的 


sa 省 条 积分 的 性 质 447 
Fe Sk RR, deco, 
这 两 个 到 要 条 件 的 证 明 可 以 完全 仿照 定 积分 存在 帝 要 条 件 的 
Rf. HH. 
ZEMA Bm. 于 区 域 OC RIER ii FOUM? qedE SER RT 
Bu. LEAI POM dE OQ LIA Soa AEF 9 
的 杂 数 的 图 形 ,西数 也 可 积 (参见 习题 3)， 
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1l. 若 两 数 ONDER ERR, 为 实数 ,天 EFM) EO F4 
可 积 , 革 有 


| «rapa: , | rando, 
CRER] 由 极限 性 质 以 及 积分 定义 
lim Y E fM) A49, klim VFMD 40; 


BI ARIES 

2. JP ARSAM HM) TEE Q E RUBU Rt PM) 
+M), RIOD M) Use OG ER, 

FIRIR HE ILLAE R A fF SEED 1T P9 RE HJ 

S. APER SODE ER, 将 怠 分 为 任何 两 全 部 分 0; 和 
Qa, 0 和 C, AFR HATE ARAM IA FM) dE QR 
OQ. ERR, HLA 


IN (M)dQ- f EET +i fM, 


d, 
反之 亦 然 。 
4. Bit FOL 和 9 OLD) ATEO EAI HTE O ERTI 
F) xgM) , By 


348 P-A FPE gie ARH E OE BERE 


FWO | gicando, 
20 


Ho" 
[ipn] didum. ODmROoCDDnemUgu PS: 
M FO Qs X gi M AQ.. 
1—l i- 
Er d0, 这 里 d— max idQO, EE f£), E R A x V. ED HL RE 
Ww. 
B5. E FM O LiM, E | FOM) ; 亦 在 上 可 积 , SEHCH. 


|| 700 22 


af FAN ido, 
RLETI ERA OD, 3:0 BAIR, TAERE FH) 
di OQ ERR CR ILI 
.第 一 中 值 定理 :车 了 (WY} de OQ 上 可 积 , HEER Ze o. qu 
得 
[ JODAR e (0 的 度量 )， 
XH cp SADIE Q Ef E695 Rr P835 EI, 
[ius] a 
sup {FAD} = M, int (f (M) ) —m, 
ireg N-0 
由 性 质 4, 得 : 


m l dO =: f, fündo«M 上 dQ, 


ij [ d 部 为 几何 形体 的 度量 ,二 是 得 知 | f On a0 是 介 于 
m: (O 的 度量 ) 与 M: (O WIESO SI PERET HR 6。 

diim FODE 2 CE, 则 在 只 上 至 少 存 在 一 点 本 ， 
使 


] rae fum (2 mm p. 
到 


习 m 449 


HRR pM eiT Abp e (RE a 4), 
YEA. ,24 8| 0, 6 也 是 两 个 重要 性 质 , aA A irit, 


3 A 
L REBELE Q. KARR £OD 的 达 市 定理 : 


lm st,  hms-lh 
As P] 


其 中 5.5 PAETA RAEE A DERIT DCERIATELGR Bo 
E 
HHLA RR 产品 在 号 上 积 分 存在 的 光 要 条 件 为 
lim $1 «49; —0, 
A-ri t=] 
H m 为 在 4 上 醒 数 FOMD NUR. KA 
Lel 
JESEBHN 
2. RET JLIGEK à. BEERS E RRHCER RIS SERS PE Hs 
8. REGE ILIRUEIK a LXERSPSER EE 产 开 ) 积 分 存在， 更 一 般 地 证 明 ; EG 
AE OM) 在 只 .小 涂 去 在 o PARERE E RUE, BI 
JONES ERI 
和 ， 部 明 中 值 定 理 : gs H, g ADE 9 Ea E eG de o eE V 
f JODID | sanae, 
Hh inf (M) asspjfodo. E SOME a sisti: 
AMzÓ MEG 


[,rabsapnaa- ra» | gunda, 
i 中 
共 中 Pea, 
5. ADT D KER JON 20, fü f Of) 0, M 
| fM)da0, 
G 
6. E FODE 9 MBETE O EAA Ea 上 


NFREULSL 0, 


期 fn, 


50 第 三 篇 ETE BER HEERMA mt SL HERR 
BEREND: A SOD, sD’ ER Lie. e 0 MEDIETAS Qo 上 
Bar 
f fonaa = IN gc) dû, 
AE A Ir: 
Ong an, 
7. GOD! Ea Ba, A, FM dE OQ TaT SEMERDK fn. y) 
=-1, ry PENA- -个 是 EME R FG) -1, 3 ew 
为 有 理 数 时 ,在 [0 1; 0,1] ERR So 


第 天 章 ”各 种 积分 的 计算 及 应 用 


在 第 地 章 中 我 个 引进 了 各 种 积分 的 概念 ， 这 些 称 分 有 很 广泛 
WMA, EJIL., WERN F CA REHE RA. 如 面 
有 积 .体积 .质量 和 重心 等 等 . HARPE nT e Hoe BEER Bg E ROEGORE 
TUR. 因此 , 就 有 必要 来 研究 如 何 计 算 这 些 积分 。 本 总 的 旧 的 就 
是 研 洗 如 何 利 用 定 积分 来 许 算 各 和 祁 积 分 。 


$1 二 重 积分 的 甜 算 

一 、 二 重 积 分 化 为 定 积分 

先 考察 一 个 情 题 : 总 z ofr. y) iE— BE, f, 070 (图 
8-6-1), E n Ax T B id DV T EIE DUXRIE La, 55; e, d] 的 曲 项 柱 
ERER. BEARER E LUA TERED: 将 短 形 区 域 [Te，B; 
e, d JAR AE FE RER A doi, deoa. cs. do, dB E TS 
的 面积 人 如 为 dei, do3,--, do,, JEH X Su d —max { dc, 的 直 
1€) fr iE — T) do; HEBER- MS 0) , TAR (RBA) 

SFM 4e 7 3 f, Th) de, 


ARKKA Fa, 6; e, d] 的 分 划 走 分 越 条 使 各 dO Ir, LRS 
和 不 论 对 怎样 的 分 划 蕊 及 上 成 型 ;如何 取 半 ， A mR, 386 2. 
此 棋 虎 值 就 定 尺 为 以 曲面 2— f Ge, 30 A, AE Ta, 0; e, d] 28 
黎 的 长 太 柱 体 的 体积 ， 而 这 个 和 起 的 极限 丈 好 就 是 第 浊 章 中 所 直 
进 的 二 重 积分 , 换 何 语 瑶 ,所 要 求 的 遇 顶 赴 体 的 体积 六 ,有 着 以 下 
的 计算 公式 


452 HE RRE APRH E AA 


Velim $ fii m do 
eloa t— 


= i[ C y) da dy, 


19, bindt 


=fiz, Y) 


图 8-521 
下 面 我 个 廊 想 用 另 一 神 方 法 玉 求 让， 将 zz 辆 上 的 区 并 [4,5] 分 次 
AF, hBbGE— ARES ec EDGE BIN, 将 体积 上 分 成 许多 小 
J (E 8-6-1). itra e BrfEBRSDBDRHPEER V. Eri ERG i e uU 
Si), RRA S 3p 
y - l'a dz, 

im 5» MEP X r 这 里 2 当成 固定 数 ) E, 出 曲线 2=fiw, 
DER y —e, y - 及 2 0 所 炎 的 面积 ,所 以 


4 
SO - frost. Hy ge! 


AHA V 至 可 以 用 积分 


二 和 分 的 计算 453 


M [ fin. n dda 


KA, RhE, ARER R S a, y) ER, 这 
两 个 积分 
| f, y dedy 和 NI fm, v) dy) da 


pa, bi ed 
SE EEG MEINE? 下 面 就 辣 稚 这 个 间 题 。 
定理 FHRS, 3D 在 夭 形 区 域 [4, 0; e, d] 上 的 二 重 积分 
存在 , 丸 对 于 每 一 eC |a, b], BUR RE RE v 的 积 季 


| 7 (z, y) dy 
也 存在 ,出 
和 em) 


FE, HB. 
ff Fia, Y) dedy = NI fir, y) dy yir, 


a, ur rj 


上 面 这 -积分 也 于 为 
| Fæ, y) aray = | daf fæ, W dy, 


Vt, by ed] 

后 一 积分 称 为 二 次 积分 ( 先 y 后 m) . RAERD, AARE 
第 四 章 含 驮 变量 积分 中 已 痪 壮 到 过 。 

[img] 将 区 尚 L[s, b 14d A. Zr Ci 8-6-2) 

和 二 
将 区 间 Le, 4] 3838 AL 
€ yer ya nauim, d, 

TEWSSIICEE =e (9-0, 1, 2, --, 0 Ky 9 (5—-0,1,2,-, 8) 
TERUE Ce, 23 e, 149 79 TT VIDE. Bb di AIETE Doa, 26 
Mais Vul (1. 2, or; b o1,2, 5. 3, Xf Qn, y) dE du B8 


4B4 第 E FEA ATE Dn H 
ESRA TARAA Ay M un mus, ER ea rw] 中 任意 取 一 
RE, 十 是 就 有 不 等 式 


Te | . f (E; s VU M dr 


这 里 2f, — 9.77 ka. 


ES FG - [f mds, 
HU da 的 对 角 线 上 长度 为 34, p do max ia , FRIRE RT EX 
"3g 

lw dy, FD 去 = Ma Ayr, 
所 以 . 

E Mag Ayy ur, sz z F (£0 da, a pà My Ate dm, , 

这 里 ATi =E wi, 
BE , 当 d—0 时 ,按照 达 布 定理 及 积分 存在 充分 条 件 , 以 下 两 
个 和 式 

» may Ayr dir, 和 >à Mi Aye des 


有 闪 同 的 极限 ,极限 值 就 是 二 重 积分 
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| fé, ida dy, 


Eh nd] 


所 以 lm P da, = [f Fiz, y) dady, 


Te, B; c d] 
而 等 式 的 左 喘 , 按 定义 就 是 
lim $ F (£) dz, ofr (æ) de= [TE Fe, y) dy ds, 
这 样 就 证 昌 了 定理 ， 
在 通常 情况 下 ， 条 济 
的 积分 区 域 一 般 不 是 长 方 
形 的 .但 对 区 域 的 卉 界 可 
MERRER TA 
JÉ, ZEME T ELE, 
为 二 次 积分 来 计算 。 
和 如 果 积分 区 域 万 是 由 C] | 
[i de sd o 9——4 BÉ——7 
y— (a) Tr y= piw) 图 3-6-8 
OEP =a, =h 所 限制 (E 36-3), H. LIREI ARR 
ar, ER RR T IES AKRE [4, bie, d] RUBIEI 


y 
4 


Fiz j- [P0 yi, EQ, y ERI D rh, 
CULO, EG, YER Dh, 

于 是 ,由 假 冠 ,以 下 积分 都 存在 ,并 肝 
[| fta garay= || Hæ, dody -| (ÎE, mav)a: 


en l2 bin 


- M MN Fein, y) dy)dz ~ f( m Fæ, y dy)dz, 


a gr] ü zr 


(GE) ARKUA, 周一 般 把 它 分 成 儿 个 各 .上面 济 过 


458 第 三 篇 TAR FARA ia 
的 区 域 来 讨论 。 例 如 在 图 & GA ERIA Pi Pa, Pa dhii 
y libcr. 

( 注 2) 在 定理 中 是 
Aty RRA, MKR D 
是 用 不 等 式 

Qi) ayh e), 

aáusgub 
来 雪 示 的 。 在 相应 条 件 
下 ， 重 积分 计算 也 评 化 为 
忱 对 z 求 积分 的 逐 诡 各 
A. 

QES) INEN S (e, y) Te Lo, b; e, d) EXEBEN, EEN 
件 显然 是 满足 的 。 MUESLI y T credo 后 4 
的 逐次 积分 的 计算 。 当 了 在 [ae, 5; e d) 上 连续 时 ,就 有 有 下面 定理 : 

定理 efe, y) 在 短 形 区 域 [4, 0; e, d] EXER JU 

f| Fe, ntn to Lan [. Fle, ydy 


[ue b: e di 


d k . 
-| | Feo, y) de, 


GE4 CrETMOGB) OCENG ETAPIE MART 
世 看 出 插 一 重 积分 化 为 定 积分 的 计算 是 需 融 SENA RO BEHE 
L0, 150, 11, d o). EE XL CERE On 30 如 下 : 
0, Hr$ns OC, 
0, chognas Hi^ rin, 


P,a) S a 当 + 为 有 理 数 2 一 万 ?而 Y XEM 


App li 


T E v DPRSBELu 0s, 
3i T Je ESRB Lp P Gr, y) OXE n) TELH HT ERS 


RI OIM TER 45T 


|r ydr ady=0 


DRHE s> 0， (moe, PR Ts B p, à RARESA, M BRE 
使 7(zy i) eB p q ARRS URES DEX RPAG RAE UR 
(ossis E)E GAR v. y WAERO FUR BHEF EDF es 而 这 
FOIS CEP ARAE S Ros i k 如 个 分 正方 形 区 域 =) 为 
EEEE dos, MC ES eg X IE GL BEER m 7 


agyi EERME dev, ATER O= MAAE y= R 
有 有 限 多 条 ; 因此 癌 可 以 将 区 域 (9) 分 得 适当 地 小 , PAR doy 的 
面积 和 六 4or 任意 小 。 例 如 > 44! e. n 为 性 芒 栓 定 的 正 数 。 再 由 可 积 光 
要 条 件 便 知 道 画 数 fa t0 在 tey 上 可 积 。 此 外 寄 易 知道 了 在 {c).E 的 小 和 数 
8—0, 因此 有 

[| t, aras o. 


[I 
FHERR Erie Ge, p EKI EB OARDERE. Bn 
JEzrjna BMREUE4EBS. BRER AS 
KNIT 
D 性 
EAR 的 。 
考 感 含有 套 和 变量 4 的 积分 


NIS 


Hoy 是 有 理 数 ,# y 一 了 时 ， ERU OS 
0, Yx PAER, 。 
_ ba aK > 
f.i: n Mr DEMEN. t t K $ 


REIF REGEM URS e CA 0. 1 上 是 不 可 积 的 。 
Hi y Dy TRAE RE VERE UE o 
G, Ha EE, 


fayo do l | 
Fa, l T "Le XP a nh. 


ABS ENS 1 SORGE AFRENTA 
XCRIESVAN CERE EDb ttai TUE (0, 1] 上 的 和 分 存在 。 

TREE A ERE y ITA CUT y BRAN 

/的 一] fs dz 
在 区 并 fo 1] 上 的 所 有 有 有 理 点 处 下 定义 ,所 以 积分 
falsema 

不 存在 。 

ETOR SE y Jm OARDER TE Rc 
下 面 我 们 考虑 如何 将 二 重 积 分 化 为 定 积分 玉 计 算 的 钢 题 : 

[B] 1] 积分 区 域 (o) AERE v —comdiqui y—«^ Br Jeutor 

(图 3-6-5, sicuri 


Fw, y) -lg-s-p 


TEO) LATERI. TEREM EER, ice C 
[| Fæ dedy- |" daf F iwn y) dy, 


iT) 


E 
zm 
r 
[=] 
1 
pr] 


TESI, e, 5) E 0, 1j, b Re m, 9 人) 是 s”, WRH 
H (00 kk diea at yw, Oum T ARR. BA 
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= m ( e, y— e) p dz 


- f. NOE 


这 积分 值 就 是 图 376-7 
所 示 体 积 。 也 就 是 在 区 
域 (o ) 之 -上 ,在 平面 

一 L (2—e—y) 
之 下 的 一 块 体 积 。 在 本 
例 中 ， 和 由 于 被 积 西数 在 
(0) EER, 3 RAE 
可 以 将 二 重 积分 化 为 先 
o kia BL EAR EHE 
算 (HH3-6-6) 。 这 时 积 图 3-6-7 
分 区 域 4) 是 由 不 等 式 ars ys! Os 所 表示 

im 


E EETA 


[A2] R e FAA E 3-6-8) 
z=w zcouwy, styc i, 
2-0, y=0, 


我 们 有 r-|| (m bg 9) da dy, 


积分 区 域 (o) E mih, y dh, o cy [E ER RN (8 5 PROECER 
8-6-9), Bl ibo ESO sy oboe, Uwal 所 我 其。 


460 F-E O PAT  TOPEBUSMISIETER NUR 


1 
wle) + Anie 5 .—2* lds 


-i[a-e Py. A. 


H3] ast faray, 
Icy 
AMARAN (9, 0, 


; 0,0, D 2j B ERI 8E 
» 3- 6-10), 


| | e" dada: | (e e dg Jay 


i0} 

1 ] 1 1 
=r yy! = =. gTr 
| ge 2 dy ye 
Eod 
uo 7e* 


0 


EI SRRA 46] 
年 这 个 鲍 子 中 de E Ae y Jo ARMA 
f da: f e7? da 
ERER, RATRETLDECRIDAASE. DUE. TERERAA, S63 
JE BI EGER, Me xU Heip i Heg, TE-A P. vd 
ERHARD E SERA. IIR IE 1n ER Ap 8 JH 4D diee BAT 
难 易 程度 可 能 不 同 。 
二 、 征 极 些 标 下 二 重 积分 的 计算 
ax PEE FOMD) m SU eB EC ER (o). E. DOE (CO BUE BERE y 
(图 3-6-11) 
r=r (0) 3I r= ral) 
(as. ). 
A ERU, (0) SS dx 
[a, 8] EXER. JH no 
i. 0 — ic nas Pp Ae xaJ 
FER (o) 2g 3E EUIS XR 
da 图 3-6-11), 
"E dri br E] 3 A. ia 2g dep se 
Ac, TEEME — thra EXP BRE ER r, r+ dr, 
9,04- A9 Fg ER Pr E CES 
3-612). EMME 
2 Hana 48 
一 > v? 29 = ydr dg 


Ar- 


logus 
ra, 
——-7 PR dr A Ao 友和 池 小 时 ， 


[d 3-6-1% Ep do WEET 
wai 
(LAN Q6 
[SA 
sc POS X. 


462 第 二 篇。 PAR HRDINA 
AES ar R rde PEE Ti, i Ar Ek AO Eabh, ERU 
一 个 网 高 阶 的 微小 量 不 计 人 外 ,面积 do WEET rds dr, Bn: 

dc =r do dr, 
352. 525m 


SF UL) do, EOM Om Ab; dri, 
i—1 


这 里 点 MERE FER AERE on, WER RRE EE f 4m 
TERIS: S OM) - fis, y), 那么 点 M RERE Mi vi cos 61, 
rrsin8;). dmi Bus fF OW SEXE BEER H IR: CM) 
f r, O), 381 2. jx ML Ey dE Ze MiGT, 0), Kohn Xn Evi m 
T dr EHE EEn, 01259 [8:, Git 40)]. 上 任意 一 点 。 
FTM) ERRi) 上 的 二 重 积分 存在 , W 2-7 ROSE DER (o) 
SS FERSUAT XI EA px M BEERE, ROESESEU CBE do, 的 最 大 直径 
ATER SES HI MERE TEdE, gu EU 
[ÒF on de -[[eaneebar, 


tul ig 

3X HUE DE di (o7) WRR Bb ERE poA bR HUE MB I 

iE MISI BEES pulli isl r=r (0), r—ri(8) ARE 
0—a, 0— B, Ag Ea (oO ABA nO xm TS (E) , ascÓ x B 
Fraai. 而 点 M GLA pL REDI. 

HARAR eie db OC Doa, 8] 的 积分 

[ran rar 

PEHE B 2 13 EAEE TARRA E ARR AA, ARA 
vk 8 ZARA A 3-6-13) FFE 


d "E ra) 
| ido Sas f fDwvdr, 
E nudi 
Mw 


ERE SRR Go) B8 2 d EZ Re 9 A 376714) 


二 重 积 牙 的 让 党 403 


P= Pn) equ), roa, reb, 


spo iti 


(0) 由 不 等 不 Pit s Ü spa. arco 描述 , S0 tu dcm dE 
rE [e b] 的 积分 


T ranae 
FE, MATRA 8 后 7 (SEU US] 97-6140 , FEE 
fj rando [rf fiM jab, 


go) 


EN 
B qun 


一 并 


图 3-6-14 


在 稍 击 极 华 标的 华 标 曲线 划分 区 城 时 得 到 do 一 7 47 dp, RAIE 


a a me enee 


464 FIE MAE AARAA T JH 
rdrdo 为 极 华 株 下 的 面积 单元 , miei Eso T A e 
da dy, 

GEI) MEIER (o) BLAA od US 3-6-15) , EUR 
ZHR 


T F 


Ed 3-6-15 图 3-8-16 


GED ĄHRAKRA r=r (0) 通过 极点 O p CHR 
8-6-16) , RELEE rO) —0 [UST EE o B. HRAN 


, 应 取 为 : 
8 rte) 
Pao FQnDrar. 
r—2« cos 2 oo 


L1] K 
(o) ll (a?--9?) da 
1 imi 


积分 区 域 (o) 是 中 心 在 点 
(e, 0) ÆRE a B GE (图 
3-6-17), AIR 坐标 来 
计算 这 个 二 重 积 分 ， 在 极 
Ki 3-6-17 Eds P. BED ESAE ZU n, if 


c 


$1 IRR iA 462 


TU DUE Co) 的 境界 曲线 的 谎 程 藉 


r=: Ba asd. 
TR Da RAE SER Ex O, 求 出 相继 使 ”=0 的 两 个 角 刻 -5 及 
之 :于 是 积分 化 为 


* 
(3 Zrosg 

Ii (r? Hy! dar = | aol rrer 
JOT lo 


F, " mag EUN NE dt = 3 mat. 

[pj 2| seh 1 

(a? -F?)? - a? (ar 3-9) 
所 国 的 面积 (图 3 6-18), 

图 形 关 于 eb PR, 458 
甘于 y BOUT, ERES riM 
嫉 的 一 个 拆 立 成 和 外， 是 一 条 z 
BHA odit ERER T h 
PEREA: 

r? =g? (cos? 0+ sin! 6), 
BINAE 2s 图 2-6-18 
da= || raras. [7 ao [' Mete dr 


is i 
z E el" (cos* G+ sin! Gdi = 3 ca^, 
z. CERERI 
EARE Wy y), vovv. y) 
xk XY migügitpchk 全 Ai, HHA E Body HE BUR E: 
r, HELTE 2 Lear etn dX 


i 


468 7- oni R MEARE A My HT 
Ou Cw | 


Qr, a pêr wi 


s= 


A (an. y) 


en, Yi l | Oy e; 
只 几何 上 六 看 ,如 果 把 ,2 看 成 UV p ERRAI ds UL ^E ss. 
这 变换 就 大 示 了 两 个 平面 之 同 的 种 对 应 关 凶 , CH AF Dill E— 
虚名 外 在 分. 上 变动 时 ,对 应 于 UF 不 面 上 的 点 (Qu, 9) 也 在 一 个 
区 域 2" EER AFHR usu lw, y), oole, y) E? EH 
xS AL AEA 多 OE RT IETA I S 0， 因 此 从 十 程 
ÁB u —uür, y) , o=o, y) PERR s, y HEISE 
qom. v0). YY, v), 

MESEM usum, y), vo rz, y) PEEM. 

在 未 氢 进 一 重 积 牙 的 换 元 法 则 腑 前， 我 们 先 葵 市 一 个 有 用 的 
引 理 。 

RE Ru—u(s,y),v- viz, y) $& XY 平面 上 区 域 乡 的 
连 缠 贡 数 ,县 有 对 e 和 对 5 Bass T Er. DE P. EREN IET AA 


dr êy] 


| Ou OM 

EEEUE 

2e) d 
Je. n 0 

"s Ay 


Rl 多 和 在 UV. 平面 上 的 对 应 区 域 P AMEA e, 分 点 的 单元 机 
积 的 放大 系数 等 于 14 Gs e) |. 

HARE MARRE BE XY 平面 上 有 一 块 包含 
Hi, 殷 的 区 域 4 通过 安 模 4- uw, y), ooo, MN Uns v) 
变换 为 UV 平面 上 的 一 点 (w, 四 ,并且 将 区 域 4 变换 为 UV 平面 
包含 点 tu; 如 的 一 卖 区 域 4*， 那 么 当 长 域 4 无 限 地 向 点 Cr, y) Me 
入 时 ,它们 的 面积 4* 与 面积 A ze D RIRES J |, WEE 


AAt 


Sl DEBEAS 4687 


lim. A* | | Aim, m) 


ik VERRE ECEANIA. TORREA PTE 9E A E RE Jm 
下 :在 区 上 任意 取 一 虚 4. y) 作 一 年 带 ABCD, EWAH 
Russo EM: AG, y), Bie tdr, y), C (æde, y+dy), Dis, 
y+dy), 3 EAE 


u uix, y) , v—vr, y)» 


Ld 


HI -8-19 


相应 地 在 UV Pm. EI 4 AAE A BUCUD' "Bm 
TH ERU SERM: A' Gn, 00, B's, Va) s O (ta, Va), D' Cag eo (图 
3-6-19) 利用 泰勒 公式 导 得: 
A': i —wm, y), 

v —vo(r, y); 
B': Us—u(m-- da, 3) = ult, 4n seue D de --o(dz), 


va= vle tdr, y) vig, y) 4 99 99) tolda); 


C': — wg-u(m dz, ydg) --u(z, y) pu, dy 


+ A y dy tolde) tolldy), 


408 MTIR CV PPR AEE TRECE AH 
Us =o (x dodo, yd - mim, y} -b UU V. da 


十 -名 ES V). dy-+otde) -+oidy); 


Di mulo, yty) uum, 28 M dy codi) , 
947 vir, g-F dy) = vio, y) 二 dy T o(dy), 


idco wu RE 450 DI 的 面积 ,我 们 将 两 点 4B 之 加 ,BP'C 
y pm. C D ZEAK D A AA 
BERANE, 作用 一 个 四 地形 A B 
7 D' qe 3-6-20 rHDHREBRAT), 可 
DALH de E dy Hop, ERAS 
-AE ST SOS ECPRREAR. EB 
AE A D O D 的 面积 等 于 四 边 
JE A B' C 的 面积 。 
Emu Av 1,2,8,4) 的 
dem Ek E AA h olde) 肥 o(d) 不 村 外 ,得 


Ma — Us sg, 3 — 04 — Us Vay 


tg — Hr = Ug — Ha, Qa — 031 — Ug — Ya, 
宙 这 四 个 等 式 知道 depu DE A B'O" D' rp, pSpRoOU I OE Rc 
Sin AERE AREE, MEA Duy RE — T6 
XI , 它 的 面积 dE 诺 为 角形 A B'O RRR, ERRI 
何 学 中 三 角形 面积 的 公式 ; 


Va Dr I 


行列 武 前 符号 的 选择 , 须 保持 2 2-0, 


ipd 


EI O DORBM YJE. 461 


4 Ma. 5 ($-1, 2, a BERRA, TR aAA MB 


uie, y) vr, y) H 
L 
ə e 
dX--t ule, y) T da eur, y)-F E^ dz 1; 
H "T 1 " | 
uz, y) +i dop $t dy vla, y) t 2 derge dy 1i 
u D 1 
ew ev . 
EU dx ——. de ü 
ec; 7 a 
€t e» 
Eea gv 0 
Ca dy ey dy 
—. 4D.) 15,4 
EXON ML 
JREI TUER zz IC 
d DO) 


dedy | Dle, y) 
338 AE E A DE TREES e AEE IJ 
GE TERE ENH , eE egl) TA 
#5 o h EE BR ER ISDUE VOX VB 2. 
g(i) 一 和 -lim de 


AE’ 
*E dr or SERE R EE Be KC e 
"FIBI, FE JE 5 oes TERANA. 
定理 f .2)dEOXY map S ERI S, 


Xd uw—uQge, 9g), v- vis, y) (x) 
是 2 EIGER HA, LÍT e A y 338 RE a SPEC, THE 

_ O0(u, v) 20, 

a 


通过 (2) ,把 多 EA 史册 于 了 =N， 因 此 存在 
segli, D), gg, 9), 


470 [xr EE v MEG TIT RTI 
E 2 n 72 teg dete B8 HE V JE 3& 17-3] — 8. HU 
j^ yida dy - jr. v), yu, D) E dudo, 


^ 
T. 


Qv) Aley) — 
Aie y) OQuve) — 


1 


所 以 + £0, 六 因为 Ms EMEC ES, AA 


Jt. BUE 

fi fia, ydedy 

G 
存在 , 把 52 ARR du, MoET TERR CR d Ah 
区 域 的 最 大 直径 ): 

Hm 2f e Vx) du, 

对 应 于 多 .上 的 一 个 分 法 ,多 EHE, ER Z2 分 成 
水 区 域 dE, 由 引 理 : 


8 (u, v) 
AL Lo vt ERPIENS 


—| 20. | 
gp dg iu, v Fk -Fo(di), 


A a E ; ' Xa 
2e 2 : dx 十 Di 站 Ge gy) dy). 


SA, HT AR usu, y), o— (s. y) dE D Eir SES PIT 
A d—0 i , 2E PAIS DCBRO EA IER o C41) 也 趋向 于 雳 。 上 式 在 
JAAA ERA 

[[ £s dn dy, 


E 


E F (Er, Ye) de= D f (Ek, Ye) 


ATUA 


ES Er, vy) PA $i [了 of fx, guo dg) 


81 ORRA E ATI 


n [res utm. o im dudo 


ABER. EIEE. 

GE) 在 定 理 中 , BERRET 1-8 009. enam 
(P) EIR. BARAA BEA, se Pith RES DC 
(20 PS [RA PLA EREE. HI, ATERT, AENA, A 
Jav DEB (2^) 内 的 一 点 ooy vo) EAF 


| 2 (æ, y} | -0 
e (uU, v) {uo l'o) ? 


而 在 (27) pad LATARI., RAA (20 内 作 一 个 包含 点 
(Mo, ve) 的 订 求 面积 的 小 区 域 (o0 ， 于 是 在 入 了 zRIBE HIER 
到 点 (go; go) 及 包 合 该 点 的 小 区 域 (0)， 将 区 域 (多 ) 上 的 积分 写 为 
| aray= f| few, Waz oy [| Fæ, y dady, 
(x (3 — (m) () 
ida 44 BU E EE EL is FHi8oCZE RUIT 


li f.) dmdy- i Fw (wy v), y, 7) 209 Idudv 
(2) — (e) (2) - (af) 


BEES 


mAN EAR, BEE 


|f. yde dy "zdM (Qo 的 面 积 )， 
(e) 


这 里 M Xy Fa, a) dE COD 上 的 界 : PU. o DM. 
全 合 小 区 域 4o) 无 限 收 苦于 一 点 (ooy Y), TERA 


ll fix, y) dedy- +ü, 
i) 


473 SE—d« TRAD aPINa E A sum 
itp mH UV Pi. Esca io ALLG hetia PAA Cos 2) s 
THEE zal 
lr Sm br | du dv -»0, 
is) 
这 样 就 获得 了 


ems ji f | EN PE dui», 


ER eda oe HEUS BG ar 

da LAE fq IA CB e E Hoz di — ARE AE TE Cf 
E3E8 YA Eoi D ERG wr o 

EHAA WANE MESA GEO E EHA 

uo ule, y), s—o(m, Y) 

REH XY cpm UV qu ee BSR, TRTE T 
XY 平面 上 的 区 域 D€ UV -PB ERIR DU. AE A p R 
个 变换 滞 鸭 同一 和 下面 上 点 的 坐标 塞 澳 , 这 时 ,在 挨 元 法 出 中 有 关 的 
UR CER D d JU MEDE EH Sel] — Dx 3 多 ,信和 妈 不 过 是 用 坐标 
来 表示 区 域 分 时 , pu PBERSPARBREGRURRIB]. Dn X BÀ 22 28 rj 
DEB CE u uia Se FR Arg RE. RAE EX D, 用 直角 
Abg ae RIA : ah —ati0-naa, HB ERE 


Hj: Ore, 08x e AR PRET, HAGCIEHU ERU SE 
下 


MICE yide da - TEGOZ paim, v)] Lr dudo, 
(2 ie oo | 


gum 209). au do 为 面积 单元 。 
IE: RRON PUSH 


pr I, y= Tang, 


BI mAai 473 
AEH AEN EAR 
m cos? ~—rsinf| r, 
| sin ø reos | 
AAL TEREE (r =O) AE T ERN E, fe Fou HETTER IRo 
HJER mM HAEA EIM SHAE e v E AA EER 
2 gar 
I Fi, gi) dar dy I firca 0, rein 0) rdr do, 
(9 iz) 
3X rard App OU, xk ub TC BOIERE S (E Bt ^E Bg E 
换 下 二 重 积 分 的 让 算法。 
eH B RR 中 ， 
iR: 

(i) Ang a pU oH 
EIERE e Made; SEI 
d. 

(D ERRA T E 
dep. 

i53] semitis Ho oh 
y! =por, y -qo («c pcg) KRHA y= a, xy =b (OA a5) 所 
He] px ec iae t CE] 376-21) 。 


Jide Y M, — X0, 
在 这 个 变换 下 , YY phi LORI 72 4628 UV. 平西 上 的 区 域 07 
{图 3-6—22) 
py 


ahy i D, 


474 H-A AAT GERUELABUS E ENUH 


E F8 ffe nr ya 
Fo 
a) | [9(w9)] e Tome 
dis, D| sm 
于 是 小 求 面积 为 : 
D. il da dy> 中 -+ du do 
(a5 (o 


h E 
-| de] n L du = i b-a T, 
a p wu à p 


FR 3-6-22 B 3-6-23 


te 4] RRA [| Gom god dy, 
(n 
洪 中 积分 区 域 (22) Fi rh AEG oi HP ER Sm e y — 3 ARE 
AE (Pg 3-6-23), 
PEEP: s—rcos't, y—r sin't, 变换 的 行 鹿 式 为 
Jr cos? t gin? t, 
在 这 变换 下 , MOBUREEOS v 7 ,积分 区 域 乡 为 


QUE 


Or Sli. Ux Loa 2 a 


&2 天 看 和 下 晤 对 算 475 


FE | (Am — X y dg dy=- Il ~ Ar cog? t sin? tdr dt 
- (n) 


^ n 2 
=| di rAr eost tsin? t di=-2 
| k ~ 15" 


[ 例 5] Flit 
(2; vi y E 


zr 
Hir BREL A CER 876-241, 
Tm GRE: 
=ar O80， 
y=brsmb, 
SATH i 770 A8 Ma Dg 


ab . s 
r=.. 3 mnÓcos8, 
e 


ift 2638 pIE Hox 

J = br, E] 3-6-24 
HA AERE TRA s PCR 
Een m 


abrdy Z" 


D-2 | «s | PM 
o jo 2e 


82 三 重 积 修 的 计算 
一 、 三 重 积 分 化 为 定 积 分 和 二 重 积分 或 化 为 三 次 积分 的 计算 
EHE FHS, y D 在 上 长方体 [a, b; e, 4; ,了 了] 上 三 重 
积分 


ff Je, Y, 2 dedy dz 


ab ed] 


476 $5 WVLS o WRERREZMPIATULL HI 


F(z)— f Fiz, y, sr dy 
In. hio] 


存在 ,及 积分 | 
| | il Jio, y, 2)do dy do. 


[i b; v.d] 


AEE, HRA 
i fi. Y, 2dadyds- | | i fü. Y, drdyl dz, 


lo B2, d: e. f (bun 
XC HUBS RE BERI SUME BU E HER ERA TEAJI o 
【证 用 】 WKE Ee, 5], Te, 4], Le, fj 中 桶 入 分 点 : 
g= ipn la le xm,—b. 
€ gei E E a E a EEEE E 


TE —XUP i : 
X =en KAn ASt 


@=], 2, USO Y3 j-71, 2, tH RS k=1, 2. Try n) + 
将 长 方 体 La. 026, die. £] At PRA E, iA 
di Etis vi; dois Yab omuia, 9x] 


(i=l, 2, "73 vij-l, 2,,8; kl, 2, 5s n) 


12 eip AmaE i77 
(£3 3-6-25) , Bu f (a, y, D FÆ di EES. iA FORE P857 Miu 
F mars HB ZO, Czer 为] 上 任何 :一 点 如， 有 不 等 式 
m da df, [f fim, y, Eò) dody Mig d dij, 


Tz; i025: 33] 


RH dr, LET Pii dyi -= Yi is, 和 将 上 :并 关于 È 及 j mns: 


Em dn Ag, FEQ = [| Pis s 80 0L Mas dm yss 


En, bic, d] 
MN 


PL de, dy; dag F (ES des => M ier, dy dz, 


Ard max {A BERE M d 90 IH, rh ded EEL E e f: 


für, y, 2 dm dy dz 


ta, 5; dre 7] 


= [rite | | | fr, Y, dn tg az, 


[a Bi ed] 

这 个 定理 表明 了 : 三 哲 积 分 的 计算 可 以 化 为 先 计算 -一 个 二 电 
Ur. Sul SEU ERU. E FER, AE actas Pd f n, 
Y, z) 在 EF b; um die, rA - Eur $E H HFE px E, y) c [8, 6;ec, di 
GUB PT BERE co y 的 积分 

bi =| fors gs n dz 
REMAR 


[f Í | 7 (2, y, 2) da pda ty 


ra Ba ^ 


世 存 在 ,并 时 有 
| fiv. alg uz = ff f 


qa, bi ud; ef) a,b: ed] 


fizy d) deha dy, 


a 


478 EDS 第 万 总 PPRA PU MU 
mM- EMA DET SUED Jes TEM ERU, ERSTER AT- T HORR 
^h. 
qES1cppLEEBEET — RBUMUEOS ALBUS BUE , 83 XXE 
8,2: EA Pu RUE RS NS 
定理 4v m. y. x) Ele, b; e, di e, f] EEH, H 
i fie, y, 2 do dy dz —- r de | dw| f (m. Y, gdz 


labi edie f] t 
i b d MO quo qo. 
- [as acl fæ usto [tv t D fins tos 
e Ja 6 在 Je de 


HERE EE BUCO EREE ER MERE 
上 面 所 讨 芥 的 积分 区 域 部 是 氏 方 休 [0,05 o, die, £1. XF 
一 般 的 区 域 , 有 下 面 的 缚 论 , 这 是 经 常用 到 的 计算 三 重 积 分 的 一 种 
, Jk. 
| uuvas»n 8E {2) 为 一 块 可 求 
体积 的 空间 这 城 ， 害 的 
NS Sih AER RTF 
ERMER S A 
: FHR NAS Gs so) 
! EXER (0) EH 


AT FE) de (o). ER RTRA 
DER MC D 虑 三 重 积分 


图 3-6.26 fre, y, 2) dæ da dz 


Ho 


EIEREN. CHER UE SELAR DC ER, Co) RERE MAR 
RERE, UI EUER ERSA Je c {或 者 先 x, IV) EXCEL, 
AA EXT CURE 

Ci) RBZ DCBR (o) Am yA CE] 3-626) 


$2u REAR A 479 
£—ziur.cy) MZ ale, Y) 
KIRE AY PEER Ce (B620, 9 A 
ELS y, 2da dyd? = t dæ dy MI Y, Oats 
e3 (Ue) : 
SUE XY PREKE ce 7 gii 
V^ gio), yo yelek (asimi b) 


MEERN (Rl 376—260 , IRR CEU (L2 SE BU- Ba S RETE 
f: 


b Hole) EA y) 
[[[ F6 y deayas- | def d | 


DIEA! ay.) 
S 


Fie, y, odz, 
TCL, A BI c DE E R K Co) 82 A P 
PAA ER: 
a (m, y) Serale, y). yle) cya m), amb, 
Gi) RAR Co) RA A A A 38-6727) 
g—an(xe,2) Æ y= yaa, 2), 


nn cp, 2) 


m d 


fH 3-027 


i 


480 第 三 篇 E ABiH IE ER RH 


nar E ug, 5) . 
| || Fin., y, ci mr - | | cx dz | Fin, Yy Ddy, 
4. Jb. yat i) 


Qe 
3 XN Z Ip EB EQ.) n" 
g= rlz), T Stala) (esssS) 
ETA 3-6-27), MIRCH DS E Raoa A: 


"p D [EN "Paii, s) 
AS HR a ds duds. | ep de |" fe y, Ddy, 
a € a 了 
el 


dup ARFER RE EVER EE OS C UE REAR D TOLIC IR G0 PEZ gi EA PARA 
XB it EA: 
和， R. cp z) ac uSRiuR).€ ufu, 
(i) RERA DEOR Coo 的 各界 曲 而 万 程 为 (图 376-28) 


Ty RO lg 2), 


图 36-28 
E38 (o) fe Y Z 在 面 上 的 投影 为 rw (图 3-6-28) , 那么 
E (m, gr, mds dg: ll ug a| ? p(w, y, 2), 


P ALE 2] 
Drs CT 


+ 483 
*4 HY Zi EB o. BBE zi ..2 cmd) eey a d) 
Bir Esa Cp 3-6-28), 85 2. : 
ELTE Falt, F) 
d| 


i ETEF 3) dadu dz | dy | 


© 


fiz, y, do, 


FEES] T. 


YLE ELIX EEHBRE, S e ST DECR. US EEUEC B Coo EZ rh P BP 
式 所 了 确定 的 : 
PT PE 
zig) mm n yd. oss ard, 

这 些 糊 葵 的 证 明 与 $ 1 rb aed ferai rg D EAT V y es RET 

THAKRE YE Pat FA d CD dE XO 个 两 数 ， 
. fux... Chim, y, c b o, 
Fix. En y "iu, " DRAE OD, 

再 应 用 已 经 证 明 的 长 方 体 
上 三 重 积分 化 为 二 重 积 秃 
受 定 积分 的 原理 ， 即 得 对 
明 。 

[ 例 1 计算 积分 

了 一 

ji a dadgdz, 
CR (v) 由 三 个 坐标 平面 
APH ety L2 —1 Bi, 
这 个 区 域 Co ) 可 以 这 样 素 CU 
dem (Qi 3-6-29) , 它 的 下 图 369 
EATE 2-0, EPH z—1—2—2wy,' Efe X Y 平面 -上 的 投 
E oa iH 0-0, y 0 以 及 4 二 29 一 I 所 图 成 ,二 是 
I=- iji dr dy M ds ss f d da NE" M dz 


p 


(Try) 


482 第 = 篇 WAR ARARIRE AE 
1 "E » | y=- "s 
= | q dm | il—z-—9g)dy—- | sf[y— ry- y] da 
do Jo Jo jm 
E! | 
4 48 " 
GENER Lo) do RUE Y Z 在 面 上 再 进行 计算 , 姑 有 


1 i , Um 1-353 1 l 
: M 中 uz L E anb ~ 48 P 


[p2] 求 2 jl andy tz dedy dz, 
(el 
z (o) 是 平面 十 # 十 z 一 荆 和 [ 
— 5E dini Ir E Se erg [C i 
(0, 0, 1) (Hg 86-80) 。 因 为 这 区 域 
对 三 个 变量 是 对 称 的 ,并 
IDEE ELS EE AF R BI, 
y ”内 此 有 等 式 
(0,1,0) 
n eo dy dze 


(e) 


= | yawayar 


(nm 


ul 
| (m— 2s? +a” da - 
uU 


= ||| zdz dy dz, 


"(o3 


图 36-30 


1—r— 
l a dz 


RAL 


但 lif g da cly dz lil da dy 


ej Uu 
一 i rl—w—y) dr dg: f ( fi (Q-a—y)dy)de 
(Buy) 


- [sacer gacer]ja- [ g a-et 


-了 f (m— 2r -cEa*)dzr -. 1 
2 jo“ 24 ' 


和 2 二 证 各 从 的 计算 458 


1 


所 型 Ji (gba e zidmdgdzs- dpa go 


[ 例 81 AER = hn (0 二 六 十 2 dw dy dz，(w) EB 


: g” | y? | 2 。 p - 2 cy 
ER -十 -二 十 -一 上 的 内 部 区 域 ! 图 3-6-31), 


I- jj zy 十 I ydo 


ir) 


«flf zde = liist is 
gai 


过 点 (0, 0, 29) fE RU 2D fü 
XOY 平行 的 平面 ， 与 杭 球 
EX f D mE Gic (Ca), Ri 
(San) LIE = zo "THE E iT 
EIS 


T Js - jl zda dy dz- [ ( j|- dæ dy) dz, 


因为 | | dzdy ab (1— $) AMA 0; 的 面积 ,所 以 


I= i zda dydz = " azab G — 5) des -4 wabe", 


ài 15 
同样 地 在 计算 h= |f| ardy dz 
“es 
和 和! Ij in qr da day da 


el 


时 ,上 先 对 cs 和 co, 进行 二 : 重 积分 ,得 到 美 侦 的 丫 果 : 
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fii a” dedy da d cabe, 
M y” de dy dz =. 4 mabe, 
c3 
. 2 at ise dedudzes L sabetat Doe 
所 以 ife cra! det dada dz iB mabela tb? +e”). 
二 、 三 重 积分 的 换 元 法 则 
正如 解析 儿 何 学 中 本 而 坐标 .球面 坐标 一 样 ,好 空间 取 辽 族 和 
Eft u, o, w ARR : 
upit, ya 2), Dibia, y, 2), W= yE, Y, 2), 
Hu, v, w Beh, bih A mE, ERNA a m 
Eddu, o, w PERAR E Bis , Pico A aab EE, Hp a REP 
坐 蒜 上 曲面。 
AnNLAE wc uw(m.,.g.2). 作为 
(x, y, 0 ZEE ag BRCVO) RI Cu, v, o0) ARO zm HO — RES PRO 
TR BC UR Eu, 0, w BEV) AGER, EURO v. y, c BUT EET 
TE FFE ERRER ERTE LIR, AMERA. Spice 
H5: 
c—m(u, v, W), gu, v, qp), DEZU, v, ww), 
和 汪 重 积分 的 情况 一 样 , 可 以 征明 Go, y, z) 空 湖 的 体积 生 元 和 对 
应 Qu, v, ww) 鹤 间 的 停 积 划 元 之 比 等 于 
Big, y, z) | 
B(w, v, w) E 
STHRPHPLUCH — BCBL STER Ze HR TE HU: 
He y, dady dz jf] e Ctt, Vy WW 


Que. yez) 
Qu, w, w)! 


qu, v, W), z(u, v, w) ] dudo dw, 


à SAHARAN € 455 
dE RR A 27 E DER UC 


BLBY 0) y 
dos. |.9:9» 952^ tui da dar, 
Gu. T, w`] 


M enr jest Peni EKIO LS Ex] NE. 
ihr (ii bAT, rii fE SURE ries p JEU, 53 BRL DR OC HE RU I 
理由 ,此 时 三 重 积分 的 换 元 法 草 仍 成 立 。 
下 面 我 们 答 出 两 种 最 常用 的 华 标 实 换 : 
(D) 柱 面 学 标 : 村 西 坐标 是 用 斑 下 的 三 个 王充 曲面 茧 来 溉 示 
人 鹤 关 点 的 位 置 的 。 
BrE x: qim rm, 
TA dg 5: Eo zo KE aod by 0, 
4-1) 0 dimR4BgBbax-o-by-0 Ej XZ PRA, mum — d mHk 
Wife (7, 0, z) 和 班 和 有 坐标 (e, v, 2 之 间 的 尖 系 为 ( 世 就 是 变换 


x): 

=r cosd, 

| y-rsin&, 
(XX HB Orco, Ox 
Em, —ooxzedo5), 
BERERE nm ERA 

J =r, 

于 是 在 柱 面 华 标 下 ， 体 积 
单元 为 rdrdqpaz， 它 有 着 
明确 的 几 箱 意义 : 考虑 由 
PTER r 及 7 十 87 的 , W 86a 
BET 两 个 高 为 * EE etd: iP, REP XE XS > 轴 且 与 X Z 2B 
Wig fgg 0 E 0--d6 WRA A (p 6-32), M 


486 F-E ETE 各 种 积分 的 计算 及 应 用 
dr, d£, dz 充分 小 时 , 这 个 小 上 岂可 以 近 伺 地 视 为 一 堪 长 邦 体 , E 
DRA de, rd, dz, icd UA rd ri dz, Wib, HEERE tÆ 
换 时 ,有 | 

n FD dy = Hfr, 0, rard dz, 


ivl "E 
再 假定 这 个 二 重 积 分 可 以 化 为 逐次 积分 来 计算 一般 总 是 将 区 域 
(o) BrREE Gn, 6028 Ein (在 好 的 平面 上 的 接 影 为 (are) ， 将 
三 重 积 条 计算 为 
l [noe 
jl frdrdüdi— Jl nm M fde, 
Jp # 积分 ,然后 再 计算 平面 区 域 (Cn) .E 的 二 重 积分 , 而 这 个 二 
重 积分 就 是 极 坐 标 下 的 二 重 积分 。 
这 时 区 域 (v) 是 内 r, 的 c Gro, H. z ir, 8) EMIL ir, 8) 来 描 
ad. 
[A] 4] 求 i= zde dy dz, 
Ji 
(v) 基 球 面 c^ -4-^--27— 4 t3 HA ARE ^ -y*-— 32 所 图 部 分 , 用 柱 面 
坐标 作 变 横 , 上面 两 个 曲面 为 程 分 别 变换 涛 


poA 及 iH 
EX ERIS 


Ed t (o) E (r, O ARHAR (n) 28 
r—^/8  (Ez—-OG E, 


是 一 个 图 ,于 是 
Vr 
i= i rd rd | z daz 
ri án 
2z v5 vi 
-| aof LE 2dz— 18 S. 
0 9 a 4 


Fa 
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[ 例 6]. iR (AeA TAERAA Hr i9 IER 
XB e erp fi gx B PE EC CBS E IES EI EE 183 , 允 出 求 质 
量 的 计算 式 。 

URS FEIER Eo EU 
TT-F Bi HE IP) 38] E ER 2 
[8j 29 4 3j P [Bi 2 —0, 球面 
FAH Cj—e. 

n Sag. 

球 段 的 高 为 ,密度 

pir, p, D —D(2: bez, 
(07-0, 6 —eh er), 

HIBpREBURPEERSGIXUE x 

(图 3-6-33) 网 2633 


* 
上 
L 
I 
i 
r 


S" 


" . 2x [7] nv dior . 
m= f prdr do dz: -| do | ror | ， (b+es) dz 
0 n a= 


o3 
[3x B. rit (e— h)? —a* ], 
(2) 球面 坐标 : ERBER JH. T0] — IAGIE 2C hr EOS CAS ZERO 
点 的 位 置 : 
RM: ea m aa a a ial 
平面 族 : aychy d, 
$E [RI Ee: zb e, 
3E YA 0. RRA 87 y^ ez 5g z 20 PRR LEA pocos 
mi asy -0 5 XZ iiid f, 352. «It — S BST fü bs 
(m, y, DERRER Gn, p, 00 2E TESORO 2g COD AE TRAD 
Sr CUS Ü COR qo, 
y; T Cost sin p, 


z:- v sng, 
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其 中 r=0, — S n Os qos dm, 
Ze He 69 9E f ERA: 


J —r?cosÓ. 
ESME B. ERR 6 co 0drdpdO, AME m EIS 
换 时 , 苦 重 积分 化 为 


Jfr )de— il fir, p, 0) c? cos Bird p dB, 


BiHBbEXX — HBOBUO- SD HEIER RERA, SPHERE RE JEONE 
?积分 , XR QUO TESTE r = RCNE n—1 pR E, SERERE 
X DES (o,,) BETES ER S o, 0 的 关系 确 定 ( 图 2-084) ,积分 
Bo aS qe 

[| rane = Ii cos sdoao|" o "fe, p, Drdr, 


Hon 


淘 8-8-94 


AERE DEBE OE (o, 8) C (ous if rtp, Darro, D Atl 
i, 
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HL OL mEQDOVZRIBI 

a? y! Tz 2207-0) 
SET CEA 2 doy p THE PO 
2a) Ht EB Aree. o QD Bp 
PUA 3-6-35) 。 利用 球面 华 
bs. BED ET DS HEAT 

PUER: 


T 2g gm 8 


mei 


$i P= 
于 是 体积 为 : 


Za sing 
pu 上 cos B dO dp | r?dr 
One ° 
EE 3 Zcainé 
-| d | cos gag| r3dr 
0 , Toa n 
- JE 4 " 
Dr a E] 
id 8a”| sin? Q eoa 9 di =- Ta, ( 工 一 COS4 a), 
8 "ls, 3 


2 


UT) Sei e + fatia) cree aO ARR R M 
ER, MAAPERE S a w0, PRE A 
下 一 Geo0S B ros p, 
yo Dr eon Ü cin p, 
z..er gin 8, 
ik EH oJ A ARTT ERRE H 
这 时 有 


Als, y, 7) 
ELT, p, 8) 


Bü m ZPO : i^- «^ cog Ü Cos p, 


| — abe v? cos 0, 


totem mm onem nro aste i cR e "n sace dat me ees 
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rages ”一半 | dw dy dz = MES cos drd de 
c 


5 
3 $ [83 cos 8 cos p)? 
abe f cosg d | do | vidr 
FINE: -Ẹ 1 
Ej E 
a^ be 1 " E T a 
一 一 cos? 9 dà cos p do = qt bc, 


88 第 一 类 典 线 积分 的 计算 


RHR O, y, 2) zE SCÉEZE Idi (1). E, FER EG) 上 的 速 
RE Zi, d (0) 的 方程 为 


=p t), 
[eos Gsis T), 
zz(ià, 
TELE PE HI EROS OC TERT t ESSERE AE e 0g (0 200) 在 [S TI 
LHAT, XUL SEIS Bex HT EUIS Rie 
定 积 分 来 计算 。 
车 划分 区 间 [ 69, 7123 
fo Ld. dae ZG — T, 
FE d—max (4—15) 以 及 如 Asc HASKE Gs, S] Ef ER 
WR EEM [fa 6] HERRI E, WAELE 
积分 为 
[fer gs Das lim Sf LoD , yD EIAs 
Ead a deu Epi am 
4s | . VE Co P fy c) T [2 OPa 


=s [E GT) Ve Ly GEO DH [8 GEO T? dts, 


$3 EARRANTA 49i 
RE Ahh tn E [S-a h] EER. TERS 
[ fr y, nds lim S Field, yE, E 
EA 
每 式 右 婕 的 和 号 不 是 一 个 积分 和 数 ( 歼 坚 和 数 ;, 利用 本 第 第 三 总 
$1 的 一 个 注解 ,可 以 将 它 企 为 黎明 和 | 数 来 处 理 : 


| fg Da lim] ifle 0 yE, 260 


Is ED] Iv (£O - E EO P - drt Sindit, ， 
这 里 六 一 fo gE sl Te CD At (CD PP 
B GET EIS GET. 
FHAN: 
| Eo (ED Tr ED + D (D) 32 
— Ir (£j 1*4 [a (£o To FX 1 | 


(SX FOI C Je Pe m PERRA XX 1s) 一 18| | x le—bi, mm 
Ea, b gos C MEBE EC ZEBIBUBIADET, 
ARRAES Ae), y Qo, DERRER, RATER 
im Bind, 
这 样 就 得 到 公式 : 
fo Fie, y, ds = i Fie, yD, D] y pdt, 


FEA He (00 a hR, CA AEA y f 0) 
(marsib ,那么 有 


[Gr ds m [fos f (0)1 ER EP Ede, 


[5] 11 3e (D) Jg E D GIEILRI (R8 3-836) , 求 1= | iyi ds, 
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i *EIE CD) 3g: p 1, 20, 
B y "o 
(0 ds — -- «4 IX de 
= x E dz 
"ea, 7 y 
=+ E 
ET 
符号 的 选取 应 保证 dsz20, 四 此 ,在 图 
图 3-8-36 a E AO E, HPO >0, , 故 m 一 各 ， yi 


TERME CB 上 ,出 于 dp 二 0, k ds== r 所 以 : 


i 加 ， 1 
1-| d | c we LY 
人 gie (UU) y] - y | EM Y: ( P nz 


-上 du - | | 42-2. 
p JI 


这 个 问题 也 订 以 用 套数 式 来 群 算 , 右 平 阅 的 方程 取 为 : 


gs 608 了 x 2d 
| u (~ $m 2) 


q—sin £, 


us— La) aea didt, 


TE [. lvias [P [sint;d £— 9, 
-7 
DEA) (e=, 
y-e (O01, a>0), 
PARS Lan, 


在 点 他， y, 2) ABRE D po A? y NETT TS 


$1 i-i BUD UELEE 493 
d ds: as 123-8 dt, 


BELA AED: m= f, pda — IKE V ÍHE = M (24 2 一 了 " 


[9 3] cR 二 | neos, 


itak D XE SL OQ O0.AQO, 0, — ! 
B(1, 1) Bj é&Et (B 3-6-37); TEE 


z=|, (æt y) dis 
im 


. (E) 
-il, +Í, thol ieda di, 
WEE AB HO 
AER UA Ey-—0,fWds-dr 得 o PTRA 
f. (aty) d = | an 图 3-6-37 
FĀ 0 2 
EER AB Ex—1,tds—dy, fh 
. 1. 8 
— TN 
| (wy) ds n tydy- 3， 


ER DO By m, keds 24, 得 
. m 
NCLT ds SES da= 2, 


所 以 Pe9-.73, 
第 一 类 网 面积 分 的 计算 
一 、 有 曲 醒 的 面积 


RAH S, "EPIIT 
z= fiw, Y), 
EE XF PEENE (Cou) 为 可 来 面积 的 ， 又 发 这 块 曲 而 是 光 
HH, MUERE ODE os) HAU I y IRE SEL, EK 
BU x F, Raa ORE; VD pb fe EDT rs 
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处 都 有 切面 和 法 线 , 如 果 用 > EE XR EARS sch TS Ef ,其 
j 

Jefa fa 

将 曲 而 的 授 影 区 域 (Ca) 分 是 为 若 于 可 求 面 积 的 小 区 域 Hos, 

433,7, do Ar d max (do, 的 直径 }, 在 这 一 分 划 之 下 相应 地 

将 曲面 S 分 海 车 于 小 片 451. 4S3. 0, dS. Æ A8,($6771,2,--., 

n) 上 任 取 一 点 MiGS ms f (En no), ZERG Mi, fetih S He 

[B] 7., EAA m. 上 ,我 们 取 一 个 小 块 4Sf。 ERRA AE 

AS dE XY 平面 上 的 投影 与 AS, 在 X Y 平面 上 的 投影 相合 , 同 为 

4o 。 从 直 驶 .上 来 看 ,在 M, 点 的 邻近 ,切面 应 当 相 当 逼 近 : 于 曲面 ， 

HBAR, 5 充分 小 时 ， JST pop SAGT 48. 于 是 ,很 自 然 

地 我 们 认为 和 数 


[eos y; = 


> AS: 
非常 接近 于 曲面 仿 的 面积 。 当 d—0 Ip a EXIUCRUBCÉE — ER 
ER, HEKARI TAREA 型 :在 JS 上 的 取 法 ,小 
冬 就 应 蔬 认 为 这 个 极限 和 值 就 是 我 们 记者 虑 的 曲面 总 的 面积 。 
Bk "I ORAS EH EZ ,我 们 来 推导 由 面 的 而 积 从 式 。 
ETIP wt 的 法 园 就 是 曲面 5 在 点 M. RE, "Eg zd 
HKH y 


[cos Yi | = p 


有 因为 AB: TE XV. A3 EISE RODA dou, 所 及 


deo, 


AS o TE EET T FDA SIT aes, 


而 和 数 E 457 一 VIFF E TELF, su). ao. EXER 
Ek ILE æ, y) Ff n, y) 在 可 求 面积 区 域 (aa) EB ADR, 


&4 第 一 炎 曲 辐 和 分 的 让 全 405 
当 dO 时 极限 存在 , 这 样 便 得 到 曲面 如 的 面积 公式 Gi METEERBUS 
H 8) 


S —lim > AST 


Ho» 1=1 


“lim Y AE US n P LEES n)? 4o, 


中 


= || KAFE Pda dy. 


(m, V 
由 推导 的 十 程 知 道 , BERT S BY ZA vr EUEDS 


,| da daj 
s= jj jeog (m, z) |" 
ey 
这 里 co(n., 2) Aah BiR e MATEA roZ, "EXE vom y B 
[Esp m 
25 dh S 的 方程 到 参数 形式 : 


这 里 点 (vu, c € X, X S UV 不 而 上 上 的 一 个 区 域 , RRA elu, 
v),g0, v), z(u, v) d: E EXER, HEA uu v PUES ER, 
+E HI HEERE 
Eu Yu Py 
G uu) 
的 秩 为 2, J5 2. Bii Ejg--— mAb UE EU BTE 
Tao Wu 


Cu gs 
1 t 3 


Ya Zy | 
5 . 
z | Te Ye 


Ye 
法 线 与 GE guo 


" 
r Gm 


1 
Ug 
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cos(fTt, 2) — |o vo cer, Pad ES Mem 
MUum gue m (nues a m)? - T —m, ^y)? 
加 ENTRE PN BENE 
ve 2j yi "n ) E ENT: 48) — (t, wy t al RD 
c Taufe — Gu, dL - Oz, gn o L . - 
vá ^H à | i Qu, v) m Hg — 2 ? 
iti E= attynt, 
E =r ty d Mud utu. 
G =r tyit. 
PAREEN 
S= Jh dady . |. 1 (x, an dudo 
'eos/mt, | Jeo [eosin z) || 2e, v) 


-小 ! EG — F3dudo, 
KR 
这 就 是 在 参数 形式 下 , 曲面 的 面积 公式 。 MEA JL YR EE DA Hg 
方法 得 到 同样 公式 , 而 VEG 一 ZY duds 称 为 曲 世 的 面积 单元 。 
[5] 1] sexi 
a? 4-9? 4-23 — o? 
合 在 柱 而 
g +y ‘a0) 
ARRETE SOA 3-6-88), 


CEE 
由 MUI 
y uo 
ET z? 
JA TS a a 


得 对 称 性 , 苦 利 用 性 面 坐 标 ( 图 3-6-39) : 


$4 3)— dli BUHR. 407 


x "m cos g " . 
-4| ao | o uu rdr 
JÒ 


ü M gio p 
e 
[54 2] R R AEREI 
球面 面积 总 ,此 球 的 方程 六 
| R cos 9 cos p, 


qo cos Ü un p, 
. ; 8-8-39 
z= Hum m ? 


hh E—abcgyic-umo- R?. F0, Go P eot g, 
AEG- = R? cost, 

由 于 球面 的 对 称 性 , RRRA E qe 86 — $e m (0 «o «5, 

Z, r0) 内 的 面积 , KARRA 8 AEREA R DEUS 


Ox 8x 


所 以 


S—&R? [Lap [cos 0d8-4aHP, 
L. 59-—GHEnme—esm 
利用 曲面 画 积 的 袁 达 式 ， 可 以 将 第 一 类 此 面 和 分 化 轴 一 重 积 
hs 
REH F(s, y, 为 定义 在 曲面 S LEER RS m s Bu 
方程 为 一 了 人， 及， 证 在 地 了 平面 目的 投影 为 一 块 可 求 面 积 区 城 
(ci) FER f (n.a dE (o: LEBEN edu y IE ST ER, 车 将 
E 3 (0,0 DAAA TARERE dei, dou, deg, os, deo, 


i3 
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fde max (aes BER) ,在 这 一 分 别 之 下 , AIE S 亦 被 分 
划 为 若干 可 求 面 税 的 小 块 AS, Aa o SS, AUCIR 
认为 ASi ASa, e. ASau, HD Zo eo SLUT 

[[ 56, ds im X Fs m, CO ASi 

,| 40 | 

CR 
这 里 点 (Eun, £0 为 a, 二 的 任意 一 点 , doce uk (6, n0 Xy doi 
上 的 任意 一 点 ， 和 后 天 9。 再 按照 曲面 而 税 的 表达 忒 此 中 
秆 定理 


asi || IEIET de dy 


C6, 
一 HL HA ， Ll T-eFAG DE do 
LE PESE do: 上 的 划一 、 于 是 


lis UE) de 


-> FO, Ts £O AT UG, 921 TiAÓG , n 701 4e, 


=$ F Go mS LO TE US 5T. UG 9) T. do 
VEA. 
EREB RER T Re SUR I RE P s fo SERI t 


lim XE Ekis ma f (E, 95) 1 1-7 Lfi (£t, m) 1*2- Ufo (bi, m) i? 4o, 


7 jj Fio, y. fE, ORE EE Tfj ds dy, 


(ry) 
TAXES AER AREN (4S RAS SS ISGESINIE 
解 ) 


lim $44o,--0, 


iu d—I 
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这 样 就 将 第 一 类 曲面 积分 化 为 量 积 外: 


上 Per y nas | | A Los y, Fons 101 NI HF dis dy, 
£y TOP 


当 曲 面 酌 胡 程 表示 为 套数 形式 
=a t, v, 
yoy W, v). 
2$ d 0| 
GAH Qu, 0) € 之 1 时 , BERE E miu, vj, y Cu, o), zu, o) E X 
EMAX um o iridis se, HEHHE REE EERE X. 上 的 秩 为 
2, METERS 
[F i, y, o ds 
"EE 


= J| Flet, o), yu, v), zl, o) | EG F3 du dv , 
LEJ 
这 里 E- eitti tti, 
E —EVES T Wu 十 TuEy s. 
G= ty 3-33. 


[3I RHE [| (wyte di, S ERM a ete ras 200, 


LA 
H z— ^/a? —a*—* 3 By 
Oz — 一 多 Zo -y 


Er NI T ey Mal yay? 
从 而 


(m 4- gr -z2 dS 
ERY 


了 
ne 十 
JIe cUm oW 703 T da 


一 | | Gram a uy 
y 


3 v. 
Gr) 和 ca 
| Fi i : SUR au f EE F 
il f Ub gum M už — =- 4^) 一 do 
M MGQU—um 


500 种- 得 UA TM EAA LR EUH 
(c RE VV R ELI ep npo, PHY e BIB o (os PRSE E 
NUTS 

| isiy) d 

oñ 


la E 
-| | | (r cos +r sin OF a3 - 73). ; go. 4 eate 
HEEL Mur). 


L5] 41. 计算 积分 (| edi, Hob 2g BE ETT 


is) 
mic cOS 0, 
y usine, (Qusa, 0sus 2x) 
ga, 
的 一 部 分 。 
E -—v2d-i-:2-co8 v tsin” vol, 
E Bly HYY Zut u sin e eos o- Husin v eos e —0, 
[En eu” sin? gtu cost orl 148, 


所 以 li ads | v Lut da de 


C8 px. 


EI E n 
=Í vde | ^1 4-2 du 
ü 


u 


= Sas -5 sie + ! ln futs Eut | 


一 WAN 十 古寺 ww hn (a-- 1-23), 


850 二 重 积分 .三 重 积 分 .第 一 类 曲线 积分 、 
第 一 类 曲面 积分 在 物理 上 的 应 用 
—. K 心 
TAE CLDEGuBUMMEPE P., RAG Y EB E PS A5 [ER 
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[D-29987 71 


pn DIERA S REMA Chubpetgis. ns E e PiZRfCTSIE DAUTSH] 56i 
RE, JEHA A eee bulb Ain Ufo ABS E 
Qs 

TE O 39--X n] ALIE EELEE, "ER EHE oM). X 
ipM) Jy a EENE HAE TELE I C XX er Bet] 
JR AO, 44, ---, ARa, i "ETIBUS BEA] dp AQ, da 7, 
AQ, Ap d= max (AQ. RE PIC , 24 d o4 HW, f — T P3 0, 


的 质量 近似 地 等 于 p CM 0 AR, 3X 8E OM en qus zo) 7g AO. 上 的 任 
Xí— 5x Qui O 为 平面 上 的 一 块 几 何 体 ， 例 如 为 XV. agii EU e 
BARRAR 382. 2-0). TEIL dE O P d eR mos go. to 将 
AAPEEE T EA F Zee 


Simp) 40, $ wp MI AQ S api) 40, 


" 1 1n T n * 
S pCM.) 40, Spo MoAA ae M) AQ, 
fel i-l i- 


4r d—0, Lh --4- AEUPEILES VE RARA, PRHGEBUBRAE A 
HBU 78 , EPEE JUPE O IE Ug IL bs vo, yos tu 


| apti M e gam 
Su =z 1A, 2. fn ang .—. 了 
| pi Mid dm 
Jr 20 
| yoi M dR | an 
Q— a a E 
gu 4 : ; 
| pM dn | dm 
2 I 
| zoLM jdQ | adm, 
ERE REDE I: ; 
- Hl 
| p M)dQ | dm 
Bg L 


这 里 dm-—p(M)dQ, 
HARE, 24JLfepfs 只 为 一 舱 可 求 长 的 距 咏 时 ,其 重心 的 
坐标 为 


^02 TIK AAR BHRAN AA H 


| zpds 


AM Ux 


| pis | pds 
Is AES 


feu JEBEXZBIE] EHUSR, CADRA y ofle) lase b), E 
H für Æla, 5] LHAREN, MARE AERA 
定 积分 ,出 有 


[e 

| pit, Fæ 1 f" dg 
uo ; 
|. pun, fir) V14F? de 


i fae, f) EET? ds 


gama 
pla, f) V FF" da 


这 正 是 本 篇 第 三 章 $5 HOBHPICHEGBUPISEBUASGXN. 又 如 果 几 何 体 
Q ERE, BD Z xx BopEBURG D BR V 7 
t wom, y, 2) da dy dz 


=z 4 - 


BEP Gn, qu. E) ehe du dz 


tv) 


ud aja r, Ya 2) da day dz 


= RU 


i [ots v Y, 2 de dy dis 


"es 
„ee y, 2) do dy de 
f 


I pis Ya zde dy dz 


Eur] 


"(n 


[ 例 1] RAR SEHE CE] 876-40). BTHEDSS RAIRE 


$5 DERA T GR DL Sb .类 明生 陵 从 ,第 一 类 曲 所 积 耸 在 物理 上 的 成 用 009 
IEOH R PEH o, HARE 
Igea RUNE DER M I 


; 
-= TIME ` A e Es 

与 : 轴 灾 月 为 (Oca T), ETA 
由 于 这 块 几何 体 ” 关于 2 BE 


FFEA p 为 常数 ,所 以 


Xo go —0, 
zd ! 
出 
Za = 一 b 
m. 
cei 图 3-6-40 
2x F ü - 
JE SC 
J. An JE. 9 
[ES] wt 


2l. sot (1 ens? a) , 


= gf 
o | de [e cos O dr 
n 0 


y 
Ce 372 


—_ 
-— 
—À 
£u 

uz 

1! 
—À 
pa 


得 Zi; 一 号 (1—e08 ag, 
Z2, %#Œ 
Er o A-be a E EL PEE (DA PHI GR E Ea 
R TEOL ETA an KAA E A o (AD , +E 
BoM) 在 mw HIEN, AER UOI) 
META y, z)dm dy dz, fit gp, y, z) dx dg dz, 


[v2 [SH] 


fi Apiw, Y, D dady dz 


(E 


504 HER BAR MAPLI GE MI 
ev ATERPE YA. ERR ZY, deenmp Y e 
Erin. E ETH, D LG DE SETERI, 

dp p=0, 1, 2 Agu EATE E, 73 56-0 BEERTS VEO. 
BAe "的 质量 。 O6. lghpESYOBPXH. AEAN A eI du gd 
为 谈 驳 体 的 重心 的 侍 标 。"1 6-2 I RITE. 

区 分 别称 

To= if | ity pir, y, Ddr dydz, 


n 


Io fl (y? Ez o (m, Y, zida dde, 
3 


Hu 


Iy— i | (tie? piw, Y, zin day dz 
(ej 


为 物体 ?关于 2 gh, vods. y kA Se, ITO ACTES 
MAME p [RE ATHECRT TEC s 
Bu In (Hl Zodzdydz, Ip= | | f g pde dy dzy 


ir} ce 
Is. | ji qp dady dz, 
FC] 

也 和 n= TTT, 
osida drys 
LoyS dey oe, 

LP) 2]. 计算 由 平面 


md 
æ=0, y=0, 2=D 
BER EH 33 7 y PR GE o 
二 二 对 于 毕 标 平面 的 转动 
Ep 26-4 TEE RE pa 074-4 4 


$5 Dip SARA S OEBPEIESZ..NR AHMET passu] 505 


Ly ji z'ds dd: - f [ Ji 2 da dy | dz, 
(04 kk— A iE. f8 7: ANE, C18 33143] y 


ale 2) 和 bleza, 


e n 
Br YA ' ry x. y abie— d’, 
ies 
Hi day I aur abis s) ds 
= M / i i n 


3 E 
uU be - ab G 
fi z“ 


同样 可 得 Ie "uc G0 

三 、 引 力 

Bik RE EABE da BS JL PHE £2 36 O JE—H M rs, Yas 20) 4 JL 
fe fk o PTE TE WR o(NDUN C DO X O ERNA, ER M TL 
有 单位 质 景 。 MERA EJL 0 dE M wysig F, OS 
XI RISE ohik 40,061, 2, c, n), HERE op dO. 
度量 天 小 仍 记 沟 d, dr d o max {48 Bap P. 25 dE RPM, 
每 一 小 块 Ja 对 质点 M 8913 Fi 的 天 小 近 亿 地 为 【出 就 是 i| FE 
Wie) 


iK 3h jb N, H mier HER 上， "ES TE ARA (Tis Yis A) * 
rg No M ZeBHBE BE, nec s m — x) 34- (f — e) H 43). 
W3 F, (quen ERI EOS : 


k PCN) em To) ih g PSA) Wyo am 


p eN 6i 29) AR, 


P 


5n8 第 二 六 Ae ARARE A E UH] 
HFH F Eii, EVRM Ami, Bm aT 
F 的 分 量 之 和 , AJL v 3E 的 引力 F dE m Sb 6n 
上 上 的 分 量 庶 分 唱 近 似 等 于 : 

p NO Os m) AQ, 


nk 
fei Ti 


pea K BRUNO Unc ge) 49. 
£s K ET TU ? 


iege 0080 C 719) 40, 

d & ri . 
H d 时 ,及 上 三 个 量 的 横 限 就 是 所 又 求 的 引力 在 三 个 华 标 山上 
的 分 晤 F; * Eys E. 3 TR RERU BTE X ` 于 是 得 


PF. eK | p ON) (æ= o) JQ, 
1 


HI 


F, K | UND He) ao, 


F.—K | PINB) dQ, 


这 里 ris (ng d- Qj Yo de (Z1, 

[943] 求 一 均 义 球 深 (密度 p 为 常数 ) AEE Efift— 
BM (MERA DRD. 

设 球 心 在 华 标 原点 下， PRA R, MA M 位 于 正 的 * 贡 上 ， 
ERGO (CBBERZSO PIB ga (e R), BOXGRÉBUIXAGDpITE xc 
与 得 上 的 投影 Fe AF, BRNE. 而 

FSK [i ej ds, 
这 里 * ARBO PEEM M 的 距离 。 
利用 球面 坐标 : 
r= Hoos cos, gy: Recos sing, z :Raing, 
Ki do- - FU cos 0 dü dp, 


$6 9m "HuHbmi n mié ORB mm bo? 
r— AL EFE? Ha dn 0, 

(i sin f —«) cos 9d8. 
-3 RI. a? - 2 Ra sin 8) 9 
Hitt Rta —2 Ra ein pi, im 


Bsinü-a- iR cai) ， 
uu. 


F, -ar 到 下 | 


1 


eos B dy = — talt, 
H RoK R? a” 
于 是 F a? | Rag ( 1 1) di 
zhoK | a u 1 
E. UI xm ne 


— | R—«! +R+el. 


分 两 种 情形 讨论 之 : 
(1) a <ER, Ej | 于 一 a —R—a, 得 


Fr 

G RaR, M |R-e —tR—a), $8 
Po Anm RipK 
E UU Tas 


Bd BUfE— - Ys IER E ER MERER RASA. 而 
Tisponi 9-81 5x , Pr USE TEUER je EIL 2| 7 E SE pu DT e RR t 
m — 4n Rp 于 : 球 心 时 该 点 所 威 受 到 的 引力 一样 。 


$6 第 二 类 曲 纺 积分 及 第 二 关 曲 面积 分 


一 、 第 二 类 曲 烧 积分 

在 物理 和 力学 的 很 多 实际 阅 题 中 ， 往 往 丑 赣 求 一 种 特殊 形式 
的 和 式 的 极限 ， 这 个 和 式 与 定 积分 及 第 一 类 曲 科 积 分 所 昂 到 的 者 
有 所 不 辐 , 从 而 肖 出 了 新 构 念 , 女 所 户 第 二 类 曲 条 积分。 下 二 来 赃 


Sog PES -d FAR AD PRBDIMVRIDER EHI 
Agr EE, SRYLJRIEYGRE B ARERR. dE 
4i] FÀ 25 33 44 255 PALO TR 

1l. pt A o. EBLAagESX: aea — fm E 
AM 354.7; F HR, IX AER 
SUA BEER 4B, iih 
CFEEPTZEGX TS EI 
Wu, Rips Ere SERI (SEHR ER 
MEJ F 的 征用 下 从 点 :到 
点 中 所 作 的 蕊 呢 ? 若 FER Mose 
73 AU X^ Ee f PS o RU i]. HL PIRE ZEE ,如 所 周知 , 质点 M 
在 办 五 作用 下 从 点 4 B B HERS w EA 

w= .F.4dB coat, 

doh 9 gr FIWERE AB efe, F Xp FS ABA 
EREKE, UA 4 和 点 B DUE B (Hd 376-42) 。 

AtedETR D tat v, shüssr uU Ree T. Bu FT 

: ABERI Ges y, 2 改 
| aik, H Hga i 

5 的 方向 。 在 这 情况 下 , A 
AE IRTAM batta 
Jr i M e 5 F js 
DU TTRETT VER. 
o». SIER B AR AT 


pe aM eC M 所 作 的 功 ,要 

Ld FAR, di 
z 4 PERTRA BN KA, 
图 30-43 FRR ABAR- EEE 


Me AS BERE ds, du, ce, de, CH S-6-43), QUE AER 


$6 ATARAR A UST h XR Z- BDA 
As, REER itx, au, s. RURO dipr Zisis Siu. 2210), PRAE 
GROSS M 从 点 ASTU du DUISER ds; 所 作 的 功 wi. REJ E 
in AB) 是 如 入 变化 的 , -PORRDEAUSRER 48 KERRATA, 
合力 F in4T'EBrte rat. p, pays ef gEHELR IA Zr BA REE ds; 
LJ Foot F hipe TE, EAER: SIDHpÉRix EEE 
— A BS TEOB S SEXE EC ARX EE HAMAS EF, Wm, RE 
FEEF 4s. 上 什 何 一 点 Pra yis 20 DB 23 Fi 作为 作用 在 
4s, ERSE, TREA 

ax anys F A, Aia 008 O,, 
E A AA BRR AA SA F RK B, 让 为 本 的 大小， 
本 4 为 点 本 和 Aia WBS, REJ F, H SLICE oc f 4 v 
为 wa Bis Yo 而 有 向 线段 A: Aroi Ej ERRAR MU SC 8 2 9 D al, 
Bis Yi. TE 
eos Di = COS ai COS a; Cos B, Cos Fl; -- 608 yi 608 yi, 
只 而 有 
Wi Ey AiAi (cos a; cos oi + cos FH; cos H; + cos y, eos yl) , 
IEAA, Ficosa, Picos B, Feos y; 4X E Jp UE: E — HE bg 
加 的 射影 ,让 为 
0 


Pi cos yi = Ri Jis z. 

MPE, A 4650s at. A; Ao. 008 P, A; Ara 008 yt AA RA SHEER 
A, Aca fL UERSUM AERE C E PE PIA 

3344,1— 89,77 dry, 

Vici 3 Yis 

fa o da, 
最 后 ,得 到 

wS u= P, yu 20 dz;d- Qs yu 20 dy BG ys 2) du, 


510 "7T — 6 EAR GRBBRDARRUSEOÓN MOS 
Die, Ure P RE AB 所 作 的 功 此 可 近似 地 等 于 

W o Soss e$ b SSP di Zò da FQ. Ja 3 di 

RU hir 2) da], 

RREN 4 的 汶 标 为 (co yai zo s B BIBAR (nes enis D. 
如 果 把 AB Aiii, T D ibi W. do de 的 长 度 
Js HR A= marhh. AA A0 时 极限 lim 77 人 在 , TUR 
限 值 与 分 法 无 关 , 也 与 点 已 Gs Jo 20: WAREN, MRA 
值 就 作为 所 求 的 功 W, EA 

wW =| Per y, dm, y, 2)dy4- Riz, y, z2dz, 


315 TEMETTEM F (P, Q, R) 4 ds -= (dr, dy, dz) 
WREE Feds, Mmi 3X 
W -| _ F- ds, 


fk kao X rb, Jj F ERER, y, D tais HEA a 
Bb ds Ij IREBE A uus 的 方向 是 与 质点 运动 的 方向 一 致 的 ,从 
而 A An, 的 射影 de, dyo da ERER, AiE RAN 4 E 
B wt AB REAA W, BICI SERE CB SU A Bre BS 2 
WAW, 因 这 时 射影 des, dau. dn 都 改变 了 符号 ， 故 整个 和 式 
从 而 极限 也 改变 了 管 号 ， 这 情况 是 与 物理 学 中 功 的 概念 完 允 一- 下 
ifj. 

"cili OB Ro D RS nb oA OR e REIR S , NR ETE Eat 
形式 的 和 式 的 极限 。 因 此 有 必要 答 玉 下 面 的 一 般 定义 。 

定义 RLA- FRERES AE, HR Sae y d 为 
定义 在 上 上 的 有 界 画 数 ， 将 上 沼 一 确定 方向 从 超 点 开始 用 分 点 


A n, Yt Dp ET A ni gb didan LE 本 一 人 


36 第 二 类 梧 粒 积分 其 第 二 类 曲面 积分 51] 
PER AAi BIE Ptg n, CO TE PIN: 
cS FPO dr,— X6. mhs Ga 5 dM. 
其 中 记 L 的 起 点 为 A (m, 2 7A 4 2) ES Bi, nlt Yuti 5 Za). 
À= -max (4, EEPAJ 这 里 4 Aa sU In f Er A EN -了 > 的 RE. EM 
A0 时 ， 和 0 有 极限 工 HES 开 的 分 法 无 美 ， 也 与 点 "- 


E, HIER ED fie, y, cid drill L qi Br f ase E 
TRU Lauf 


i-|. Jie, y, de W 1-| ife y, zd, 
Aug Hie p zu; — uua y; dz za c BET n n X008 
RES UP0 do BARDE, ERI f Go) dy B f (2, y, ode 
Write L HEBE iater b ERU ded |. fios dus 
| fes dde. BERE LOESEX I Ga Roi f oso 
疏 它 在 三 坐标 轴 的 分 量 为 Ple, y, 2), Qi, y, 2, Hin, gy. 2), 
[LLL I. A Ana 在 三 坐标 山 的 射影 An» dans 43 — Rs 
ARSE 9443 — Yo M zua Zi. 于 是 , 若干 面 的 和 
3x LP (En ms £O dost QU, ms C do + R (En mm, CO 4] 
d A= max (4403) 0 BRR I TEE, BI REAA PES me C2 
揭 选 择 而 变 , 也 不 因 分 法 耐 变 , 则 称 了 为 向 量 Go, y, c n L 
(或 4 及 按 一 定 方向 (如 从 点 4 到 点 四 的 第 二 类 曲 黎 积分 , 配 作 
1-| PG, y, Deet læ, y, ddy + R(z, y, 2)dz 


3k 1-| P, y, Dde tQ, y, Ddy +R, y, 2)dz, 


5 25:3) (X Bois 0E, Kos Y. o5 38 —ÓS HER BUOHRE S 1s 
HERAA. BRA A dra B IO dg AB piu t P 7x Bg 


Fig Eia = Aoa dep uiu ir A M 
(iE Ej t6 TE RH 8 S E S 77 9] CELA XB B OC 4) 的 曲线 积分 的 什 有 不 
Wzpu.ducingsstb ha HVYRS. E tA ^ iR CE 
SEEN, Ande EC ET-P B Ee E IDE T, 
Ji 3E IB TERCER CA. E as FC B SERERE RRERU BACRI SCALE B E26 XE. SC 
HJ, AIE, A dn Hp EE HERI B E E, RC REC HEC, PA TES 
一 类 昌黎 积分 的 值 是 与 记 灌 曲 灶 的 三 向 无 次 的 。 

-上面 记 计 论 的 都 是 空 周 情 形 ,， 但 在 许 备 实 际 问 题 中 往往 也 圳 
SEA EAD TET ISTE , D CZ 3E RLIP ud. Eb $8 — AG EH ESERA S PU AD. TE 
zy PH ERA THNH 81: 


|- Pir, yydæ+ Qie, ydy, 
didt 


其 中 A Bcyzpgmüüék  COOEGEDHHUPERVOMRISPERMPAD, 定义 是 很 


HH BEY, 
E N ser EE E — Ae dh 


THp RE E Y HIDE RU h 有关 的 。 
HeH, FL EACRÉE HD EB UR 
FERMA bp. XX RI fE- hë 
Ob, APIR RE HEHEE 22 eE 
到 的 , 面 在 下 向 情况 ,通常 将 反 时 针 
H ERA 作为 半路 的 正 向 ， 
B se 也 就 是 这 样 规定 : EE A cdm Il 
上 沙 卫 路 循 一 方向 作 环 行 时 ， 如 闭路 所 轩 成 的 区 域 柴 近 这 人 的 部 
牙 瘟 在 他 的 志方 , 朋 这 个 施 向 就 算 作 正 向 , GUREAN. MA, 
在 于 面 阴 路 的 情况 , 若 不 特 草 诉 明 ,总 认为 曲 入 积分 是 沿 正 向 来 计 
算 汐 。 这 样 规定 ,自然 不 限制 可 沾 曲 米 的 仿 向 取 积 分 ,不 过 这 时 积 
EEUE. 
EFRR LRA — i Hf ERRE REA ARE, i 


jE: 


$6 zE--sHpibBi mL edid 818 
RERUM AIEE s PS LOC Xo es Plu RH Log; AL AUN A 


|. Pda Qdy— LL. Ps Qdy 

-| Pda tQdyt| Plet Qdy 
FE 

- m , Pas | , P det Qdy 


PE ED 
一 |- > Pie + Qay. 
ENEWVETS 


Pisces SENS TELPH BE AH EE BLUR, APRIRE 上任- 点 作为 起 
点 部 不 会 改变 积分 值 。 

2. E ARRONA il — Ihi AB Doe RoRS 

gwt), yy Ezi) stan), 

Hk AB Reih, B ea), yO, 2) Te to, TUERA SR S 
a'(),g' C). z (0). BASEE M Gs TECH BE JT 9] T RP, DERE 
点 4 EE EREDA B. RAR Po, y, 必定 义 在 助 六 
AB EB VEE AB ER, dcitHeuatT, 我 们 来 证 明 : P 
"DEPTVTITI iiim | Pix, y, Dde 在 在 ， BA 


| = Pie, yz) dass |. P[ziu,g00,zi2)]g (Odd, (*) 
iudi 


(x) AA dide — Tr x PAZ R A RE AR TTE RETE. XXX 
子 显示 出 将 出 杂 积分 化 为 定 积分 本 计算 。 应 注意 的 是 : (*) 式 右 端 
的 定 积分 的 下 隧 与 上 限 必 须 分 判 与 无 映 psi" 
FREE RON DV, ABUTERE 203 t to ETITA A px amis t = 
时 所 对 应 的 点 为 点 。 同 时 , EUER UI Y ERRA REA 
将 被 积 画 数 中 的 月 变量 v, y, # 分 别 用 曲 灵 的 套数 式 m0). yE, 
zOO FORE, ToU. o dE STRE TRH o! E dt FUSE de, 这 样 就 把 
出线 积分 化 上 成 对 参数 三 的 定 积分 。 


5í4 [xri SEE rr MESSIECELE SEDEM Cu 

CES D OOR, WIB KARA 到 点 吾 仔 意 地 须 次 搬入 
人 一 个 和 点 A 各 = 和 2， 一) 这样 就 把 AB eds s d 
Er AAi LÈ U 1, 2, terga 此 处 认为 点 ET Bp ri el NI E Bras. 
ARRE, TELE II fto, TE opt PET 8 t I3 gx A E, fo E à AGE 
W, T 与 点 如 对 应 。| HUS Ai IRE G E Ai 对 应 的 和 值 
tiis ThE EE y" Ana Effe A PG. C0 HEN v; 与 
F, 对 应 ， 所 而 显然 有 É Uu. ib EX EP EESW E. i, 2) , H. 
记 de, —53i1-—&mp—m-üu «0, di Sia tn 作 下 和 式 : 

c-Y P (£i, ETE i za. 
因 cO TE [G, 5l EXEC AERE SEE m (t) AI PAE, TE C, 5.) 
中 至 少 有 一 符 vi, HR dase i) 本， 于 是 可 写 
Jg -$ P[s Cn (VT). 2 (TD 1e E t, 
Arp der Ts TP. HE maxi FIRED SE CREE: 
EE AiAi ii ARE., TERE 955 ARRIE, 有 
| Pür,u,2)dzr--lime 
CAB) me 


—lim $ P [eti , gr) se) a Gr) 4t, 


II Jo, 35 As Aus E t b EUR RO jo max (1 Ans) JI A 
kb, BA n0. ii r= max {dt}, 8 o C Jo ERICH, RI v0 
时 , 显 有 a0, TENY 


| a, P E y, d lim S] Plo (ro , Gr) s 2 C01 a Gr) ds, 
按照 第 三 章 1 的 [法 ] 所 叙述 的 原理 ， 
f 1-3 Ple (ri), Y), zr) Je Gr) 4t, 
我 们 来 估计 下 面 差 数 : 


36 qc bap ELS x uS S 8 515 
]-o-Y P[z(r) s yi) , 2iv0] G' (0 —m CT) Jf, 

Bi Ps, y,n EB BEBÉ, MC PIS, y OO eC VERR CS, T] 
EWER, 2x M REDER, THEA 

[fo «M Sae) a(l dh. 

i=l 
Iit RE. e (0 在 fo, TILE, EA T EOXBEER. TEHETI 
SB e0, f 670, 24 » 2 max 16) 3 pH 
[m rn E (0) i E, 
从 而 有 I-o|s Med) d= M(T —t)s, 
t=1 

Hi e 的 任意 性 ， WA 


lim 之 2 P[s(), yir 5 zr) Je (7;) Ai 


=1im $ Pair). y r), sTo le (s) Ai, 


ERA MOLLIS A2 O 式 右 端 的 定 积分 ,此 因 这 个 积分 确实 存 
在 ,于 是 (o) 式 得 证 。 

如 画 数 Qtey y, ò X Ra, y, 2 AERE AB LR, J 
相似 地 有 下 面 两 个 等 式 : 


| Q, FE z)dy -| Q[z p 1 y) E 210) ly (0) di, 

Cab H3 ta 

las Ræ, y, adi- | Rio, y( , 200]2 G)dt. 
LA Q) to 


将 以 上 两 个 会 式 和 1*) 式 相 加 ,得 到 比较 一 般 形式 的 第 二 类 若 
苯 积 分 化 为 定 积分 的 计算 公式 : 


| 一 Pis, y, det Qie, y, zidy +R, Y, 2)dz 
AD 


-| {Pte 0). E ]e' D HAE , y (CO , 200 Jy CO) 
LES 
+ RE , y), zi] qt, 


516 T-A TAR ARARA AMA 
fi kii Mab SAGA. D AEHERCESRAZR B. ELTE SE MEUA 
A855 BENZ Bat FR —dEe. B PUR ROSE Etc s 
数值 ,上 限 是 对 应 于 艇 点 的 套数 秆 。 

同 翌 ,在 玫 面 情况 ,和 服 下面 光滑 曲 粮 的 参数 为 程 为 

EE 

BREY é MA to TULERIT ME A iy AD EaR 
移动 到 点 B. IA, BARREA ERU IS AC: 


|, P6 ade eis y)dy 


- [ tete, gt Je O QE) , gy COM, 
如 空间 曲线 4 B 是 由 下 两 式 : 
y—y(m,cz-z(i) (eseb) 
表示 的 , 且 识 当 4 单调 地 从 a E POL ER Ge, y, 2) A P AL GERE 
地 移动 到 点 B, MR yle) , 0) TE[a, 5] LER, Pic, y, D dE 
AB LER UA 
PRI Y, T yio, zò lde, 
TZ Eth: a sx eR net LABS REL EA, P) 如 , D ls 
AB 的 量 式 方程 为 
g—9() (aab), 
ARS e ARREA aM è MANCHES SE AR Re 
BJA B. TERE yw le, 61 EXEB, P, Eh AB 
-ESERÉ , RE 
l ü 
fia Pe nds [Pts yio las, 
特别 地 ,如 空间 曲 米 1B ARS VZ "RIEPRASRUNCHR LJ 
在 | LPs y, ode bittik Brie BUAH DA TAE. Hasse 


86 ov RERA EA A puo S17 

KERETAS m WORTE, ATIT EPE o 机 上 的 射影 必 等 于 等 , 亦 即 对 应 
HOCEREEISM UI dei AE DA, ARE TERIS, o 电 的 对 泥 部 分 也 等 
TUE, TARI URE A FUN — PERS y MITAR, E 
] a, P6» 1 ds PRSETER BUR TAT. ard BUS 
c 埋 平 行 的 直线, 划 在 | QG ots HEGEPEICELRUBU AIRE 
8. 

hnc iliée AB EAPO, ALIE ANER 
mich, RU AB RHENO ( 芍 尼 存在 的 话 ) 等 于 沿 每 一 光 洪 弧 
的 曲线 积分 之 和 ， 这 里 自然 要 求治 舟 -- 光 沸 弧 所 到 的 方向 与 洛 
Arii AB 的 方向 一 致 。 这 是 因为 曲 芒 积分 饭 可 化 为 定 积分 来 寺 
FERAE EERE TA RAAE M EBM 

CAI RADERA: 


了 -| (c? y?) dar Qi 3) du, 
PLE 


dti € Ahs y—-1—|1—21 
(simi, BH AERE 
APADA B2, URR 
ABB ej CE S-6-45), 
28 Os d ih, 
g-1-|l-z|-z,: 


28 lszg2 Hj, . 
g-—2—m-, 
于 是 应 用 时 算 公式 , 肥 有 图 3-6-45 
i ， 1 
1-(| TP «| TE ) aede (ad —aP )dy-— || 22'da 0 da 
CLP (EB) 


2.4 


+Ê lt B-a) dat lo — (2) dae) t prn. 


918 第 三 入 第 方 党 ”车 种 积 妈 的 站 算 右 习 用 
Ui 2]. 计算 曲 粮 积分: 
I= | _2a-ydæ+ady, 
Ep O A JERE: s= alt — sin i), y=ail— cost) (Oxt9m), 
HEREA 6B onn 7 ap ARE C A, 
应 用 关于 参数 曲 灶 的 积分 的 计算 公式 ,有 


Aa 
-| ((2a —ad-acostiall-cos t) -a(t—sin t)a sin ta 
E! am . 
=at | tsintdt= — imat, 
心 


[A3] 计算 治 有 向 有 路 2L8C DA. (图 8-646) 的 下 积分 : 


2. € . a idi 
NEM (a — Bayide + (Y° — 2a) dy, 


s 
j 


CC- 1,1) 


我 个 可 写 
J= (jn + l + | 十 | ) (s? — 9o) da t (y? — 92) dy, 


但 洛 AB, e=1, 故 | (a!—92«y)dr 一 0。 国 样 ,有 


Hm 


(qi? — 9x) dy = 3 — 9. P 3 = 
mí (y wu) dy NET 2a dax NK 3o)dy =0, 


86 $1 ChdbbELD XU EB EL Bs 
了 一 | ， (a! — 29) 十 | (m3 —92:) de: 十 | (qi! 4- 29 dg 
二 | (at Beida s -f dydy+ |. Aado -- 0, 
[ 例 和 计算 积分 : 


-| (wt yide— (m—g)ds 
E mi--3) 


Hop C ARE ty — o7. 
REB HAPRUEHE S EOE X: 
t-—GcOSi,y—csint (Üsis2mx), 
pF D] s f Ft [E 98] 53 3E I8] n Suse E AOL, 0) 作 为 超 点 - 题 
PARRA BOO 37 h, EL EG ELA Pur s TE Te RAT s ALIA RS 1L DCPCISE 
£127 WRI P IRTE £a A, 从 而 参数 必须 从 0 单调 地 境 加 至 
2r， 于 是 有 
1t 


FR 
=-  (e(cost-Fsin t) ( —a sin i) —aí(cost—sini)a cos 6) dt 
Jo 


až 
àr . . . . 
-[ {cos t-- sin t) ( —ein t) — (eos t~ sin t) cos t dt — — 2r, 


8. 用 第 二 类 曲 杂 积分 ， 
计算 不 曾 詹 形 的 曾 积 : 现在 | 
RPR D) EHk 
L gh SEG dh dE | 
B, HRAT- y PATR a 
直 和 线 与 二 对 多 有 了 两 个 变 点 
(Md 3-6-47)。 发 (D) EA 
界 于 两 直线 4=& 与 = 了 5 之 
Bo gekk ADE WARA y 0 9 7 6 07 
-=o x), dk ACB pd; d Bi 3-6-47 


y-YG) C 


D 
y= FAES] 


520 m WE SO APREZATA ANE 


yss). m SOR DOSES TUE S AER T HB E 
aACBb tj aADBb Bb WRZE p 


b k 
s-f Y ida Í faim) dar, 


miii HORRE R, LoXASDUPPTOEUO MED ATTE, 由 曲线 积分 
的 计算 公式 , BA 


h 
| — yie | Hn (Tidy 


LAnBE: 


h 
| =f Y (qidm, 
CACH) a 


E 
S-- | 过 ydo | — qua 一 | —. yig, 


| CUM! | 
但 ÁC BD 是 须 时 生 方 向 环行 局 的 贡 烧 。 如 来 用 |. o dos 
yde Wy L RIE RERA Hi 


5- Jac yde— -|, yde, 


ZART ER S I E BIZ 地 ERU AR o 
EkbTEBIAfg-P y MASIE R D gA ngu EE, 不 是 
Æ MGI, SER E, dark CD) 是 
—t KE $E ZEE CH 
8—8-48) ,feffl uf $13 25 5 3j 
BEUSEEDE ZETA EE 
JE (DD ,使 每 一 图 形 (Di) 的 
RU 五 都 与 平行 于 y 二 的 
EREZA, AA 
E RERS. Re (Do PER 
如 每 一 个 S, e ie RR .F 
RE CIAA ko KAE S 


a 


$6 EB EERLO SCENA AR 581 
3E n, URA (Do pra el. T 
S=] S= -| ydr 
7 M NE z). 


(nk M DR IE CHRUAM EU AT A AD Ai Lap 
BUILT DUIEMETI 
PERDEI T AERA, 
HC UR 

局 样 , 如 起 图 形 (Di 的 
SEL SEERE c RU 
直线 未 多 有 二 变 点 (图 3-6 
49) 。 再 识 蝴 嫉 GB 办 的 方程 d 


ih i 

3j ac- X (y), ECAD 的 

X RERO a= giy A esyd, 0 - 一 一 
JB. Ext REESE , 可 得 H 3-6-49 


s-[ x andy |. mo (y) dy 7 ls ed. 
T^ ERUNG— ZA AREE, 8T I EROR EE B $3 — 2X: 
NES il. may — yda, 

mm L eA sse, yO yD Cost JO3Om, 
Beli) =e T), yit) iT}, Ihh eiti, yit) PEIER 
wayay Cth, REX i TARRAA fo dIe T iyo sile, yii LERTE 
aai MAAR. F RE LEa Rt A a ul E a 
s&, i Hk L Bre MAA JER S y: 


r 
-| yos- —| yet tas 
a ls 


im 
B? 


S | wn | wt citat 
(£a Jn 


5223 € SRCSEE 各 种 积 妇 的 计算 及 应 用 


. "n 
E Se i| gdy — dn — zl [z (Py (0 —g ios (0 ]dt, 
2 ua ' 2f , 


[5] 5) JEH RAR R 
r=a eosi, y= baini (Oxis2-m) 
MARHA S., B Eili, H 
Be -jia ydr, 


Jkh LAME. TRIAR E e PRA Aa, 0) 为 超 点 。 
AY £A RAAE TRTI— 8, DUAE t 从 0 单调 地 增加 到 
2r, 于 是 有 


FE . ` ar 
8«-| bsin£(—asin tdt «ab | sin? t dé — mah, 
A JU 


4， 丙 类 曲线 积分 的 联系 : BRE ERARI HR HU 
个 的 定义 是 侍 然 不 同 的 。 AM rT E PAER, 两 者 
之 间 勾 有 窜 切 关系 。 我 们 可 以 将 一 个 第 二 类 曲 粮 积分 化 为 第 一 类 
曲 久 积分 ,反之 也 一 样 。 现 在 就 来 讨论 这 两 类 积分 的 转机 关系, 识 
一 空间 光 滞 曲 态 42, RIR so 于 并 作为 参数 (Mt X AB 上任 一 
点 ) ,于 是 4 方 的 套数 方程 可 裔 为 

g-—z(s),y—gis),z—z(s) (Qus), 
这 里 IER ABAK, Hols), yl), (s) Æ0, 1] LIAA 
导数 。 取 = MORRER JET Bur I Du RER C, 且 在 曲线 
EAj— Pob HER PE f Des Eg MER IE I — EE, REL CS a), (t 
DNIQESECSUE E 3I 1 BZAR m 
局 知 , 有 

a'ia) —cos(t, v) , y (8) = cosit, y), 2 (8) —costt, z), 
P(e, y d AELA APO LERES, RWE Ed 
烤 积 分 的 计算 公式 ,有 


$6 PT ERRA 523 


F 
P Pim, y, dr > ,Pleis), gioi. z0s)]s'(s)ds 


CAB^ 
e | Pots (E83, z(8)] cos (4, Œ) ds, 
iz — P 98 — EB EERSUOM EO EESRARBUIEHU, BIESEXAUBH s 就 取 
VEZ i TELH a £a de Ba BLOCS T — 1 83H HERUST- 
| 了 ly 2) eos C, nds, 从 而 最 后 得 到 两 类 曲 钱 积分 的 联系 
BA: 
" Ply, y, 5s | — PG, y, 2) eos (f, ads, 


RQ, y.) E Rim, y, m) Mh ab sut XLE AB. Rsi 
数 。 洗 全 与 上 面相 仁 , 可 得 


| m AE, g. zidy I» Qs, y, z) COS i£, gids, 
Jta 


Ca m 


. Ris, y, ad=] Ris, y, Z) cos ii, c) ds, 
CAM 


CAR) 


8 Eti — 4 AXI , A 38 —RERSIE ARX: 


| ~ iv, y, z)de Qe, y. 2)dy c His, y, 2) ds 


CALm: 
=| {P (æ, y, 1) cos E, m) Qr, y, 2) cos (t, y) 

J- R(m, y, 2) coa (t, 2) ds, 
HEREHERE BT] 5s Blk ps nz ij Rt 3c 
的 , 世 就 是 新 长 套数 s EDADRUZS RI. AR RRRS h eE, BA 
长 减少 的 方向 作为 正 他, 居 不 仅 左 端的 第 二 类 积分 要 政变 符号 , 国 
时 在 端的 第 一 类 曲 嫌 积分 上 胸 符号 也 应 改变 ， 这 是 因为 留 克 的 正 向 
Al, 23 E FRA P RIT IR]. 于 是 角 (6, m2. (0,9) ，(t, 2) 都 要 改变 
com, RETIA EOOENO. 内 此 上 面 这 些 仅 式 不 论 曲 
赤 拘 正 向 取得 怎样 总 是 成 立 的 。 


TE 第 太 章 
deii iof RU MAR: 
| — Pia, deto, ydy 


cA 


fe Bo BLZHFIRTOR RR 


== | n EPt, y? eos CO, a) t Qr, y) cos G, gh] is. 


(AR 


SERIE 6 D EIAS VR KC s 增加 的 方向 ,而 GO. wi REG, yo EXT 
Ago REI 3 ERRER GS. R Cs o) me, NE.) o 


—a, k cos it, yi ssa, PE EsX din 3g 


. Pr, gidad-Qux, qidy 


| TU 


-| [P i, gi eoat Qr, so sina] ds, 


DAE 
H 
E F 
DA 
1 
Ü -- — - -—— enm 
BE] 32-80-50 


[AT 


| . Pig, pidet hie, ap dy 


Hp a RETE 8] BEES GR K m the 


B rU e 5s Abi pote 
HERT AHEL E, n 的 关系 和 
le, y Eie A 3-6-50), RII 


COBLE, m) —cos(n, g^, 


cosif, Y) 一 —cos(n, $). 


E | POST 
AI 


LI. 89 3mm 


3X br sm — PIHREER XE TU B RA Bn Aran AE ibd 
35, 'E 55 82S i MT RA P nd 2 EET E re SELBE TE RAT TRU [5] 
3). Dis. SEI TY SE MA RA dh T] h OU RECS: > 

i. BHRR: 53€ Td mE nH o. An 


$6 AT Edit puo 98 SER U- 526 
(S) dE es, HIEBI AE RE BER EE CO S L 所 构成 。 因 OS EE 
光 评 的 , 故 在 UD ERA eN ALEE (3) 上 每 一 点 都 有 确定 的 
Wii, OPERATE E risp er imis Ee YE (S) 上 
取 一 定点 Mo MESH Mo ERAR ARAWAT REA i, i 
试 定 基 一 作为 从 音 6 MiB RA ISI. Bei M M Mo Her 
EREM Ee E48] — AR A A O 3 ol it Mo, 如 08) 
EER Xe B i ARRE L. F REIR OCTO E808 M 
SUB — ABRE FERGE ERA 8] EA R Mo BIO 9S (e ub RPSL 5 
FA HKLM pp Ma bpBEBIERIASSERE Jr i nrT8B iy Hi uz Uy gei 
HIR], 4t n P fb Es HH e pc. AREER- hoo, Bi oso n 
RUE H 650 ET EXEC ARTE IHRE, 5 og i m eu Ir d 
FERI 1H SE TP USE BAI EEG J B), His CSD 2p HEU (ESI, 
在 实际 生活 中 低 常 确 到 的 都 是 双 俩 曲面 。 这 于 单 侧 曲 面 也 中 
在 在 的， 所 户 府 被 高 斯 带 就 是 这 
类 则 面 的 一 个 上 业 型 例子 。 将 长 方 
ERA ABOD AHER — x SAT 
4E B; D A tg C eer ERA 
36-51), Hpt — A JE PF] BI H 
A S bt n -AARAA 
Ri nf EAAUBESE a E RU Ae 
SES AHTI A M di ki e x fg 3-6-51 
吏 象 发 华 的 。 Ef" hs EX 80019 dh E, ERTE VE REA A, Fra Hl 
iri pd X 0M B5. 
T 的) 是 一 双人 删 曲 面 。 如 果 在 (S50 上任 一 点 OM. FERRE EXE 
了 一 个 确定 三 向, 则 个 ) 上 其 他 年 何 下 如 :处 的 法 入世 有 了 确定 的 
方向 , 而且 点 Mi DRE US ig Se itr Mo SEXERUJIEEEUT d o6 dE De 
2E. Pe liia ,TEODUN uil ifi. EE A E Y —H BN ZEE 8] K 


EB WEAR GORBUMUBEROR ORE 


BEARR A fr ABA nif) zu. dC xbc T dB [ED DU — 
3 i Joe t e RE du ice, HUE ÉE C fb x Ab E EE i—i 
4E, 这 样 就 确定 了 曲面 的 男 一 便 。 BTIDCDOCDU HU dri 3 3 25 E 
俩 ,只 要 在 世上 面 任 一 点 选 定 一 法 线 友 向 就 行 了 。 
BEA WIR E T Ea Svo: EIE S 
AW AH, dx-—2Goi o y HA AE 
z—z2ic. y) 


AES, eb (ED EXT ET A EC (D AMEER, 
且 在 (0) RARRATE p- q. 这 样 曲面 在 每 一 点 都 


y" 
AUP, 从 而 在 每 一 点 都 有 确定 的 法 线 。 前 己见 过 , fs] GS) 的 
Ud BERRA RER: io 
= P. m 21 
COS A ET lg , COS jt = Virg. 
1 
COB PS oo g m (*) 


x41 cLpg 
MUERE LUIS] IUE REGE Ge, y, 2 ERER XR. MA ii i BERI 
HRJ Ts RIS A abr T SEBRCER S] BL MERRER T — 8E 
SERI EHBIBI Eat NS Y DURER). Kie, eX SUITES B 
选择 恰好 确定 了 曲面 的 一 侧 。 例 如, ARES, H cos » 7-0, Bp 
法 线 与 正 向 WRH o 3,38 fn, 今后 把 这 样 确定 的 一 个 称 为 上 
LUE A 38899 Ei 5 E arbe HETA, dE Tl E, HSE 
[i] z 轴 的 夹 角 ”为 钝 有 有 。 上 面 所 瑶 的 用 最 坟 程 > 一 2 (0, SD ORIS 
曲面 莽 双 个 曲 面 的 最 科 单 也 最 重要 的 例子 。 例如 ,和平 球 面 及 站 机 
面 等 都 属于 这 一 类 。 
Bit RGB AES B: 
T=F (U, D), Y= YR, V) y ZERE, 1) 


SCRINJE Bih (5) , ER u, o TE UV pN 0E DC 


86 POPIHAL BS D 
(QUA AE, Ai wt o), yr, m, zOn e) 部 在 CO) AE, 
HABRA. bjb, ROS) 上 沪 有 重点 ， 世 就 是 对 曲面 上 任 一 
点 GE, ya 2) ELE JA CO) RIE- -的 CATAE i v H Eai BR ATERIK, 
HARG, (C) Eg 080 BREA. TREES ER I] e 
TA FA RC: 

EI B 

EJA RLO M ER O 


COS À = 


C 


i" 士 \ Aq. BR 


Ah A—gyzo—£xysB—uzms—25.,C-—99.— Jm. XS BAR GS) 
EER, SD A, B, O VERE ARRA. HO cosA, cosp, 
cos v 都 是 在 (O) 内 速 炉 而 数 , 从 而 法 线 方 向 随 点 的 位 置 速 续 移动 ， 
因此 和 和 上面 情况 一 样 , 根 式 前 符号 的 选择 就 确定 了 曲面 的 一 侧 , 故 
43) 也 是 一 个 双 例 曲面。 

JA Er terim Rc PA poU E. Jm (S) J^ PER HL 3G 2$ 
点 的 光滑 曲面, 它 有 两 侧 是 很 明显 的 , 通常 分 两 倒 为 外 侧 和 内 便 ， 
BO CS) 向 着 所 国立 体 的 一 侧 为 内 全 ,而 另 一 个 为 外 侧 。 例 如 , 车 球 
Ji Jj Fig a? y 22 — RP, 它 的 外 全 对 上 定 球 面 (2 汪 中 是 上 侧 而 对 
下 全球 商 是 下 依 ， 它 的 内 便 对 上 竺 球面 是 下 侧 而 对 下 中 球面 荐 上 
fif. 

现在 我 们 来 锐 明 ， 一 个 无 重点 的 非 了 曲面 的 侧 也 可 以 选择 它 
Pi CD) 的 正 向 来 确定 。 因 为 如 果 把 所 选择 的 CL) EAE TRU 
面 上 的 法 粮 方 向 用 右手 定向 规则 衔接 起 来 ， 亦 即 假 想 一 观测 者 与 
法 矿 同 向 地 站 着 , 如 果 他 沿 (L) 的 正 向 环行 -- 周 使 与 他 紧 楼 的 曲 
面部 分 总 是 在 他 的 左 方 , FE CD) 的 正 向 确定 后 , 曲面 上 的 法 粮 方 
向 也 就 确定 了 ,从 而 确定 了 曲面 的 一 侧 。 洪 改变 了 CL) 的 正 向 ,法 
线 方 向 也 随 之 改变 ,从 而 曲面 的 俩 也 改 安 。 赫 改 用 左手 定向 规划 ， 


BYN WER DR  RIBEURMÉ RAR M 
ENX PIRE ETER CL SR, E RA 0]. Icom. 如 出 
E Y HREJ E LA EE T m AKR E To) 330 
H, an nf EOE AECE Tk eE AJ i, 也 就 是 改 
z: Y S, ATALA T CLO AE, AAT iid E Ue oe 
AARAA Cy 5. EE II 4E, eT h Aa RU Eat Rit 
YE, [H HAH Cy iae fer ME T EAS. cPüEdE CY) Ar T DUI 
Bin AE - Im BU UK. B SE DEEESRZRAK GRE. 00 BPrIEIBIA GF 
定 问 规 期 , 从 而 4 不 能 作为 这 上 陛 束 部 分 的 边 窟 。 有 从 RAAR, 如 
RE rdi p n RU], HU E i FE PEEL TR EIT ELE 8 Y. el 
JU xx TerAM Hc d uir D E up. bez. m EGIT RE I6] , A, Ls 
xx Y 'EBSAMS BIER PUT RESITA AeA, WATE 
HARE, Hla rei 1 uz E S Jy gap dns iE DT Mns ok y i—i bi 
之 , 曲面 的 定 人 同和 定向 是 河 “ 件 事情 , mie LE Yo. 期 疝 世 就 网 
ÆT ZIR, APT, 4 -06i hmh i78 :—209.20 
FE, HEBR HAG RAR GOH, Amft C0 中 的 根 式 前 
XC Van EET iB E09, g 5g EI e WE » Jy 
if, hB IRLPV RE REIR] Lg. JXRÍECECT SERIA HUE, A SRHCSCENE 
2125 [i3 Ju E PL CELO BER, A TEES ip CER. EF, RIESCO BE 
$1257 168 29 CELO BIER 

2 第 二 类 曲 芽 积分 的 定 闵 : WE, ER RR 

z=, y) 

SCRI ARDET (9 ,着 世人 0) 在 二 了 平面 上 的 投影 为 边 
TBD S (70 RGAE a). BAE T 
4l , A TE T ERE wii EW, rhm EEE BH RE 
IKITHEAN ER A DO. AAA I8), 

HETER I8] itii 05) EXEE TRI 2p 2S2 D n oI S 全 一 二 2 
nje EG 3S, E XY Ah, MA Anf ELEC Bic a ay) E 


$6 ave cupi son coetum ao» m 
^H b 4 $98. dC Fe EO, Hr Bb n D^] iE fig 53 A Y RIRIÉO II 
致 ,这 时 所 有 GERE EDS d BURAN, RU Br t S TRO L3 ANY. P IBI 
定向 相克 ,这 时 所 有 G. STEFAN. DUI NEUE Jio. v. m 定 广 在 
US bk fedi ER S; REIN POS m. S0, PIER: 


o= fi Ein mns G0 Di, 


其 下 D dez G A, 由- 上 所 过 D. ERE TE B EPIRA SE 
Ei Sra M EMRA E., di dio S, IEEE. BAE A= max ihh, 
MP AO 时 , g ARERI, HL 了 与 曲面 分 前 的 方 读 无 关 , 也 与 
点 五 的 选择 无 关 , 则 称 工 为 了 ie y, 2) dedy illiid (S) 的 选 定 的 
一 便 . 上 的 第 二 类 曲面 积分 ,认为 


1- |l; (m, Y, dedy 


E TUER rZ oem ERLAR E, HRBAT 
第 二 类 曲面 积分 : 
i fiw, y, zidapdz nk Irc. y, cideudm, 
GS) 5 


HAGE AULIE AEA E 

[f Pir, y, Ddy dtola, y, pdzdr t Roc, y, Ddedy, 
Hh Pis, y, z) Qia, gy, 2), Ro, y, zoe EE us SC TEBS LH] GS) 上 的 
有 界 醒 数 。 民 这 些 刀 号 部 汪 有 标明 选 定 的 是 惠 一 侧 , 央 此 ,在 积分 
FPE PEE E i 88 09 Ur Tn 9-8 DE 73 o 

这 里 劾 注意 的 是 :加 果 沿 曲面 的 另 一 侧 积分 , 卓 所 得 的 秆 应 当 
变 号 ,这 是 因为 和 c 中 每 一 面积 已 都 变 号 , 从 而 0 本 身世 变 号 。 
圭 此 第 二 类 曲面 积分 与 曲面 的 定 侧 或 定向 有 关 ， 如 时 改变 定 仙 或 
定向 , 凤 积 分 信也 改变 符号 。 忆 忆 一 下 第 一 类 曲面 积分 的 定义 , 生 


530 第 二 入 Qp AA RAAR UH 

TERI c "B ELS, BEER CER Di, RNGA dis HEBR E (RE E Fe EFE, 
S, Bail p Re 3E Du. Mad $8 2E RAE 5 db TERT 2E (UI e 
定向 无 英 。 

特 基 地 , imi S. ERRER OT zo 轴 的 柱 耐 上, 则 这 S. 在 
XF zBili ES EXASEDg — HERR. 从 而 相应 的 面积 DOSES Jar EC 
曲面 (5) ERRET con E RETRE B A, IL CS. 上 各 小 块 面 
SEXY AMHARA E o6; D. EATER. Waffe —0, 
在 这 情况 , 必 有 

fec. y, d)da dy=0, 


(83 
上 面 考察 了 用 显 方程 mrw, y) 表示 的 曲面 的 情况 。 这 情况 
的 特点 就 是 和 = 中 的 所 有 Di 部 网 号 ,如 到 上 俩 ,出 它 俩 为 正 , 取 下 
倒 则 为 负 。 在 一 般 形 状 的 阴 或 非 阴 的 双 侧 曲面 , 沿 它 的 选 沦 的 一 侧 
的 第 二 类 曲 而 积分 也 可 以 作 亿 地 建立 起 末 , 不 过 这 时 所 有 D 不 一 
定 间 符 续 ,省 们 为 正 或 负 决 定 于 S: ERRAK E 3-6-52), 


图 3-6-52 


#， 两 类 曲面 积分 的 联系 及 第 一 闫 曲面 积分 的 计算 : 上 面 已 


Fh v PT 


$6 ATARE A OBI Plor 531 
BERIHA Ds ERR A, SHE e ORAS IBIRU, ERI E qe 
HIR ,我 们 可 以 将 -个 第 二 类 上 曲面 积 委 化 为 第 一 类 曲面 积分 , 反 
eiti UHIRILHI lA RE coo cie, y? ROR ER, EXE 
iE Ef.BD—-59 DD 二 0。 近 曲面 面积 公式 ,有 
Si Jl CRAY GEM EM] e Bos, 表 示 小 块 的 面积 )， 
An» Rdiili s RE SCA chuck f.» D SR bie f8. DB 
eos » ER G piede, Urbi. E G: AMADE S bx 
A-A MER RERE 2 A vi AEEA: 
B= 或 DS. 
H HAAF o 中 ,得 
o= S F lE ns C) cost S 
更 在 作 下 和 ! 
I-E f, Tiis £2 C08 v, 5,, 
HE s EA CE ms G0 外 的 法 各 与 正 向 z hic. ao S. ATA 
么 的 最 大 值 为 *, 根据 第 一 类 曲面 积分 的 定义 ,有 
Iro. y, z) Oog pdis 一 lim 了 一 lim > PAPACIE Ths Cp 008 vii, 


{By 
sioe tap SAC: 
i 一 了 | 所 :> IF (Ei, m, C)! |e08 vf — 08 viU, 


MY 'cos p; -- cos pil S, 
4 


其 中 M 5 fm, y, z) gr. 内 coip ==> 了 -本 Er di e 
HEE, cos v fE GO B ERE DC b (0.0. EXER. afi ETE (0.) EAS 


az AR FAR SPARARE Hi 
FEA BIDS e >U, 44H 5760, KEE a) A RES 5538029 
EDERA IER Si BEZH A26 时 ,有 
"COS r; —CORG, CLR, 
于 是 有 
lo — pz MSe (XX HELFER IR] E BES dex 00 的 面积 ) ， 
由 于 e PFE, CH 


lim c lim 7, 


z- 


IERRA || fios y, 2 eos v dS, IARR || fys 


GR 


z2)dm de, 战 得 
jl fO. 8) dadg- IS y, z) eos p dS. 


AER F y o E E, MA wE, AE 
端的 积分 世 存 在 用 病 者 相等 。 这 个 下 式 就 表达 出 两 类 曲面 积分 的 
相互 关 双 。 这 里 要 注 瘟 的 是 :如 原先 选取 的 是 曲面 的 下 出 , HIE d 
酌 积 分 值 度 变 号 ,但 这 时 因 » 29 £d ffr, ii cos v 也 疏 变 符号 ,而 右 闪 
的 积分 代 应 变 号 。 因 之 ,公式 之 成 亦 与 曲面 的 便 的 选取 无 关 。 

HERR, BA TRN: 


[[ Fm, y, 2) dyd- JE z) eo8 Ad S , 


(85 i 
fi Tit, Y, 2)dzde = ji Fie, Y, Z! O08 1 dN, 
(8) F) 


Jp AE u AA (S) m 开间 e AE y (iE PEE: 


«BELGES Arrest: 
[| (rte, y, ddyd Qi, y, dedo e RG, y, 2 dmdy} 


1 


-| (PG, y, z)icos Am Qe, y, 21608 mt Rz, y, 2)cos v dS, 
Gu 


EL EU d 
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3 dk da ie 5 EB IUPARBTSETRE: HU. 3B RbOAGH 3 ge 

| fim. 93 X [gom lil o8 HIE, dE Ue yo BT (S0 (E XY 8 

面 上 的 投影 区 城 (Ca). GREG Lu. PES: aai RER 
D EEA. E (£i, Thy GO TE GS) Fl, fi Co (En n) TES 


o - 3 flè, Th. LEJR m) ] De 
从 而 0 ka F ER 
j! Fiw, Y, ziw, yds dy 


BEIA (GO E WOTE oy BIG IEEE RI. FUE je E (GO RIN 
RER, M4 Ama HF » WAFA, Mid 

JEL y» z) de dg =- [| F, y. zi, yi dv dy. 

Q5 (Tu. 
FAE Bil GS) 上 倒 的 积分 化 为 CS) YE vy 平面 上 的 投影 区 城 
《cs 四 的 二 重 称 分 ,这 二 重 积 分 的 碘 积 男 数 是 由 Für, v, 20 EE 2 4X 
为 曲面 五 程 中 的 虚数 i, 引得 来 的 。 加 f(z, y, DES) EXE, 
HU f(x, y, tm, si dE (ou) EXER. 从 而 .上 式 有 端的 二 重 积分 存 
在 ,这 时 左 如 胸 曲面 积分 好人 存在 革 两 者 相等 。 

洪 取 曲面 的 二 侧 , 肝 曲面 积分 变 号 , 故 有 
NEG y, 2) da dy == — [f re, gri, y) Jde dy, 


rey 


同样 ,入 有 相似 翁 式 : 
| |f. g,2)dpydaz— + IES aly, cq, ddyd, 


DE Tyr. 


[| Fe, y, 2) dz dæ= + IEG ys, 2), z)dzdz, 
is (se: 


XX sx En iE H BE EET RORA R [od ,例如 第 一 
4 ZcX Heir tiir 05) 85 d a w-- (y, 2) , Hir ob E. 


534 FOA yii  dGrPRBVAMVIBD GE meg 
FU; di fL, Hüte ze Xr um. HU pratis E RR ER Iu 

én Elm USD die rcu Eh, YS gium zz t 
表示 ,也 可 将 第 二 类 曲面 积分 化 为 一 重税 分 计算 。 国 为 


C 
二 十 " e 
OR ro T M Eae B* LOS T 


TESÁ PAS A EARGACECUA DA JS Ub tfr 1 2 l3 C ROC 
EA Ya Z) heidy = fro. Y, Z) cog p dS , 
C82 3 


n 


于 是 有 
上 ye y, dodge [Í ftot, s ns 0), zin 10 dude, 


in [E 
HR GO) UV Api E v, o EERE. 3X 'B EL GOGH BE G9) 
廿 没有 重点 与 疝 成 ; RR eiu, v), yu, o), ai, o) WEO) AE 
AHA GERE. EREA MT Hirt GS) 的 两 个 倒 。 特 别 地 ， 
Au UV AE BE xd PZ-T di Ii CS BR bg 0n du Jefe acti , 其 
EREE. MHE, UARA: 
|| Fe, Y, Z) dy dz 


18) 
- +|| Fiet, v) YE, 3 200, e) A dude, 
CO» (*) 
ife. y, 2) dz dæ 


IE 


一 + f| Fieu, U), yiu, 0), z(u, o)] B dudo, | 


Un 
EA. EBrfosh RU PHE SAGE AeA BT hii 05) 99-10 — 
Er Ea H AMA, XXBPHruBUE 05) 的 积分 即 等 于 沪 这 有 
段 个 光 请 曲面 的 积分 之 和 ， 这 是 岗 为 曲 和 面积 分 阴 可 化 为 二 重 积 从 
素 奸 算 ， 而 沿 整 个 区 域 的 二 重 积分 等 于 洛 租 成 这 区 域 的 各 个 部 分 
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EX BS ER ZA, 
[B6] 计算 了- [fen dy dz 4- yd das -- dc diy, S 是 四 面体 


OABO B gigi iii (Bl 3-6-58) | LERRA E TEC Ein E D i5 JC 
的 。 BRA 
t-f i 十 i 4- ji | + [[ ce dyde+ydzds+dady, 


ita RB) (OBU) TH PS y 


RI 8-6-53 


| (24-1) day dz 4- ydz dic +de dy 


«oam 
= f da dy ~ — li dm dy = — 1 ， 
«om [Uo pA 
| imt Lidy d'a d- dz dn Tt da eds) 
[EHE TRE 
l j) ME jj dyds ~ E (H s—0), 
(AR PER 
| (D dydz tydede dz dy 
(Dim 
一 || ydz do CERDA 
WAE 


536 "EE FAE (OTRBLDRMIBLSLA NOH 


f (全 十 二 本 一 [f (2—y— z dydz 


[^ (ys) 


z 1 一 . 2 
-| dy | (2 =y =a de= g? 
ü "EL t 


f yaz da= li (1—2oz—2)dzdg 
Ca uc) acl 
i 业 一 工 / 1 
= [ae (i (1 —em3) dz= 6" 
. | 1 
{fa y= || dr dy Z. 
p Ca BC (ual 
HS 1 2.1.1 1 


[P7] 计算 [二 If mly dz 4- gd do: --z*das dj, dcr S 是 球面 


GR) 
(y —a)*-- (i —5)?--(z—e)? | EP, HRR TI SR UG PEU TER II s 
现在 计算 


y> i zd dij | | 2 十 | | da dt 
CSS un URS 


Hh G9.) A (0 AMR RR. E ERR AE FER, 80 
(S): 2— e - A B? — io —a)? — ap - bi, 
(S1): sse — V R*— (z—a)?* — (ig—bi*, 


AVES g= (—60)?-4-9c(2—6) 3-6, 于 是 


fa= | LG e)? —2e(z— 0) Me] de dy 


Im 


-+ f [0 Hao) ted dy. 


但 | (2 — e) ale dy -= (R3 — (x yh dady, 
(S2) CELT CI Uo cen 
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ff (2 —0) dm dy — — f iR — (x —a)* yb dedy, 


ZSD) very rg bts: E 
[n4 l| (eda dy | iz— c)? dg ay =U, 
in t 
[i] Jl &dsdy4 || eH di dy --0. 
y E 
AX ff {z— e) dm dy = il VE (s —a)! — y — b) dedy, 
i Qz—a) e mb He? 
| (z-- e) da dy = -- i VP (e—ai*— (gy by dady 
C (ms E EEEE E 
-[i (2— e) da dy, 
(8a) 


katt Taste [f RS (e a)? - iy 53? dz d 
(za rye E 
Sxe h” 


D 


ER 
= | dp | ~ y? ydr = 
a 


DEE: 五 Jj eamus BUE 
iR 

Ban Ba b HR? 

I, IE dzd = 二 gc. 


MESI 


Ht =h lti STE arbo, 


[PES] 计算 积分 s= || a dy dz, dt S RARI 5, t D^. 


2 UG 
EE 1d ETqUR, ELEUBUS T ERR DINI TER. 
CI nEEBER D SOS SA, 中 形式 : 
wean ptos, y sin psn, zee p 


(o es m. sb «2a. 


538 TOWO d EAE EAN 
根据 第 004 AA GO BIR ox Vlr 


r-x|l a? sin? p cos? G- Adp dé, 
(Qi 


其 中 (0) 是 oU7B Ei EB E SEO p x T, OO Ens MS BERE 
A= besin? o cos 0, KARGI EU ; de Rz HT LECT 


F pèz 
了 一 Qipe | sin’ pde | cos! o do = 2. mabe, 
0 0 5 


习 
1. 计算 一 或 积分 : 
1 ^ 2x 3 . 


2. FIRER fin. 地 在 下 述 区 坡 上 的 一 个 二 实 各 分: 
(0) BLOGO, 0), 401,0), 80, 1) 为 顶点 的 三 角形 ; 
(23) BIER 1x3 yt d: 
(3) ABEER DER |z| ovis BRIDE S 
(4) pi gen, y —1 EAEE, 
3. 在 下 列 积分 中 改变 逐次 积分 的 次 序 : 


E! at gi 

e». fiae "res oan: en fas [^ ftm ay 
n E IU E 
23 viar o fe LEA 

e faf Fei a Fs re tm 


(8) [ as [^ "foy dy, 
4， 计 算 下 列 一 谍 积 分 : 


(1) ayet de dy; 
iaie] 


(2) if (styp aen (s-a dedy Genle- y) d£ a y R E RA) 5 


PUES] 


E m 539 


(3) (f aytdx dy, £ f£ Hi EE y= pr EER e= 5 (ps 人 所 春风 


b ERTE 
(4) [[429*. («-0) o ELENE (ay a) AAE a ELF AI iR 
2 A B A HE dE — ERCHUR AES Fh Er Pd t B Cet : 
(5) f| Gr y drdy, Q JE y—rx,y—rc-8,9)—n$!]y—38 (020)3 
a AEE A 


. Bio tela, 四 上 可 第 9 o G TE Ces 3]. JAIR, B 2s. fO g G0 AE E 
20, b; e, dj ERARA: 
j EZ ax- [" gn dy, 

B o0 2r (us, Uo] FIRRA, fO, y) EER R LAR EE PUn, y) 
Xe R kapea BST [ues Cal. SEIS o7 £x, 20 348 R T RT El. 

. BEEIB EDOER D dE xc BERT y ALRK 29 La do D Bp BUOS 1D]. 
(a, B) Jy D 内 性 一 点, 证明 : 
(i) (4 — a) (x pdr dy 

J 


* HI|ID|; 


HE 


E 5 HN 
m td 


(2) TED (z— 8) dx dy 
D 


. CI REAK 
l, (sz, pA c Pty P PER =g ih, 
ti fa 
了 (cy y = 


0, (a, p HERR, 
f£ [0, 1: 0, 1]. 上 的 二 重 积分 不 看 在 但 二 个 二 区 积分 存在 ; 
(2) gEfE[O,T; 0,1] Hl 
M Dap "m 
tR e PO. | 
T. gayil, 
1 4 Uu m 
z AEI f r, a) 二 | 
Ù, E aps, 
B HH Bp ox BIETEN TET 


540 
p 


10. 


11. 


入 一 篇 JAR PARAR REA NOH 


. HURRENA [ F (o, aedy rb, BRANTEN CF FARRER 
" 


5p T ESAE T 
(D G: ÆJ] x? gala35, y o0: — (2) Or AERE gra v8 hyt aht, wz0; 
(3) Qi B| x*-c- yay Q0): (4) £8 EA JE, D LxsnaQ 0 yug, 


XE FEEDS DEGERE. c. EXTARE 
(d) frac f” re, Way eash, Ogas), 车 | scu 


2 "or 
D ar pts dy, us ety, ene 
n -~ 


人 有 | Fe ypdrdy, Jeh O semis yV Ay =v ren 
re 


X= H CEA, 


界 的 区 域 。 xj 
底 用 极 坐 标 计 算 下 列 一 重 积 分 ， 
(1) ! ec m ard; 


cipue 


y= sint v, 


(2) sin v 22 Tp Ag dy; 


margt Ft 


(9) ffetpdrdy, 9 JEN IT 
Fe 


2， 盖 重 积分 的 儿 何 底 用 : 


QD HU BEN EIGRTETRT 
G) PSIBIEETS] y? 27-5 o2, a9 - 18: ca RRR ER, 
(D) PIE z—m-—ba.:—0 与 村 全 Ov +y) —2xy. 所 图 的 x0, 
0 的 部 分 ; 
(3) BU SEES ER rc FIBI RS FEM E 


Se f UyPMA S gdy 
au (5 十 5) = 42? 
eno Fr HJ 
MITES Nat N 5 c]. 0,9520; 
(3) SETTE STRE HE AGRAR. Fa p S R: 


可 m 54i 


(i) zd y—a, xogeb, YSE, Y= Br, 


(1) y= g5, ry = 285, y — m, yie >h, y>), 


GiD (ast py toes (med byy ee) Rh Cabs ab, ho» 0), 
13. 计算 下 列 三 重 积 分 : 
a f[[ «mote ya, V: 由 曲面 Sey yim, 2-0, x— R 


(à 


(2) [|f sysarayas, PI zy c25—1,020,9290,3:20080]&. 
(O3 


l4. TRI FS EERUGEASE EX CV) POEARTEQEE RATE: 


i f TE E d ` 
i TQ. Y, 2)ndz; 
a o a ag a Fr. 9.2) "P 


1 vica 1 
e ff afi fenus 45 
-1 -viue vadat 
3a 


1 1 
(3) Í as[ dy fG.n9,2)d:, 
D Iu 


D 


15. 8E FSIIOREU 
"y ffi z dady dë, (Vip Bg Ex ac y* trta Re, våt ytet Re 的 


e ZI ABS ATIE MR s 
as df NES og u 22 2 qUsquxs 05 4023 FM 
e» fff a a a dedyds, cover Loa. 
ips 


l6. HIER H: 
(1) 利用 球面 坐标 或 柱 面 坐标 计算 下 列 曲面 所 界 体积 : 
(5 aty b iB PRRI x59 — 25e PBA 
(1) (3+ yI + eI ia da ys 
(2) AEE A F S A AER: 


G) (4 pA 7 y EE SE 
ai pa [rl ai bs 


(üJ-£: e= ap eos 6 cos p, Y= bp eos 8 Sin p, z—cp Sin D), 


EI Z3 
Gi) (Z+ wy «( 2) —1 (10,920, 220, 8, b, 00), 


(11) z—m4-4, s itt- 5). cya. guy 249, xy, r= y 
(x,37-0), 


17. AR- -类 曲线 机 分 : 


il 
由 
t2 


18. 


SIR PAE 各 种 积 女 的 计算 及 这 用 
(Qo. |, (tyds, 1: LOO, 9), AC, 0), BO, HEREA 


(D | ads, ti MERA Bin PEA E H AeA; 


(3) | (rg 32--23)ds, it [BERGE] t= a eos t, yasim 6, g= bt 
1 
(atar); 


(h f ads, i: Atama ER Hyra ARR 
计算 第 一 类 曲面 积分 
(D) J| wrytsas, Si EARM]: 33 yita, ÓL0; 


(2) Je. S: pelji t= Heo €, y= nin vy =e 上 的 一 
5 部 分 Od OsirsEx; 

D lj dE, Si RI Hata eale 0) 夹 在 难耐 iya 
s —23 SERA: 


(a ffe 4ag3dS, Si 体积 v IF cenl BORA, 
S 


19. RAE a PE P RARER E RERE fi RRA BES E SB EE I 
JEER: — TEL CRIRE E HL EH, HEEN Ep RAEI on. 
20. GR FAERIT SERE TRADER DAI RE 
(1) ay—x?, rc-y—28 (80: 
t (320 r—a(lrcos p) (Oxiq m). 
21. RAAME Oel, 01，0s 二 的 物体 的 质 是 ， 若 物体 在 点 
Mix. y, a) BSSEHE E e= atya, 
22. RA rti jr k I ERU 
zi P 2 ~- 
(1) wi ja pi mx. 0, 220; 
(2) s= +y, ryen, s—0,9-0,:—0, 
28. Rh T7 AARAA E TATE SE = 
《1) z—xib yh, 8 十 二 土 1y teys tl, 7 一 由 关于 = fi 
(2) EF ERTEN t- 
24. AGIN: 


QD) AMR Ry H3, 2-0 EP a Rd T (0, 0,0. (o 0). RRAS 


25. 


28. 


di 


a0. 


3 " ^43 


morm tg gat: 

(2) REJE xí-gü.o m. 0 c s APP BOO, D, 03 (em Ao. AERJ 
qe E991. 

D EE e= a cost, y— b sin t ARRIERE Otalari, RE dbi A 
Af Gr, y) TORREIRA o= [wis 

(2) Xii r—au-csni,ueal(l eost) atar, BU BEME 
心 , 获 人 密度 为 均匀 的 ， 


. CD RBA RUNE I “= l (ritat, Decal, IETEN EE S 


psi} 


(2) RSR ty? tsa (220) Xd Os A E o 


- 计算 下 列 曲面 面积 : 


(0) z= ary AREE a cu! — a? 内 的 部 分 ; 

(2) imi atate 1 c ym eyes Da (a> 0) 所 办 部 分 的 亚丁 ; 
(8) EEI 23 y? — e? BE — EB x p2—0,2—2—0 (n 0, y OE REESE. 
计算 FPR RRRS: 


‘1) fo (6h 229)dz-- GA —2ray, (O Mb UA d (12x01); 
t 


人 o (mbeyx dae Gr du, OHIA, 0), BO, 0), CR 1), 
DO, D 3 ob E d Re; 


a à 
0» » (2a—wy)du-dy. ()X eR cad —sint)4 y—-a(l — eas t), 
ig " 
F . 
Qux WQ—E M -' 


d NIE (aha yid, (DRE e, y ect, z—at E 
vatal pqig Ht. 
E OLBER (LO 在 光 请 曲面 643) E. (50 RI EO ex fF Os 1, SERO) 
在 XX FALAR BRE UO i P Ge, y DEUO LAR S 证 明 
Pa y de= Pe, y, f Cry ylar, 
WR: ERRER 
| PartQay| zra, stb Louisa bee Kai, 


第 二 篇 稍 具 齐备 种 积分 的 计算 及 应 用 
N onem V Puget 
HARTE Aat 
I =d NC dy 
E 二 和 (r3 + ey d- 92) 2 H 
HAER lim ze 一 0， 


81. RISE TIIR d ECHTE RA 


a» IER 入 一旦 60390. y—d sin? 4; 
(2) XUÉERR (a3 Ly at (at yx), 
， 计算 第 二 类 曲面 积分 : 


{i} I Ge ra d'a di + (gd dz dr (2 4 xdrdy, 
i» 


C80 Ji LIRE R A GAS d fk CRX JE HESS 20 BTERERI, T In] PF BR; 
(3) f| ouds +s Jdzdzch(s)dzds. GU f.sg, ho, 0) 
gS) 
ARPA BIE Qaa, Üszyczb, Prao AH DR 
e [fredde 
[| 
m 


BUMBGO: Slo Poo 189 BARETA EA 


第 七 章 ”各 种 积分 间 的 联系 和 场 渝 


上 上 面 我 们 已 径 急 述 过 了 二 重 积分 , TERA, BRR. 曲 而 
TUE AB TEMA. TébX ME E, REE 
IFIZCRHBUEEIR, WERI Ak (Gren) 公式 和 奥 斯 尾 洪 格 拉 德 
斯 基 (Oerporpanekut) 公式 ,前 者 建立 了 一 平 而 区 域 上 的 二 重税 分 
EPEAK RRR RA KR; Je E Y EE [C AX ER 
和 分 和 涪 这 区 城 坊 办 的 上 虹 面 积分 的 联系 ， 因 进一步 利用 这 些 个 式 
Fb PREE AEF, dd 
FR PAAT ALS YT A RAIN E SCRURE SUE K 59 35 E38 20119] Br e a 
点 无 关 。 本 章 最 后 将 初步 介 和 有关 场 论 知 识 。 


31 桂林 公式 

首先 , 可 进 一 个 重要 概念 , 部 所 谓 单 连通 的 概念 。 改 一 个 平面 
区 域 D, An 4 ZA YE EEDC EX A VEI — AR EE DIT ELE ndELS EE 3 
D VAS df RRA E RR 9 — P3, APE ER D AERE ^1 fs Hl 
称 为 复 巡 通 的 。 例如 至 而 上 的 图 Hy cl, APEM 27-0 都 是 
单 连通 区 城 , 而 图 环 Oca yl RAR, UT RU, REOR 
城 由 就 是 不 含有 ' 洞 "其 至 不 售 有 "成 洞 “的 区 域 。 如 果 区 域 卫 是 有 
限 的 ,也 色 和 不 利 展 到 无 竺 远 的 ,出 单 连 通 的 概念 还 可 以 更 简单 地 表 
Ww: 区 域 卫 必须 是 由 崔 一 的 一 个 闭 曲 重围 成 的 。 图 3-7—1 中 答 
出 了 单 连 通 和 复 违 通 的 例子 

糙 林 研究 了 单 速 通 区 域 ( 袜 ESER AA A kA 
eB AT: 


546 FEA Mea 各 利禄 苍 闻 的 联系 和 声 广 
XEXECEBHORGD Rk DÆLD? CUBE LIAPPTRLIP SES 
KIR d i P ir, yuQ, y)ife D A 6 EIERE 共有 对 了 和 2 的 
连 纺 偏 导 数 , 胁 有 : 
íf (2& — 2b) dz dy- 中 Pdz-M-Qdy, 


Br êy 


EFE! 


LE E TE 


这 里 右 端 积分 路 厂 的 方向 是 和 区 域 正 向 联系 的 ， 即 当 一 人 沿 着 曲 
和 线 全 行走 时 区 城 卫 恒 在 他 的 左边 ( 亦 序 股 闪 右手 法 则 的 联系 ) 。 
这 个 公式 称 为 格林 人 盈 式 。 
[HE] a (D gu dp v—ui.yyin),aab 或 
(um), aces) oss d BAREA 37-9). db DT MEM 


所 以 
È at "à aim 
[| $E a dy- Í dæ " ee du- | Pie, DI" dz 
A y ü dne ey 4 uon 


= | EP ie, ya) — PG n (2) Ma 


=j Pig, vds- f- Ps, y) de 
AH An 


ce} 


= -| Pia, af da~ |. P, Yar 


(2) eu 


-一 pig, pde, 
un 


3i Rb HOA 54 


AE Lo IP aane SEN (D) phie a AAL E 


3—T-2) ， 
"d Faiy) 
EE M è dr dy- pe yf M da 
e EELSES) £ 
ü» i 
b QUr, y)dy, 

. Q | OPN, au | , . 
Br J C és Oy ) da dy D P da +Qdy 
BOE. 

y 
| NNNM Y= yte) 
f£ 
4 mcg 

p 
"AN | 
m TUM MC i 

| | 
D E CU 一 了 

Hp 8-7-2 E 37-3 


3k D EJ] E REXÉ DXCJC (DL 377-73) , Maik GO) 把 区 城 
D t3 Ro CL) 和 (D. RREK, RAABE, OROAR 
SL BSEC di ie dz T — 7 AER, EIU ERR RAA: 


aQ _ aP P | f 
jf (s - Ay) dr CAL dz 4d dy-- P dz4-Q dg 


+| 一 > Pda t Qdy- |... Pda Qdy 


= Pde+Qay+ PdgtUiy, 
(Li " 


548 第 =: 篇 Abi de BELARUS RC RE SA 


XX IB CD) RE (D SUE IER ZERO RIDE BC ui EAR AS. READ. A 
APTARI RH TUE Ar e ix p pe RAE R RRR T IET AREE 
BE biR LERA RRIA 18] EURO DC dee ELLE Ind FH 8 o 
del. TARASA Hi P— —y. Qv, BBEEI- 1 BESEIPRG 
面积 DERAHE L—3* 36 
D- || da ty- 2. $ = daj—4 ds, 


E31) 计算 积分 || e^ dedy, 此 处 (oY 是 以 (0, 0, G, 1), 


LF) 
(0, 1) Ju TB — PIECE RU 81 #3) A 3-740), 
HRA, Eh P=0, Q=, E 


Il e dæ dy -=$ ce " dy 
[C e 


-| yre™ day 4- m te" dy-4- m ce" dy 
ATH FIM CL 
1 : 1 i 
= oa 
| ys "dg 2 22 * 


Y 


tD 


4 z} 
图 3-74 


[2] 计算 || eudedy, 其 中 9) 为 单位 图 。 
i) 


32 SEHE EHI fU EE e a Bay 


i RIR ERT P -0,Q- ; oy, 所 以 


H EY da dy : $. 
th 


i) 


- aty dy 


cos? tsin t cog £ dt =0, 


82 BUMPER LOIRE EC 

普 先 蔓 对 空间 区 域 仁 一些 说 可. 

和 妈 果 在 一 个 空间 区 域 中 的 任何 师 点 肯 相 用 全 属于 此 区 域 的 了 则 
FREESE, HEIER IE AE. 艾 妆 果 对 于 这 全 区 威 内 的 什 
何 阴 曲面 此 可 不 移 直 区 域外 的 点 而 速 窗 收 籍 为 一 点 ， 划 称 此 空间 
区 域 为 二 杂音 连通 的 。 如 果 对 于 这 个 区 域内 的 任何 曾 曲 线 角 可 不 
烃 过 区 域外 的 点 而 违 神 收 和 藉 为 一 点 ， 即 称 此 空间 区 城 为 一 条 单 巡 
通 的 。 网 如 球 的 内 部 区 域 知 - - 杀 童 过道 的 。 两 个 辐 必 球 之 癌 的 区 
域 是 一 继 单 连通 但 不 是 -- 蕉 单 连 溃 的 。 阅 环 面 的 内 部 区 瑾 是非 二 
MER B e JE — AEG. 

38:9 /45:15 EHE i AERE ir TOARE (o) 上 的 三 重税 
Zi QUERER Br E CS 的 积分 问 的 关系 如 下 : 

定理 ( 奥 斯 特 治 格拉 德 斯 直到 式 ， 以 下 简称 奥 氏 人 下 式 ) BA 
间 二 厅 单 速 通 区 域 Co? nai. lib (8) Joe CP un, y» 2), 
Q, y, 2, Riz, y, JEN A (2 上 具有 关于 s, gy, o Bodo 
SP, BE 


P (FEER 2RN de dy de 
zy em £y 


-| LP cos (r) +Q cos (2, y) +R cos (m, 2 ] ds 
n 
= [| Poydst Qus dst R dedy, 


LE) 


S50 ATE SLOE ARARIRE 
E n AE OO ARRA A. A66 — T BI E MER S 的 
SM 

i DA Du RUE 

3X. dido UU e dre 

WAE Gauss) 公式 ,或 

[1/3 AAR, 

【证 出 】 A RN AU TD 

WR., EAT TA bh 
| traité Ford EUR Td (S) 下 多 

£ ~ HARATZ. ihh USD 可 
图 8-7-5 A ARR TERI E EH 

3-7-5), AAEE OS A OSa . USD TRER 2 9n (Gn. y), a) 

BARRO 2 zale, y), Bik Qo) 4e X OY 平面 上 的 投影 区 域 为 

{ozy) , TA 


WE azwan] [tu] 
LE) te) 


"MESE 


Í LA Gr, Ya Zait, y)) — Rr, Y, RET 4))]de dy. 


[C 
WF n d GS) 的 外 法 线 方 向 ， 所 以 在 个 b coin, z) «0; 在 
(Sg) E cos (ft, 2) 0, 于 是 有 
s ðR de 一 Ji H cog (fi, DAS 十- i E eos (Rt, Aas 
5 65 


[429] 


- [f B cos(n, dF, 
AJ 


[I E ? cog (rn, 22 dS, 
Ix 


LEJ 


DIDI 


&2 R rh Rr Eat 551 
I ES dai lj Qcos (fH. gd, 
C t (NS 


三 式 相 加 就 得 到 了 奥 氏 公式 
il (27$ ta A- 2E) dv 


一 [i LP cos (ft, w) +G cog (ft, y) +R eos (m, z) 3S, 


————— 
jl (8 a eR) de || Pio dz dg + E dwdsj, 


ar — ey ez 
dtc DARE de. CS) AA RIT e h RESET RT 
(EA 3-7-6) , LS ZG D Rr PASTE (0. EA eos, 2) = 0, 
Bh Yi 
f R cos(n, DaS — 0, 


i55 


z 
| EEP y) 


3 o- 24T, y) 


LN 


图 3-78 


TE A PERSETA 


553 ETIR 。 LG  dPRBLOMENTUI RUE i3 


fl 2R dv= jl [RG, y, 20 —R(e, y, 2) ]dzdy 


[e] (Tsy) 


= [f R cos irt, odil I R coss, Dds 


(XS CR 
= | 上 | 十 I R eos cni, z) d 
Cn d i5 
=f] R cos ist, oS, 
(P: 


BERRE., BRE, mH (S) 含有 于 行 于 3 i y bh RREE 
Efi ls] . BEREH, 

RE XE SERE DER 43-T- 

^y Eg np ES En GS) 相 纶 ， 

其 安 点 多 于 两 点 的 情形 ， 

例如 图 3-7-7 的 情形 。 这 

时 呵 将 区 域 0) ZEN LA 

区 域 ， 佑 每 个 区 城 风 开光 

HH ARETE RHE 

RARES RT, NE 

ikseM Mid rr 254; 

VOo SPA ERRIA A, NA 

图 3-777 JG TEWI-F CLE EUH RSHRETEE 

务 别 在 这 此 部 分 区 域内 应 用 奥 氏 公式 。 Pina 3-7-7 的 情形 , 将 

{ 们 号 成 为 (0 和 (es)。 然 后 分 别 应 用 奥 儿 下 式 得 ， 


ILS +} nenne oss, 
IES Aie [[] aon m, 248, 


186) 


$5 Wibe nex 553 
TEXCEIYEOSD E eost. :) = —cos(fis, 22, A 


Jl re IP 
=- 站 H fje cos (m, 2) dS 


6 | 


-J R cosin, 2)dS, 


KEARE W EMERE. Be EREN T zm. 

HEK (0) AR REL LAE RE, e) 
Au, EXE (0) RIEA iin TRE da. Sa, 
Bs, Uy S, 秀成 ,人 而 Di, Sa, ZEN Sx 
AE S Em (A 3-7-8), HIR IE A 
AHRR, Hhh S Hii EA fd 
TRINE F i AEI FAHRE 
区 域 朋 曲面 片 95. 82, o Sk BIF 
Ey REE EA K X. CE 3-7-8), 
再 应 用 奥 下 公式 。 

D) d 图 xs 


IE dy da-E y da datz dm d, 


(NS 


GS) Jp] m e^ 2 — R^, IE PESE ESSA: 
人 z dy dz+ y dz de 4- 2da dy — i (1-14 dad gdz—4x RP, 
i85 Et 
$3 HERRA 


我 们 要 抬 属 休 公式 由 下 面 推广 到 曲面 ， 使 堪 .其 有 光 淮 卉 恰 曲 
萎 的 光 请 由 面 上 的 积分 和 其 斑 界 上 的 积分 联系 起 来 ， 得 到 下 面 的 


554 第 三 篇 gbi MES IUE ADRA HA 
AU E VER] (Stokes) 公式 ， 

ERUH ERA FE RE OS) BE socie LL, 
泵 数 Pie, y, D, 0, y, 2, EG, y. 2 YET US) 及 曲线 上 .上 上 
有 对 e, y. o EGER US HE, MRA 

fa PdriQdyt Rdz 


-ffL G8 -) ex no (G9 02) nnn 


«(£8 — 2) cosit, a) |as 


dr êy 
H8 àP ƏR) 
-由 — £2) ay dz -(£ ~ dz de 
( eS - OL) da dy 


成 立 。 曲 嫉 积分 的 态 和 是 和 曲面 的 倒 正 癌 联 系 的 CÉD RR CE EE 
HRAD 。 


这 个 公式 称 为 斯 托 克 司 盆 式 。 为 了 便于 记忆 , AAJA 
为 


| „ PartQay+R dz 
1 


eos (s, £) eos (ft, y) cos (m, £1 | 
| (( e E à ， 
-Ifi ós y dy 58 
P Q R 
dy dz dz dæ da dy | 
x il | 9 9 2 | 
| ez ey Oz . 
iu» . - 
P e E 


【证 明 】 Gotordsgi (S) E X OY 平面 上 的 投影 为 wwwy HE 


83 斯 失 达 可 公式 55A 
定 道 过 c., 上 的 -一 点 和 下行 于 HE U OS) R A- A E’ CX 
caw HRF, BBOS) DES L A OY Em EKRE, 0S) PEA 
HEER z MEARS, L ARA GS) 的 侧 的 方向 
EFTER 8710-9) 。 


£z 
| 
| n 
| T) 
0 — 
/ < 1-7-9 
Rad p Ry z-fim, ». 划 有 
Oz  — cos, m) ez coairt, y) 
ôr cosi m. ZU By cosin, z) T? 
Kx ERRER, : 
Gary 77 ds. —cos(p, dS 
Oam p a i 
Wi ar «(Ry 
EERI : Í Pa. y, jdm, 
- EA 
EE f Pi |, Re nT E, do, 
EXE HIAR, iE: ` 
Di i s 2 2 . 
n P, E fim, glidz-— jl àp m Ya fis, y))daos, 


fU: 


_ [ae + 2 paR o). * uo, 


Gu) 


656 第 二 角 第 上 之 AARAA RASA 
p dS E daa EUR TA 


,-2P ez 
P da— EL dg 
|, a= UA UA Joosta, z) di 

Q8) 

esu. ZI e 2r E eostn, g) Jas 
(R) ey 
TTAF , ep ] " 
" COS (791, y) By cos (f, z) dis, 


[E] -E8 GE HH 
| dai LUN Cosi. 2) — en i AN 
" Q a il | Br 5i z) ez eos iN P a) | S 3 


| de= [| [25 cosit, 5) 一 on : COS (HE, y) Jes. 
Jua s ey 


三 式 相 加 ,使 得 浏 斯 托 克 司 公式 。 

A VAR RE. 9E LAE Ar AP Cs 6 V nz Ft 
FUSE ERAS Lc P UT VTBERBTRE ABC PEE, BERE Dod zo HUPATELIT 
ERAKETARI PT Mali, e SHORE E 
aras. 

UBI) 计算 中， 一 二 一 二 十 (5— 9) de, C22 ER 
23 4-3 = a? 和 Z 二 $1 (020, À 2-0) RAE, EB CLO JE [BER 
界 , 从 OX MRE Foe, BUESA TRIER IR 8-7-10). 

把 平面 7, 一 工 -上 (D) MERKRA (0) , W (0) 的 
RATHA A, 0, a) (PEHEA Fol, 可 写 为 加 十 mw 一 oh)， 
将 ( 轧 上 的 积分 按照 斯 托 克 司 公式 化 为 (0) 上 的 积分 ,如 有 

$ |y —2) dic t iz—ody + (6 —gidz 


:一 -2| | dy dz dz de Hdt da, 


$4 HRR ARENE E 5o 
BAKRENE ARRS MERR, BEDAE S. E 
进行 , 而 用 du deiede dat dady 就 是 0 在 三 坐标 面 上 投影 鬼面 积 


T 


之 和 ,所 内 


li dy dz -+ dz da-4-do dy —ofcositt, v) -costn, y) 3-cos (f, 2)1 


ur 


p i i . 
zT BALLET |= maa d aah, 
E ae h* — A a? h? | 


因而 中 (gy ridet (z-—ady-k- (wy ds —2na(ad- Ph). 


Hp 3-7-10 


84 曲线 积分 和 道路 的 无 关 性 


在 力学 上 ,我 们 知道 质点 在 保守 力 凯 中 移动 时 , 力 场 所 做 的 功 
是 和 所 走 的 道路 无 关 , 而 只 与 质点 运动 的 起 所 和 格 点 有 关 的 。 而 
质点 运动 时 为 场所 作 的 功 可 用 第 二 类 曲 嫉 积分 来 表示 。 因此 , 我 
PES DORT a: c asd dE SUR pr guHECDE IT ZAR tE 
TEE ER JE CBS CH Uh f e Br 0 。 

2 fü 3i , deli Ti ic c E aih 


558 AA Abe de BGEOORESPTHOGECGHUS A 


f, Pie, y)dz--Q(z, y)dy, 
定理 HERPE, NETTES S REDE T 11 
EC D gORGRG DOM MKATAA: 
(D 对 任 一 双 部 全 在 D 内 闭路 C, 
$ Pis pdr tR, Woy=0. 
(2) XME—2 BA TE .内 的 曲 厂 7, MERA 
| Ps, ydet Qi, y)dy 
133i R8 ce CUIREAR 。 
(8) fs: Pda + Qdy 在 也 内 是 某 一 个 图 数 U(w, 3) BA 
微分 ,如 dU = Pda - Qdy. 
ge. -2 
(4) 2£.— 98 « p AAEE. 
-— (sh 。 即 当 (D) 上 站 时 可 推出 (2) rad. dm 
人 满足 , 划 对 任何 D 内 两 点 M, N 及 任意 两 条 D Falli MRN, 
SN (4 3-11) 有 : 


| Pdz+Qdy— La P da--Qdy— Ls , Pd y-0, 


lj 37-11 
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YR Ju Peme gw | e Pee dn, 
QOuEES 

(22— (3), Am (D) RUE , MR U (n, gp -| Pda-- Qdy, 
其 中 (zy jo) Jk D 内 图 定 一 点 M Gn, D d D WIR ph TRDA 
3B BJ XE , PEEL CRY HE HAEE Gn, an, 


Gr vy gl 


一 


Pda d-Qug 


本 Fer. ith 


da dm d 
利用 积分 和 道路 无 关 , 可 以 把 (wo, go) 到 (2 十 dx, y) BEREE E v. 
"Ei ist (n, y) (E 3-7-12), 98 dz (Reh, HT s y) B] d do, N 
y) BSECHURE e S E AD 9E RORCEEEHAOR HUORREES I oy le 
i Me 


A P 
U (z4- do, y) —U (x, s) * ~ 
一 五 一 一 JE 
MC . 
"edd uw) uu (zt Am, y) SN 
Pda 4-Qdy | Pde P(E, y) dr 
— ER n MUNIRI - 
dJe km ED ! 


3K HB É TE o RI m de da: zr BEI 


QU yn Urt de, y) Uis, O y Voan Pip qn 
Alm dz mlin PE, y) = Hwg. 
HREH PM =Q, y), 
所 以 


dU = Pda 4-Qdy, 
(30D, 因为 


a .9U wo0 
P ôx’ & ey ! 

, GU PUO 
Be ry — OyOm" 
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- ar eR 
faa oy dm 
tk D PARRY.. 
y 
į 
0—— — ——. - — -一 一 X 
疼 g-ia 
()-»(D, iD, PEE ,所 以 对 性 一 妈 合 在 D 内 的 闭路 
CAOR "EM menna 
Pg oQ — m 
NE dz -+Q dy Jic as T dr dy =ü, 
EHEH T D. 
POBERUMMIS YR Ae PEOR TROU Y —t , ， 就 就 明了 它们 的 相互 等 
价 性 。 


当 巾 线 称 今 和 道路 无 关 时 ， 印 满 正 .上面 的 诸 荣 件 时 ， 如 全 点 
A (s, yo) 固定 而 点 Bie, y K D 内 任意 一 点 ， 著 人 么 由 积分 所 
z SL RR: 
Uis, o| PdasQdy 
E D P3XER REB GU. XE NER U (v, s BR P deti du 的 原画 
Bk AERA d PERMA A AHA ER, AF: 
1° dU (s, y) =F detgdy, 这 由 刚才 的 证 明 即 得 。 


(4 临 纺 积分 和 运 路 的 无 关 性 
2” 利 用 原画 数 U Gc. a 来 计 和 侦 曲 线 积 分 : 
m PdzaQdy-UiB) —Uta) 

XH U (B) =U (2, ya), U Go 
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n 
UU UM) 


* 
A 


U (Ma Ya) 3 (Aa VAY (gn, Va) 
分 别 为 A, B 点 的 坐标 。 UCM) » 


-LULAJ 
【让 明 】 ARRE 4 
) , ax ERU TES 


i ie —^ ü 


已 好， 它 等 于 UB) 


B BARER — ATE D Aene thi 


e= pii), yahi) 
3t H. pia) =mi, dria — 9a, ip (S) omn. B) — s. 
ar fur 0D BERE: 


-| P dz Qdy 
a 


(as bd, 


-f IPD, v (0 e (O Ep Hat, 


EERU 是 Pda--Qdy WB. P -£, .9U 


12 
I- IE "IC u^ " ola 


iE 


ag a 
e Ug idt 


=U (o) WH) |. Uo, ge) —U (a, ya 
这 就 是 所 要 证 明 的 赫 果 。 
ATRESI PRINS. RER EER DA, 
Jf Pde + Qdy 的 原画 数 , Wb Po QR JE d m pa He D $ 


ay 。 国 此 必 存 在 原 面 数 U, y) dE dU — Pda Qdy, FEH. 
本 以 和 用 原 而 到 来 了 TERR. 计时 


ATS 。 第 七 这 KARAKARA i 
T y 
U, y) -| P, vids [ Qo, y)dy-Fe, 


dna e- U (ma, yo) Ek-— FRE ER, U Cms E d P dem Qdy tuj p 
数 ,或 者 也 可 号 为 


U ie, an «| Pos gode | Qe, ydy te, 
人 Ha 


ARR EE TRE S 3 12, 18, 14), 

VIT A5 1E BE Sc DC Mtl d Mr MOD, IRRIS A 
无 关 的 定理 中 , ERRERA itte e: CO 所 考虑 
区 域 D XEM DA, MIA "Iis CO 两 数 P, Q AIN SEE D 
PLE. MER (OE A- Ae PE EEUEHIE T Bro, EIE AIDEI RC 
KAR. SUPERO Te DEH EHE UE OD Dr LS 我 们 将 这 
Pod JA DCRCHBBRTE, 于 是 区 域内 就 合 有 点 “ 铀 ”， 因 此 对 破坏 条 件 
GD 的 情形 的 计 论 可 以 化 为 对 破坏 条 件 CO WREKSA He, 
只 要 将 那些 奇 点 从 区 域 D rh Ecke MD EARE nes IA 
含有 “ 调 " 的 非 单 速 通 区 城 D, EP. Q Zikk Bt DLE, 
REE D bti 5- SA, tuper IEAA de D 内 沿 任何 曲 入 
拘 积 分 与 道路 无关 而 仅 与 曲 芒 端 皮 有 关 了 。 

更 在 计 葵 区 域内 有 一 个 奇 点 M 的 情况 。 这 时 ,如 果 有 路 中 包 
合 这 一 奇 点 时 , KRAAIEN, AMO), CL) SR HE 
奇 点 M 一 图 (图 3-7-18) , PRIR AB 将 D) 和 (ORERE, 
ED RO 上 洛 反 时 针 方 向 积分 , 即 得 


| Pds4-Qdy- | P dz--Qdy 
e» a 


«ll Burn +[a+ rv +f P dg 4-Qdy —0, 


pds Qe | Pd | 
BRIT [Pu FQ de I, da 4- Q dy, 
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BER A ahi 于 路 溢 同 -> Boe 
声 疝 的 积分 相等 。 因此 , 对 任 信 区 
kk D 中风 闭路 O, CRA TRE 
青 点 型 ,此 时 认为 线形 aute Eos 
0; Ain 周 ， 这 时 积分 值 驮 是 
f. P dy--Qdy 

Bund. RIRA M — GTI 图 3-7-13 
路 上 约 积 分 值 叶 做 区 域 也 的 循环 常数 , 记 为 w。 FE, HAED 
APAR C 


Í Pdr +Qdy=nw, 
(€) 


RE n DPI C FEROORIOSIPEE M 的 图 数 。 aR E t 
$127 I] EE M RE m, TERI SEAT T0 PE M 181 ED na, 那么 
n= m — a, 

An. DAA n rp Mi, or, Ma, EM 周围 作 一 环 路 使 它 
REEERE os 就 是 一 个 循环 常数 。 区 域 
了 共有 和 全 循环 常数 o. ov, ER (OO 为 任意 的 含 在 DD 内 的 陆 
路 , 写 环 糕点 M, EO k (h0, +1, 土 2，"…) ,这 里 所 的 算 
iR EXER n ql] , RU 


中 Pda dy = > Iu. 
所 有 洛 六 内 任意 种 路 的 积分 竺 有 人 这样 的 形式 。 


下 面 举 一 个 例子 : 
LN 计算 
— zdy— y der y 一 -多 
1 do xà Q8 P= Tag OT RF 
2Q yg” 


ro (ai 43)3 EU -4 5 可 知人 0， 号 这 点 是 奇 点 。 


4 9E Ee g pE Aham pe MTS ok 
RPR a REIA i de eA dat 58) 
m- esi, FO SN fy 


žr "x 
c «| * 2 dy- Su de | Leos? £ 3-gim? A dt = | dt -= 2m, 
iat m Fy? Je un 


C ERGO WUORDHERdIo2p.,.l1—mo—XZ£nmc, EA n A E tE 
HERO, 0) E BUR ZR. Au UD dE BEER RAA ns Il, TE 
Wi TH; ESIR BH. Pno nn, 

EDIE, Ai Bn CERE Ap RE, di BUO- s arp 55r 
RER., KENAR E ag 0g he GE 32138 17), 


$6 X3 i 


一 、 场 的 概念 

一 种 物理 量 随 着 它 在 空间 起 一 部 分 空间 的 分 布 情况 不 同 ， 产 
生 的 物理 现象 也 不 一 样 。 有 寺 它 还 随时 间 变 化 而 变化 。 Dist. E 
了 解 某 一 物理 现象 ， 就 必须 掌握 发 生 这 个 物理 现象 的 各 种 物理 荐 
的 分 布 情况 以 及 它 个 随时 间 变 化 的 规律 ， 例如 , 我 们 要 预报 革 一 
地 区 在 某 一 刁 时 间 内 的 气 居 , 就 必须 掌握 附近 各 地 区 的 气压 .气温 
的 分 布 情况 以 用 它们 在 这 了 自 时 间 前 的 随时 间 变 化 疯 规 律 。 辣 祥 ， 
如果 要 知 省 出场 的 变化 ,就 必须 党 所 电位 电场 强度 等 分 布 情 况 以 
KERBER EZERRE. EEA THE. CHA. 电位、 电场 强 
诬 等 都 是 由 空间 位 证 及 时 间 所 确定 的 物理 量 ， 它 们 在 空间 或 一 部 
务 空 昌 上 的 分 布 就 称 为 场 ， 如 昌 形 虚 瞄 的 物理 其 基数 基 项 称 为 数 
量 声 ,和 如 困 是 向 荀 则 称 为 章 量 声 。 例 如 大 气温 度 的 分 布 .流体 密度 
的 分 布 都 形成 数量 场 ， 流 体 流动 的 速度 在 葵 定 时 测 下 的 分 布 情形 
形成 了 一 个 速度 疝 量 场 ,电场 蝇 度 的 分 布 籽 是 一 个 癌 贡 凯 。 

An REA ES rp PEECIP ICSG fir BTE 6. FLEE IB] AE (0, EU phi 
TE BI EE DT AE BEA RR Dg AS E D AREE E XEOT nts o , IHE 
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划 些 尝 际 中 题 中 ,在 一 成 很 短 有 时 中 内 ,在 加 一 售 交 上 物理 量 的 空 化 
是 很 办 的 ; BELHAR E Ahiri hime, CE B S ER 
REPTERI UE. t P E SE SR RE M p e ZZ firi 
确定 , Deli ETIE DE Ge. y. c) AERE RS 2 25 "pe E BEER, 
8c PH 7C IB] CUR e, nito 6 BE RP Hi o-- ple, wa 为 表示 ,流体 
3E HE nf ied V= U tw y, 2, 0 3€, 
、 数 量 场 .等 基 面 及 梯度 
首先 来 GIBRE u= ule, y, 2,0, 为 了 研 并 法 个 增 的 分 布 ， 
我 们 省 察 尼 的 一 个 特殊 情形 ,就 是 仅 咨 虚 声 中 在 相同 物理 最 的 点 ， 
息 就 是 使 wtw, y, z, 日 和 取 相同 数值 的 各 点 ; 
u(m, Y, Z, È =C, 
JE o X— DRA BARRULO E E e EA A E 
EHM . xx Be prd E a Ar e WERE REL, h AA lc 
prp], HEN- SE dup AAR aE A p a 
AMARTA., Eira pa A e PELA dux 
—u(s, y, 2, t) AMAER Vidi. ENAA i—i C 只 
Ah R38 «D RDGE ES PH ri HL B1: 1-55 DATE 
Hx— AES A REMO ur. y, 2), UE Pm, y. 2) 2958 E TRE un, 


v, 2) =e ERER BE foo fl nets on (55) (0), 


(S) . 这 个 向 量 叶 做 出 数 4 在 点 P esl cii grad u: 


grad wi +- ĉu Pf. 


fad BI REBIS grad u 在 三 坐标 加 上 的 射影 为 


e 
grad, u= gu , 


grad, u= 2t 1 grad,u—. az 


$u 
Er E 


TEREA 
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ds -A(G - 

Brücke inco fe Poo, v, D 的 梯度 的 方向 。 训 过 点 了 
MERMA ule, y, D ce 出 于 AL. De. Dr 是 与 这 等 量 面 在 
点 PG, g, DEERE RRCA ik ule, y, DFE P RIR 
HE grud u 的 方向 与 等 最 面 在 点 P ORES R. a REGE 
考虑 梯度 的 几何 售 释 ,这 是 很 值得 注意 的 ,因为 它 显 示 出 了 梯度 的 
实际 意义 。 首 先 ,我 们 知道 两 数 汪 在 任 一 输 定 方向 上 的 导数 是 


eu eu 
ai^ Ax cosas cosB8+ COS y, 


dErh eos a, cos B, cos y 为 方向 6 FEA, AERLE XR 
这 方向 上 的 单位 向 量 , 评 朗 下 一 c08 a-d--cos B-J 3-cos yek, WA 


eu EN JI? 
ap gud wl . 


又 由 于 天 AMHR, ERE RERET E grad v 167; 
向 上 的 射影 , 志 为 gradu: 


A —grad;w- gradu cos (gradu, D), 


由 此 可 见 , 当 与 grad v JI] IE -3 达到 最 大 值 graded, 3x 


GE BHTERE— PU, 梯度 grad « BJ; T] Rc UB u 在 这 点 变化 最 快 的 
那个 三 向, 也 就 是 夯 数 4 TEX ZI B ERER RA., 而 在 所 
诗 共 点 的 梯 刻 的 长 度 就 等 于 画 数 * 的 最 天 变化 率 。 这 样 也 恒 知道 
B5 BE grad u frg 3L di 55 ^| JR UE EE AGAR, 

总 上 所 述 , 朗 知 梯度 grad% 是 这 样 一 个 向 量 , 在 每 一 点 处 它 的 
方向 与 对 应 的 等 量 面 (m, y. 2) — c TEX EXBUERAR I fS], B 
35 RP EC a SR te T P AER AR, mu Ek EST 
u WAERD aC. EA n^ 表示 等 量 面 的 法 楼 的 单位 向 
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景 , 且 这 向 量 指向 夯 数 w RIERA H EA D ORDRE t 


Th 
AIRRA HFAA 
Qu G 


grad t= M’, 
= On 


县 下 是 几 个 关于 梯度 的 基本 而 重要 的 性 质 : 
O 酚 历 数 代 数 和 的 梯 庆 等 于 各 西数 的 梯度 的 儿 何 各 
grad (24 -- 44) = grad th Herul wa, 
(Gi) grad (ttia) —-u grad Uy Ws grad ti, 
t BS EE e S£ LEX BRA PE NR ES CT RIERH 
Bm er EBORE dU , XAI 
(3) grad .F(w)-—F'(u)grad uw, 
[9] 1] i HE SE. Es HE IRL OUR RIRs HE, RIS — 18. EE 35 
4 人 (92 为。 从 而 在 这 场 中 就 出 现 了 热 其 流动 。 在 这 场 中 取 低 一 曲 
fior dS, LEX E ENERE n, ARHAR 
3588, BE TBI dt. PY m dieit do Eu Eb dQ. EXEC Ip A Ea 
部 分 流动 , Hi BEBAHEC Kee. WERA SEP HER. 在 时 间 
di AH n Wi ds 的 热量 dQ 是 与 di dS Yl Rin HE JOB TRI Br iR 
的 方向 导数 DU 成 比例 , 以 上 >0 为 此 比例 系数 ( 称 为 导热 系数 ) ， 
TEK 


20 pu 
dQ =- — k ón dis d£, 


Gib, 当 DU oo tint, (niil n RAD v Ai, 热量 4Q 便 为 


正 , 车 以 gg 表示 在 点 Pis.) KIRAR Ek. f [i SP ODE nc 
g- — k grad v, 
TEIA dQ= q dS dt, 
eu 


其 申 中 为 和 在 法 线 上 的 射影 , 即 4 一 一 Jn” 


me 
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三 、 向 量 场 .向量 厂 .向 量 声 的 流量 与 散 度 

1° NF LUE EET. 如 此 在 空间 或 革 一 部 分 窟 间 的 年 一 点 媒 痢 
i5 az M a, Uf: T OH At VI ue iX PEEL. 所 以 从 
BIAFRA Pc. y, 2) RIPE p= V2" Pez ds Te iH XE: 
0d). CERERI EBORE EE: asale, y. IRS 
E nE a RN 


a asita jte k, 
HP ar, ty, 2, HE n. y, RHE EPHE a dE — 
^k ERA ER. MiEAEJM OE Gu. gw 0. 是 m, v. o 的 单 值 速 
RHA, HAREE. dran SEI SIR IRE: E C E 
F. 

RPE Ya] EE ESSE , n) RIE D EIRE, TE— 19] d 13 n8 
SED MEHR Va diee EE nU B RES I T SE IREECORUA 
Fi SX AH ERES A I déc S Ind TIERE - 

üz Mis,g,2 Jgmph EIE EG HII Sti TEX ERREUR B 
JI M] A SED de, dy, dz JC VAL, Md EGRE] ec o dos JR a fat 7 y 
程 : 

"» "cu 
TEILS e ORE ASTE E H P EEPEGUT I BU ie, arn Sr 
EER TBR I a Em, iiid rna — nA —4&H HOR— 
XFER, HAPEE x BUS i In] REA DE pL 

pa 355 rp prs fg RERA HL o TT UH a, AEAT up 
而 上 每 一 点 型 prid e cM) 岂 在 向 若 面 在 这 点 的 项 面 .1。 例如 
在 所 着 虑 的 凯 内 和 任 取 一 异 二 向 量 线 的 曲线 FERE c 的 每 一 点 引 
f RETE s RUE HS D] RERU oA Ms E — 7 9] JT. A e Dui] 
RAŠI, AH e prd RE EOE n y A inp. 


IN 涡 险 569 
L9) 2]. gE— HII 
F-o—ayl-uaj- nk, 
Ho pe, h ERE RE ER CD o eo) 


力 贸 的 微分 方程 为 
ds _ dy ds 
一 my ue ph’ 
从 第 一 个 等 这 得 duty dy=0, 
积分 之 ,得 人 33 
基 中 表示 梁 分 常数 。 央 此 力 线 是 在 已 Oz Dh liis B EETRE Eu 
Ar s= oI, a AsnÜ, 
于 是 dy kcos0 dô, JE Kdy AS UU o UR 内 : 
dz —h d, 
积分 之 ,得 z=h{O—al, 


其 中 上 为 积分 常数 。 

总 上 所 得 ,可 兄 所 来 力 巷 为 在 福 耐 ty? - M 上 的 螺旋 线 , 其 
riy 

s=}, gy—AsimüÜ, z—h(6—oa), 

2° 流量 。 REAME — A e ik Ho. EL RA M (m, y. D IR RU 
[aW æla, y, 2)， 在 这 上 场 中 ， 第 取 一 个 双全 曲面 S GR EBERT] 
Eri aic 3 2 AC DH [ri 7 343 3T BTE TR EE RT EDO ,当选 定 它 的 一 俩 
Ji ,E'EBITS— AAS A WAE n, a5 EHA RUPTSIBSIERS 
HERAA 455 EE EBRBIDS.BUZERE EDAM RES ZEE -—T, 
A UE SEXUS, REEL ARD RESI LAE BLO5 A h EAE 4E 
到 另 一 相 邻 点 时 , RER RONU RE WOES HO aEDU. DUREE. 曲面 积 今 


| Le, eos (fü, 2) 3-a, cos (Fo, y) Ha coa (Tt, 2) 10S 
LEY} 


$5 X AAE er 3d dl S EEA Gc. BATE 
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还 可 表示 为 更 简单 形式 
ji a, dis, 


EH 
AX asy act n bithi, 
Vim ph) 二 可 多 在 时 而 dz 内 就 过 曲面 入 的 热量 为 
di il q» dS, 


(RY 
这 就 是 热流 向 量 省 过 曲面 $ ea, 
3” 散 度 , 奥 斯 特 绍 格 搞 德 斯 基 到 式 。 心 一 向 基 场 Y. v 为 一 
FF] Hitt ifr S Eme BEES REX X, 0o Du ni En IURE. Br ELS ETE 
dre Nr AE ISSUE 
ID dés 一 j| [es eos (ft, r) + ay cos (ft, y) +a cos (n, 2) 14S 


ii B 


[t 


Oo DA SObIS lt a E, "ETE A ECRUR, io 


为 


Oa, , Oc, , £a, 
er +- y + dz * 


FA ERIE, E E EA n] "3 28 
i G, d Ji div adv. 
XXE B ERURSX IR] EU BiT: fit e 28 SEED HU S Babe ia 3T) 
XA p EERSEECBE dE S PEEL RIBSECHR Ef — PU. 
AUS st SZ , ap i ETE — Bero RAE NT BERI a Du rfi s Poo 
虚 的 罕 间 的 一 部 分 , 散 度 的 全 体 构成 一 数量 场 . 
.上面 所 和 粮 出 的 散 度 的 定 多 好 象 与 坐标 帽 的 选 反 有关， 其 实 不 


div æ = 


$5 x E 571 
Ao 79 TRIER, BATARE ARES, ie M H 
域 中 和 任 一 点 , EAA AE a a, S JV m 
An, WARKA 


If a, d8 = fffaiv ado, 


i cvi 
HERRER 六 ,然后 全 体积 下 ATE, agt Eod 
M 而 来 极限 。 利 用 三 重 积分 的 中 值 定 理 , Amer div d 在 
A 点 的 值 , B div Ld ut ;这 样 就 有 
[faas 


div aj u=lim 52. .., 
(T)-aMF P 


HË BE Sx E, A E E H ERRARE Eo 

TIpIL3] A 

HFR EEE A E GAE F Bong BI Bg ROR 
To A o 5 RÀ d EER a BE 3 B. n , RI ix A Dr 4 
AEEA D o ARERR URP RIBUÓgIBEv-ul(s, y, 
DET 

dE S5 P3 xS EE HC ERE Bi S BrmpuEBUGD Bk V. BA, 已 
URBI: Fei t dt Pa, cb V BER TES 向 外 流出 的 热 县 为 

Q- —di || z grad uas, (1) 


(R) 
这 里 认为 gradua — 29-0, BIRERE RONE EIUS W 
上 式 变 号 , 并 应 用 奥 氏 公式 , 便 得 到 在 时 间 路 内 向 区 域内 部 流 
大 的 热量 为 
地 | div (& grad wdw, 


iF; 


R-RE URS DERI V AAEE E RA de IB I -- 
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形式 来 计算 这 热量 。 溢 以 1p RIER E, e FAE HI TA 
dE CERES REESE) CHA o Ke Re, y zR Ahe 
dt 内 ,体积 元 业 由 Bi DEAE du = M dt, PELE Ex IS B V s 
要 对 这 体积 无 索 沪 人 热量 : 


coda du~ epdv e di, 
从 而 在 时 间 CI PS. REESE V SLE 
di [[[ eo 9 as, (2) 
fe 
EP OD f (22 Brie A f BASE, iA 


il ep E do -Í | div {è grad v) de, 
uv wri 


BH O arh ; u 
Bn ji! [co ài —div(kgrad v) |do - 0, 
国 为 工 式 对 物体 内 任何 区 战 v ERO. RA PIRHERR UIROS 
BT: 
ep r2 div ib gradu), 

3X SK RE Hiit PA BEES 7 RE 

IHR Re RES TJBUFEBSAEUERtEWRU. AAE E usi 
IKE $2628. MHE v AXE PHA FUE: 


O9 Pu, Ow 0g 
s Ay Ar “ 


3x Rr Br B Laplace) Jr. 
4^ AtB ASIR a A eia, WAE PAX. git inm 
He, hime pie dE a ehi Ld E SV 


div (grad ti = 


uw deny dapi ts ds -l Wr ts, 
L L 


:5 3 3 573 
Frob rk a AYE L RB, 其 中 a. RAMT a TERRE L jo 
DÈT LRI, de RRE T odi RAZ. 

3 L ABANERI, MBA |, as de 称 为 向 从 a TRE L 
Shit sc. 

i Ehe L AETS fr FE 6 2 rb HE ist Ze e 
a WARE L MIRRE RA BRA 


人 an。 ên Dr Lu 
f e-d | LCS PN )eosin, z) ues 2 一 2 eos (nt, an 


£t a 
HE P J eoste, o Jas, 


( 9a. _ Öl, pc ea, Qn, — on. ) 


Tie] da y az x x ' Om Og 


i j k 
rot e= D. 2 : 9 
| 6m Ey öz 
| 05 Uu U. o, 


AU ro: e E IEEE VIRI T3 39 ii To AT: 


| Gr ds= || Totals, 
JE 
ts 


SX GRIS IR: i] dp e PL nt L pase dae YE Bi e S rota 
通过 以 三 为 边界 所 张 的 任 次 曲面 呈 的 流量 。 

特别 , 若 亡 取向 蔓 是 在 Oy 正面 上 ;那么 斯 托 哆 者 公 式 就 变 成 
向 最 形 式 的 格林 公式 。 

ph Lig Hf ELE Hs U clos a y^ EAER GEBS rota, 

E CBE FE SET: i 53 ^E E ERRERA, Dy T ERA3X Tr TE 
"E. RIKER EO WE C XE (Lngd M XeXxt7 4 2j dep n 


574 A-R ALE  gEBURZHSIBUEOGRESUSL dm 
AA n ARHAR o, Hg) om. FA 
据 向 量 形式 的 斯 托 殉 司 翁 式 , 得 

| Gu sis Ji rot,t dec, 


这 里 a. AnH a ER l PUTES ES. TEA BN UH iw 
PRIMAAR PŽP A o , HARAR c We$ iu E A M, 
JRÉDAr o 趋 于 等 。 应 用 二 重 积 和 他 中 值 定理 , 2018 HE R ACE 


rot, Gu, Bn 


| a, ds 
rol, Æj y -lim — — -— 
gd F 


这 人 有 公式 答 册 向量 rot ex ETE RE Zr n] nR E98] EREA, i H. 4R UI 
S ERGER KA 

向 量 的 调 旋 有 量 有 了 几 个 简单 而 重要 的 性 质 。 

D EREA RARES P 
div (rot a) —0. 
GD m wo, y. 2) EtA, e 为 一 向 量 , 则 有 
rot (utt) = urot &--grad ux t, 

Gi diva xb) --b-rota—a:rot b, 

XX — PE DERE ERE DE HDD EA EE HU. 

[全 4] HRR A EUBÜEJESUS BBC SS Got BE: fiy tl 4) 
中 强度 为 工 的 电流 所 引起 磁力 向 量 豆 riy E d 

BERNA ih, ARYA o— M/s y? fS — SRM Gr, 
y.) 处 的 磁场 ， H BA TE TERR UR] EC 入 与 通过 导 秋 及 斑点 的 
FER, H ER -ii aR SU 


H-Z yita), 


ARF xCR k, 这 襄 明 向 是 如 iz op XOY 的 平行 面 上 上 。 
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. — 2I PIE 
H,- TA HAT. T= 0, 
] L9 二 3 T X00 QUA 
qo 2H. -21, 4.9 p 
eg p p op e 
OH, Putz 
Qm p y 
.9H. 0H, _ öl, 0H. o 
ey ez ez ex . 
. j k | 
| 
al? 2 ĉo eA 2H) 
tk rot H= ar X e | eu y ) 9. 
H, H, L) 


AER 3k GO AMETE GUAE ORB e ERES P i 

5” 势 县 场 (skDrE) -5 2$ Abi. Au ROGER — [ap EROS B5 du] 
dk d Eyi uu, y. o PRE, BI e grad u, 这样, I] 
dB a USES RO (或 位 场 ) , iX un, y. 2 AAB 
ze EBRO. AEE a SENA AD hi5 uL, 因此 有 必要 素 研究 一 
Aint a 为 一 势 量 场 的 充 要 条 件 。 从 美 系 式 


& — grad u, 


， eu u ou 
Z g MR TL. w—- 一 = I 
Ef T7780 "s ey" Ta in^ 


国之 ， ardet ady ra. dz: 等 于 全 微分 du, 但 要 车 是 一 个 泵 数 的 全 
微分 RERE GX TELE TELS RO EUR COD 


Dar _ £c, =0 Oy ĉa o Oty — £u. 
y ET E" E ! Bæ ey 


án rot a =:0. 
这 也 就 是 向 量 场 a AAR AAt AER, 一 向 量 场 为 
势 嘿 场 , 必须 日 只 须 这 个 场 的 油 旋 量 等 于 汰 。 得 诈 量 等 于 零 的 阅 
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Ehka Xe ie i. P e SS HB D 3C BEES 

[f 5]. RETER Malata, yo. sn) 处 有 一 质点 , 其 质量 为 m, TE 
zt i ab E LE A 1, 于 是 在 全 部 空间 内 就 有 了 一 个 向 量 声 
(Bp zip SR Mo hhb. Bifcc A BRiA - 7) RÀ EUR, 
pU ERE. 

用 7 anims MM, Eun SE MEM msnm A 
AEF k D, dinh E DEURE TURO IAM 到 Mo, 因 


Js MHo WHUREN oT, PU, I, ga jy 
下 Ga0) 在 坐标 二 的 射影 为 
Fab Set) yo og eM) o ge cp POTR 


r? r? ? ri 
Hh e (eo e) H yoy) Gs —0* . BR, Fus Fu, 
AER EH E 


ult, V. z) =k” 
ART x, y, idi Tl Au 
eu m 
FEN P a ei TEM a G DE 


—-—k A (C Tere rjr 43 


T T 


由 此 所 求 的 势 丽 数 为 4 -各 ,从 而 得 


FG) =grad m. £n grad - i. 


=m grad -- ELT ———— . 
M Gro — 2)? d- (ya —9)3 d- (zo —2)3. 


REFR ARA HE. 即 所 谢 管 最 场 , EDGE «utar 
一 向 其 局 a, FERREE div a=0, 这 样 的 阿 量 场 就 称 为 管 基 场 ， 


sh og 


En 
am] 


ppi RIRE Bi. AEREA dy e 74-7 EE RCES, RII 


I a,dS —-0, 
iR: 


H ONERE BI S) 


RARE ntt rp , qu] ap er oai 


22 
BUREE AP urs 
RAREN: FE— Ses Ek ar 3i 
Hi EAE NS AE BERETEL E 
BIER AA 


—T- T. 
Hz ffe E ECAR, S' 为 


i-a Hu o» 


CIERRE d 


图 8-7-14 


FISH i 3c E Hg iB P TR LH] 37714) . Y RE vH WU T PESCE 


UE ds «J^ as+|| a, dS —0, 


IB Fi] E 他 在 侧面 的 切 而 中 , BD e 在 的 向 外 法 各 上 的 对 及 


fi a dS —0. 


AFRE RAABE: HRE RKR, 截面 S1 和 Sa EBIkRRDUHSg Wy 
Wih Burnt don n dE LER, 车 将 S BERR gE, 使 


q,—0, AmA 


其 与 Sa Elis c, NIRE 


fa. ds— jf a, dS =0, 


1 


| 
" Jas- ffaas, 
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这 就 证 明了 土 述 管 量 场 的 性 质 ， 

MEX. iE BEI rote 就 是 一 个 管 量 场 ， 因 为 div(vote) 
=0, 


E 题 
414， 利用 格林 公式 计算 曲 禾 积分 : 
(1) f, syd ety dy, 6: [BJE rity — a; 


(2) $ Gb y)dz — Ge—y)dy, 11 BA hey 


um 
(3) $ (sty ide (x* b yy, 1: HAX AO, D, B3, 2, CO, 5) 
的 三 角形 的 边界 ; , 
(+) | 一 (e? sin y — my) dx -r (e? eos y — mdys 
cb AM, Joh AC, 0) 至 点 OO, 0) BERE EAE US 22e? a 
的 道路 ， 
Em: 添上 BR ERUEBBEOAÀ 使 成 胃 路 ); 
e» d e7 {1-cosy)ds— (y— gin 10 dy], £2 EEk Om m, Oey aasin g 
E 
的 边界 。 
2. AA Rk FUE SERT ELE BI 
(1) HRS r=a cosit, y= b sinit; 
(2) Hk: (sty 3=ar (a4) $n e th 
3. Æ C AFTE EHR E LOS CERES ÉH 
P cos (1, 2) 48 —0, 


akt n 25 C BSYPEHERIECUS fo 
4. Bua, 1) , viz, y) ERACO rS a SHARE Be AER 
E" ed ; o , 


[UM 


(p ön 


^p macis- [ft ned 


p 2E eu 


—W——— Mie; 
(DX "n en 


(5 {jararay=| St ds; 
ie 


IE 
e s dv — v du) dz dy = -| 


t 


其 中 c AR, L7 AHRENS A FM 


.ORBURAU 


1-6 Dæ cosin, v) -Hy eos (n, so ] des 


1; 包 图 有 界 区 域 的 简章 封 阴 若 缠 , m ERIRE In] 
HEIS: 
f EST n) = 
T 


r 


其 中 引 是 一 单 连通 区 城 (加 的 境界 而 r EO Ef 408] Co) 外 其 一 定点 
的 距离 。 车 > 表示 (上 一 点 到 (9) 内 某 一 定点 的 由 页 WA RIZE 
ETF, 


利用 奥 斯 特 将 格拉 德 斯 基 会 式 变换 以 下 积分 : 


a» |] svavay + wz acd ty dy dz; 


TSJ 


(2) E cos Z^ cos A+ A eos r) d8; 


HE SEARAH v; eos a, eos B, cos y EEBRITBSAFENRICS ARIE 。 


- FH SR EEHRE PETRUS s a ERE B UE BL 


a | a dy da 4 ydr dz} z8dz dy, 5: 立方 体 Oaa, y, 2a BP: 


ICH 


(2) [| arteriae andy, BI Biriki tAE 
Ph» 

(3) f (23605 + yi cos B--z3eos y)d5, $7; c1 ydg rh cos a, 
ue» 


eoa &, eos y 2X) dh mi H4: ERA; Dude Ss. 


. 证明: XE 


530 


iQ. 


n. 


12. 


13. 


第 ==: 篇 SIDE  qeOPPpEVESgBW ACRES rra 


Ju: 


A ruo, Pw 


po ig o3 , 
pu ga A 


S Kb v PIREA Hh E, RSE Fugit: 


(5 Ji du dz d 2 用 


as- [JJ I) ) + € " EES) ja dud: 


(2) f | u 


dS s 


十 f | | u du dx duds, 


iri 


sU efe 0) HOART E 2I oett SARDA MS 


f 


RE H3 rar TE 5! AE EERE TF 


i 


y- ff {x cos aty cos Bi-- z eos y)d 55, 


3 
t5 


式 中 eos a, eos B, cos y 为 曲面 S PHHOSEEUS Bariko 
xu FEE ER] RAR REHE ERU : 


a d y deta dyt xde, 
1 


A x RUE AARIA E ENA e; 
e 中 (a— Wart eedrt ty td i dO 0, a, 0), 
(0, 0, a 为 天 点 的 三 侧 形 ， 


就 在 茶 明 短 形 区 域 D P 


Z2 = 


99 o: 
n Bax kl HA 


"m Pix, yje- « QGga dyt, 
" 


Hp CSE (royo, 2 P drt Q du AA ce 


计算 下 E 


a p 


(2) s " 


G | 


EA 


ux 


£2, 1) 


LARJE RA: 


(r—3) {dr—du, ; 


Tiepa) Ge da), akp oo TESBSREEREE: 


udr- dy 
人 T 


x 


TAN Oy PA HTE RRE 


11. 


15. 
16. 


17. 


18. 


i9. 


20. 


H 题 
Uf T, 13 
(4) f yade +rzdy HIN AZ; 
DOES 


ip hy dx > — "EM ` 
c5) f ERETNA AAAA EE: 


G0 4 ai yt 
Cl, pt 
e. 人 pede cord, ded os e AERA 
20s 
RELS u: 
(l) Cr 2ay — y5 da -p CT Zxy- ya dy; 
(2) (Zxeos y- y? sin z; dz p (2y cos 2 — xê sm wj dy; 


QD f de Day TEE aX d. 


(4) (G3 — usi dx c (y? — 2x) dg t (2 — Boy) de; 

(5) esLes(w—y t) dg: date elay) idy, 

4. XUL AEikSCHSET 0. MRAMA TE AE H 
Bei: 

1  zdy-wdr 

2 Az.-2Bxy--Cy3 

(A, B, CERE, EL AC BONEN EE 


Pde- dy-e- 


eP oS 04 . 
eu U e» ? 
RE ETAR, 由 的 循环 常数 。 
证 明 : 


[5 z dery dy 
a.p yi 


EFHO, GARES 0, Miti SEES 的 积分 与 道路 无关 。 


dc 


P 


zia 
证 明 : 
Z [A (BXO)J: . JA. (Bx €) -- A( m x€ )«4(n x 
BAMBI vit, yy 3) = ZTA -与 + WRG Fr 3 2) BIBAT 
rad mp ERE. 
arg: 


(1) rot (uA) =u rot A grad ux A; 
(2) div (A x B) = Berol A— d «rot B, 


26. 


27. 


SER MLE GJERUBULOYIR HUS A 


. WEHH: HP 4—i1G2r—liddrt(r-LDEya)jPobRcry(m—gyyc-BDhk EGER, 


- EHH: 场 4=f riei R Bon ADRERO :定点 0 到 开 眠 的 向 量 ， 


子 是 单 值 速 镇 阔 数 ， 


. BABERE us In i Ep rev leatt B) Tr (G-—O08,dE zx BH 


Oxyz 哪些 点 ,下 面 等 式 成 立 ; ;rad #1 —1, 


. $ div (rota), 
. RRE assi tyt HR IRITARE sit yate], 00, y0, > 人 的 正 


入 分 之 - CBUBER 

SRA er URS r= a eos tite sin tj 4- btk (Oat a2a 的: 一段 所 作 的 
REH a= — yir xj ek 各 为 常数 ) 的 环流 量 : 

0) ABH 22-793 —1, 2-0; (2) BID —2)3493—1, :—0, 


第 四 篇 ”无穷 级 数 和 广义 积分 


在 前 三 徐 里 已 经 叙述 了 微 积 分 举 中 最 重要 的 概念 和 规律 : 极 
限 论 ,微分 学 和 积分 学 。 为 了 更 好 地 和 莹 悍 记 研究 的 对 象 , 社 福 需 朗 
一 些 专门 工具 ， 无 密级 数 交 埋 蕉 下 是 为 了 这 种 需 模 而 形成 的 。 "E 
不 私 蚌 研究 数学 理论 本 壬 交工 具 , 而 忆 还 在 物理 学 、 力 学 和 大 量 的 
实用 科学 中 被 广 活 地 应 用 次 。 

在 本 篇 中 ， 我 们 用 建立 无 沥 级 数 的 同样 思想 厂 波 来 诗 褒 三 义 
积分 ,这 两 部 分 虽 思 在 形式 -上 是 不 一 痒 的 ,但 是 世 们 之 间 有 许多 实 
质 上 相 假 的 肉 容 ,因此 在 学习 时 须 充 分 应 用 比较、 对 巾 的 为 法 和 药 
HARRER E EPER RAE 


第 一 章 Tx MD E X 


$1 预备 知识  EDRHIFDR 
让 于 本 究 无 穷 级 数 的 需 蓝 ,我 全 先 来 急 述 一 点 预 符 知 识 , ED EE 
列 的 于 限 和 下 限 。 就 其 内 容 来 发 ,是 属于 极限 芥 的 范围 。 
APT EOM.) des ERREUR E JR EAS , K ERE 
一 个 数 烈 ,和 这个 数列 的 上 确 界 为 B, FEARN os, JR ÉD 
B. Supian} =: SUP{Ep s Grrar Ckess 7s 


Dg —infted = inffgy,; 3 ks, Gitas ^ e) 3 
Hn. 


4r E—1,2, 8, e TERA A CRX AE (os. ESAE CUBO 
Ji d S Ln By. (ok) EARR AS. BELGA VS TCR p EREER Ee E 
《有 限 或 者 无 限 ) ,我 们 称 LET ERIR H 为 (o. ER, Cou) BUR 
BRA 359 (a4) 的 和 下限, FED Big lim &,, lima, E 


no 


H -lim as lim sup (a), 
ntm PB—— o nk 


h—lim e, — lim inf (2.2, 


"nee A— ak 

SEE H poh mye iE, 世 可 能 是 十 ce 和 —oo. ERAF 
限定 义 可 知 : 

QD 尾 何 数 天 的 -上限 和 下 限 交 存在 (包括 无 敌 大 的 情形 ), E 
BOPBOROCE. EB 

(2) TAERAA ERA H= co, AFA 3c 20] TI BE 2g 
h— —oo. EEIE, EIE 总 一 十 ce hka bJ, Fik 
ho o—co xp PES 


$3 Tüdsna 上 限 有 下 上限 555 
【证 明 】 Re) 30 R,P ATRE: 
B= UP {tkr Quaua, too  (B—1,2, 3, 3, 
于 是 得 知 H= +o, 
bz A RA] 19.) ity ER 7I — Moo Bt UE (n. EI avs M, 
352 —89 £ Xr: 
B= SUD {k41 Gepa c0 EM, 
FEH «M, JA, ENT (a0 m. bo 
Tig ERRA FAE 
nx PELO 
H =lim a 
开 CG) 当 太 为 有 限时 , HT A 的 任 从 8 SE CIE — 8, FH 6), 
在 数列 {gw} 中 有 无穷 多 个 数 同 于 这 个 邻 域 , 而 只 有 有 限 备 个 数 大 
于 五 +s( 图 41-1)， 


Hos . H +e 


— (Quse AR 一 
s " SD 


H- 
(as) 中 有 无 穷 多 个 数落 入! MH TIE 


B] 401-1 


(i) 25 H= 4- oo 时 ;对 任何 数 N 290, 4E (a4) HUE 058 77 
AKFEN, 

(in 4 H = -o0 hi, $A ie 以 一 ce ARR 

CEH] (3)254—55—H A o h, ftdt TEER ER 6o, E 
得 在 (e.) 中 只 有 有 有限 甸 个 数 天 于 H — to, H 2 UTE n9, 24 nr 
Hi o. YE cs H — 6v E ERRARE 

B, supía.a,. $a, cc) EE 8, (nom), 
Ht H-E a, lim BH es 


Ha 


FE, PRE T AHE 80, 在 {el A707; LERET 


586 种 四 篇 yk Eig 
H-—s, 

EREM, A (ou) 中 只 有 有 有限 多 个 数 大 于 于 二 s。 因 为 ,出 于 
lim 后 ,一 五 ， 帮 存在 N, 73 n N WA Hte, 而 8. X RE 
185.15 Anses Gao 一 中 的 上 确 界 ， 所 以 当 wN 上 时 就 有 euius Ba 
<H te FERRI T KT +e he REARS 

Gi) 4 H= oo hh $ia (ou uo ERE, ER E 
LT Gi) 。 

Qi) 34 4 — — oo ib XE G0, TETE n9, 24 n2 no 时 

yuan Bm G, 

XXe 8i (a.) 的 极限 为 — oc, 

HEMA, 

定理 2 i 


h—limae,, 
Hom 


HA) (i) 当 克 为 有 限时 ,对 产 的 任何 6 SER (GO — 6, hte), ERA 
la.) HAERE ABIRE CA ER MAALE- E, 

(i) 34 h= 一 co 时 ,对 任何 数 N >0, 在 数列 fa,} dr AGAS E 
个 数 小 于 -N, 

Gii) 34 h— Fco 时 , 数 鹿 {ew} 的 极限 为 十 oo， 

UI EL RET UM 

VERS it H Xia dH ER, 那么 , HER (o) hE e 

子 列 的 极限 中 的 最 大 箱 。 役 hg (0) KTE, Mh, A LE {a} 
中 所 有 收 敏 子 列 的 极限 中 的 最 小 值 。 

【证 明 】 仪 以 上 限 JT RRE Fo 

3E EI 35 ian} 的 上 限 , 分 三 种 情形 来 考察 ; 

(i) -<H «roc, 由 定理 二 知道 , 必 有 一 个 子 刻 wu Mc 
FPH, iei 对 任意 e 0, 在 Q6) 中 只 可 能 有 有 限 多 个 数 大 于 


$1 Agak CRATE 587 


Ii -+e SX UH BOE SiC 3-30 SR CURAS ERAT" H +e, HE Bae hg 
TEXTE , EASE CERCARE BI TAE H, 

(i) 4 H = +œ f Em 1, FETA a, 7-00, 而 其 他 
— Aic 8x F 85 Bot RA RACES o. 

(di) 当 五 .: 一 co 时 ,此 时 lim 的 = 一 oo BECA (o. 的 一 加 
子 列 此 有 棋 限 —oc. | 

这 样 恒 证 明了 定理 。 

转让 个 定理 立即 可 以 忒 得 以 下 推荐 。 

推论 1 md ex ou Buc eC 3^ A RUTRL C FUERHL S Br 
E E vp de A DRE f. CE. B eC AO o 

KERSAA ER 五 $n RBS A DFE ERREA 
3o, HbA TREME Em, dE 下 和 疡 就 是 数 策 吾 的 最 大 值 和 了 最 
dM 

TÉs 9 cExEBuéerkE pr. 8n--4 XS PETI SICT- 50) 
的 极限 四 的 最 天 什 必 为 坑 数 到 的 上 限 , 最 小 值 为 该 数 申 的 于 限 。 

这 是 内 为 所 有 牙 化 子 烈 的 极限 中 最 大 值 和 最 小 值 必 存 在 ， 如 
华 它 们 不 是 蔬 数 到 的 上 很 和 下 限 , 失 得 山 巴 后， 

推论 8 lim am ACHSE AO HIEREN: 


lima, limae,-:4 
LEES 


ATERA BAREH 3 得 到 。 

EXE 3 ABET ERA E TRAA, STORORECKIH {a} 
c Bee cs ^ AUS pRER , JEn BUude Kf& CE — Er TEO 就 是 1a.) 的 
ERR, dr] fi CR 1.3 fr FR 

[Bi] ennt (tn (.1,2,3,--), 

它 有 两 全 县 有 极限 的 子 数 列 CGLISTRTR S eo 的 情形 ) : aa 
和 | dapa 这 一 二， 2, 383，…)， 前 者 极限 为 0, 后 者 极限 汐 0, 于 是 : 
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lima, = 9o, Hime = 0, 


HT q-I— 
rmi 2] «008 本 To (n—0,1,2, 


HOP n= Bk (R—1,2,8,-0 Bf aal Aon, qm 
n=4 (271) (E—1,2, 2, 3 fhF, Gugino > i ib), HE 


TUM | "xl, TAE 


Hmo,-1, fma", 


Hexen Wm 


$2 UNS SUME TERES PERS 
Bra Es BUB, RERE- RAE A EA us ta, Ug, 
Uas cr E 
tat tat tateei eee 
就 称 为 无 劣 级 数 ， 直 为 局 ww。 这 仅仅 是 一 种 形式 上 的 相 加 , 这 种 
加 法 是 不 是 具有 “和 数 " 呢 ? 这 个 “和 有数" 的 确切 意义 父 基 什么 呢 ? 为 
了 画 答 这 个 问题 ,我 个 光合 


S4—14, Ep "Wi 十 Ty， Da Ua Huata, tat, 


S, —1i Manes deum NS Mg. rn, 


看 一 工 
A HERS DERE 全 w ， 我 们 总 可 以 作出 一 个 数列 
S, Su. n-1,2, 8, 5, FH S, 为 般 数 主刀 的 n 次 部 分 和 
( 逢 称 部 分 和 ) , 称 数列 和 9,} 为 级 数 的 部 分 和 数列 。 皮 之 ,从 一 个 数 
刻 从 中 ,也 可 以 作出 一 个 粗 数 ,使 这 个 级 数 的 部 分 和 数列 恰恰 就 是 
{Sn} ;实际 上 这 点 要 取 
UA Hc NS A o Ng Sy, ttt, 


了 ki 
i ES "n — Ée L 
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£2 quiu SEA IDACASPEMI 


meat Sw LEE RORIHRC, 
TERPKE H12625 EE 


MORET E o 
TU qv È vs NRA 248] 08,3 «e CC TUR f S, OD 


Lu 
lim N= lim > u,—$, 
noros mcs Al 


HARA > u, Brig Mic CTS ind 


> Ha 一 S. 
BAT EC 1S. p E REFR 般 ES, 


AUERTEÓR 5 APERTE, ri 
Xe, SB ROME SUR; 


T = n = P: M = Hul "uen Mugen 
为 部 数 的 余 和 。 
由 此 可 兄 , 和 研究 无 穷 航 数 的 收 竹 辣 题 ,实质 上 就 是 研究 部 分 和 
Baraa ixi TIPHPDE E IH EUEESIn DUE KRA 
ELS FRERE NEREUS THER. 


Ai RME Hie Sic DE — Pe 3E EUR 
PERI pak » u Act, o y EE— RE, BU P: "12 2 


EID: 
> GM, -- E M V. 
tl 上 一 圭 


[i51] meet > i, EORR Sa, ra flde 
lim SyS, 


: "| | 
S 35H, IREME Scu, BU emos So BRA Se eS, 


Tr TIO BUS PE Ia Anas 
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lim S, — lim aS,--a8, 


nu Hoor 
EEN A 2 Ua 一 a —dG LÍ Wn b 证 毕 。 
n-i n. 


性 质 2 ANAR Iu, T0 D v, B RE ILS Qoo HUC 
Stc, TEEDEE 
> Qt E 0.) = > uS wv, 


[EP] meti (44, 354) , à È nhw 为 
S, U,, F an WRA 
SaUn EF pn, 
再 接 已 知 条 件 , 数 和 U 0 (V. RRE, PTA 
lim 8,--lira (U,V —lim V. lim Faa 


KERMESA. 
性 质 3 ARR Su, OUCROR EROR TB R G 
仍 为 收 化, 旦 其 和 不 变 。 


Lips] RE 局 央 的 部 分 和 数列 为 {S ,那么 加 括号 后 的 级 数 


的 部 分 和 数列 {4 有 
EPFL =S , 
a C nM e R8) H Gara t Eger tH rtm) Su, 
Assn Qus dota Hn tta) o Cua d ea dr P) dee 
十 C, eg dots uaa d) = Sio 
BEL. 4.1 实际 . M" (5.3 的 一 个 子 数列 ， dx ga (Sa) Boc opi sr ÉD 
推 得 LA.) dc flc, HRR AR [id 
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【注意 】 加 括号 后 的 胡 煌 为 收 散 时 ， 不 能 断 营 原 六 未 加 括号 
Bug n aes, Pu 
(1-—1)-Fu1- 0D -rUO-D--:- 
Me Scr IR MORE 
1—1-41-—141-—14-- 
REBEL. TETERE ZEE F SRI S X a SUC Rcs dg 
TUE E 35L21)272.4€ 3 EL 16). 
性 质 和 (性 伍 的 必要 条 件 ) PRA È u c c Bju, >U 


(mn — co). 
【证 明 】 ERR 也 ww 的 部 分 和 数列 为 (8), H lim 58, 一， 
由 于 
Ua = Os 
得 lim u, = lim (S, — 8, 4) 一 SS=0。 


【注意 】 一 般 项 色 ATER EMRA GEA 但 不 是 
充分 条 件 。 例 如 报 数 


ptet t IT 1 1,l L I 
taytata ty tg t ota Ta Ut aT apt E] 
一 一- ————————À . 
15g) dk By onim 


它 的 一 般 天 Ww 一 0 (n— oo) , TH EESUBCRE EE I, 这 是 因为 ,和 如果 
这 个 般 数 是 政 散 的 ;那么 加 括号 后 


re 


+ 

它 也 应 该 是 收 襄 的 (性 质 8), 但 这 个 加 括号 后 的 级 数 却 是 发 散 的 。 
性 质 世 虽然 不 是 级 数 收 黎 的 汇 分 条 件 ， 但 洛 在 刊 断 一 个 级 数 

是否 收 敏 的 更 题 中 仍旧 起 相当 大 的 作用 ， 当 我 们 考 寮 一 个 航 数 且 


592 qoum H Exp CQ NE OX 

AKEE, 一般 地 ， I A ENRE UL RS : 0585. 2: u 污 吉 
BTERIERGETA., WE m PETA, m Avr ATLL 
REIRA 

Lifts T cS CER ERTODARMENP. lm Ies 
As BEP — I UC e o Se ck Cl RECRE EY ETATE 
KAR ds th Ae PARE DeL PLE PL e pL PER BE 
AE RC Bbeb os I 2 bs — RE ORB Gc PE, ix eq DHEBHEUE 
[ky a D JR T A n Pee c LL, 

EE TRD 级 数 us M CREDI USE A AO: 
WHERE e, 总 存在 N, WRG n>N 上 时， 对 于 任意 的 自 
然 数 p=1， 2,8, e ADEF 

|ne Hiipa t t Tineo | <E, . T 
这 个 充 贤 条 件 也 可 忆 换 一 神 方 式 来 叙述 : 对 尾 意 输 定 的 正 数 e, 
存在 N, 使 得 对 于 任何 两 个 大 于 不 的 月 然 数 台 及 w (不 站 假设 
sm) .JRBD m >N y, nN ARESE 
San S ma Hiat e Hem| E 
这 里 S, 为 级 数 us 的 部 分 和 。 

定理 的 证 明 是 很 明显 的 ， 因 为 这 就 是 数列 055,3 Me Scho ou 
必要 条 件 ( 亦 序数 询 的 柯 西 收 敏 原理 。 数 刘 的 完备 性 定理 ) 。 

从 这 个 定理 用 发 , 容易 推出 下 面 两 个 有 用 推论 。 这 雍 个 推论 
RRR PAKAR GIAE, 

HAL F Duge s» 0 ue), 

AERP EL AGE en P I 

推论 d > u, Igi Eskse HOUR, 不 会 影响 此 级 数 
frasco. 
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[ 例 II RRR R E o a 
因为 对 任何 自然 数 p 


i 1 1 
y vj i 55 一 iix 4 7^ 一 一 —á3 
Suas — 8, in-ti)” in p2)“ E (nc p) 


一 i 1 i de se ence 1 = -一 一 一 -一 - 
~h (4-1) ' ml) 4-7 (oa 1) 


于 是 对 任意 e>0, 存在 N=| l , n N m, 对 任何 p 1, 2, 
8, SIPE APESE 


| S, BU S, | cog 
接收 做 原理 , 般 数 So T cic, 
[2] 4499 RE ï 1 "T 


DR y H i. 1 
EE [Spal e a 


十 1 n-—2 ntp 
一 一 1 Eee24- i - j 
>ar nipt tupp OPD 
———— 
np 


AMEN pn, 8 


HR. ÈS 必 为 发 散 。 这 是 因为 如 果 取 * 一 TR RN RENS 
大 ,总 不 能 使 


594 TRE o XDOR We 


Se, Ut S, | -L i a 


LS] 证 明 级 数 S 2X getto 
XHEPI A RE p, 有 


ic | 
[Sui = M Lg e 


ri uoc -. EF A 
+(—1) ntp n-—l' Y^ 


于 是 ,对 任意 正 数 ea N [5] 52st nce mpi gar 


S rp — Sn | ues. E, 
Maei SEL wei 
JilixRBSEIRIH. Ebeh p A AE SEE Bre UC fr e 
der HE GRE RREN, Pr EIER B BE din p T 28 SEHE E 36 Al 
But S, RUE EA ELEC D oe pU ER2A P 37 Bg 258 
RARE. aaee, EA TEATERS Zn. 


$9 EAMA 

4E—JHADEJERIITEUSUEOS CARR AES ERER 
PaE Ee D den A RI Eo 

BET HE xw (u,2:0, n—1, 2, 和 的 部 分 和 为 总， B 
然 部 分 和 数列 US; 为 单调 增加 的 , 世 就 是 : 

Rl PE Eg | "n 

RECEN, RENAA UAT E A ERRUA TETE, 如 
果 这 个 数列 湾 有 .上 界 , 那么 它 恬 艇 到 + ce。 根据 这 一 基本 事实 ， 
我 们 便 效 得 正 项 融 数 收 艇 的 基本 定理 。 

匡 本 定理 ”如果 正 项 颖 数 的 部 分 和 数 族 具有 .上 和 异 ， 央 此 袖 数 
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EH 


Fc Gk. cim ROETPHRERU AD O 1E, JU IR CE f B] He oc, 
d i AE SE , edP OD f EL stc 4 AER Dp EE 
I RACBOEEREZU EU E 
APIS UST n vd o, ito 36 T tes 
ez 0, dt 
mem  (m—l,2,8, 
dA E AUBEUS CPU N, S22 N DELIA EER, RA: 


(i) z 当 起 数 S veat, že x wu, AC 

GD 25 8c D ww Hz CIR, HE 2 vu X iC. 

xx TU ERES Ep ue HH RA , RE ï AG, 和 之 S ous 15843 40- H1] 34g 
U, 350 Fa, Fig ra Ua eV uu 2H È v, egit, V. Xp NM, ek 
U, Je Aii Je, fon X uice, ru, Se, U, 无 .上 界 , 于 是 
VELIS SET 


iie Hi HDEEPUPTE DS UE ROI , "Efe DEL IE BEI y BLES, 
Fee pp Ea PEROEX: 
R ERIE Y m EH > Hus. Ub 


lim. g (Oboe), 


ipe Wu 


36-2. 3E 08 ^ BIEBHRTTU C cci] Iu e 
利用 极限 存在 的 定义 ,立即 可 东明 此 若 花 ,为 此 , 取 eo oss 
存在 六, 当 %> N Wales 


( 一 f ) Quum (t T : Jon 
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FE ERAH, ERE T A. 
A 6-038 i- 十 20 thA, ef ag 10, 


A AAR Sein J Xuc&cURTE. IS 


MEER È 二 gon, mbebhinlibkndt, MA 之 isin P uon 


` DA 


FIR ERPE , EAER JUST SUE RE , oU] RET 
EA FPSA-ARCÉE FH rh ds OD B PE AUTE REGES IE ELA (J. d'Alem- 
bert) 44 Jii... 

柯 西 判别 法 

E Pu AERES. AE Cnt Non nc N np 
E RUNSPESECEORR T3527 7:98:11 721 È ui EA 
FR Xu, o3 RUBORE È u 发 散 。 

【证 明 】 #3 n>N hior Yt 9<1, 赣 么 有 

ut T q' a 

而 级 数 Žig" (q< LEB FRIERE An Š] uoti 
sic. 

3824 ncN MEE Mu, 庆 1, 那 么 有 

| u.c 
因此 极 数 的 一 般 项 4 REFE iE D u, io 

这 个 创 曾 法 也 可 写成 如 下 的 极限 形式 。 
ie Fi TU EE BERTA: : 


$3 E m Xx pag 
XIFAEREHAE us R 


Tn 
r= lims 


那么 , 当 Y<1 Br EEUU Medie, o n1 eR, m r=]. 时 
eiA REAA — A E, 

【证 明 】 (Ci) 先 证 明 当 了 < 工时 的 情形 。 

由 于 了 <, 总 可 选取 适 当 小 的 一 个 正 数 so tE r+ ecl, 再 按 
9581 HOMEM, ARA 世 小 中 只 有 有 限 委 个 数 它 的 呈 次 
根 六 于 或 等 于 7+ o, Hiat TEA EAE N24 n N WIDE 

Su, crtezi, 
WAF ELEERERHE RES A x g= ?十 80, IPE, 级 数 
Žu, Wesk. 

(i) WA c1 时 的 情形 。 

Error, 总 可 选取 道 当 小 的 一 个 正 数 名 使 一 so>1， 再 
按照 $1 上 (CRF) 限 定理 工 , FAA FUR 7595 71, "EB n DOR 
大 于 或 等 于 一 如 , WAR, REDE 7CUS ART An tbh us (EU ENA 
Ww, (—1,2,8,--) BERE 


uu (r— 29)" 71, 
一 一 一 
于 是 EC 2, HEH Hy VTAT E, XER T yc DECUS B 


Gi) 最 后 证 明 一 工时 的 情形 。 为 了 表明 字数 ru, 的 ACC 
HE, RARS AE, RPAN PTR Z, | d ERE 


vial. 
pà 7b up a?" 


KS Beh n EGET 1, E Bl] Ae RC Lr M 
达 央 具 尔 判别 法 


^68 THA Ae HIGH MEE 

FE g CHE SEER, EDAX Mo e ieu ar gt uq 好 为 
At ETHER n ND LIBER Sua i W. 4A E si Wo 
(n-N) 则 被 数 x v, SERE 

[iE] 不 站 假定 从 第 -项 起 ， 即 ms2 有 Agl, H 
dou 7-0, Ak 


Hu a 
^om] ， 


n=l 


多 
由 于 gl , BEL T > ug Meg, ER eer AA UR 
X 26, 9E Gi. 
i EEE nN), A s1, W3 — H nN EA 


Wa 
TRES ncc 时, MD us 的 一 般 顶 以 EDETI, KORR. 
"HEB. EM 
在 实际 应 用 .上 ,下 面 的 极限 形式 往往 显得 看 方便 些 。 
达 阅 趴 尔 刊 别 法 的 极限 形式 : 
对 于 正 项 航 数 eu, 雪 


- oH m~ 
lim =- yl 
4— Wai 


Ir ix pà mgt 35 


lim "5 E 


nes UL 


时 ,级 数 Sv, 发 散 。 而 当 
r-i rel 
时 ,负数 D) ww Dr Bite E A RAE 


Li 


$3 T UE AR Er 


Dum) (0 JAE: ral 时 的 情形 。 
由 于 二 二 AHARI E eo, fi rte i, HER 


8I ECP PER 1, AROA | | 中 除去 有 限 多 个 数 而 外 ,此 
WETH eo, HAIRS TEEM AEN, S n>N MET 
we artel, 
HER LURSRERRLAT 2:09 EUAS PI DIR 3 E qreees cl, K fe Bl 

辫 DEC 

Qi) PREMA rc I BETTE 

由 于 "之 1 总 可 选 到 适当 小 的 正 数 so fl r 6977 T, REPETI. 8 1 
ECP REEE LAERA -2 中 除去 有 限 多 个 数 而 外 ,， 肯 大 于 


r — £9, TR BJ RE TE TE VIL ERU 23 nce IN Wr oor 


应 用 法 朗 EL is, Bot È ET TM 
diii) 最 后 , REHA, r-l rei 时 ， gal Stu, 的 化 


BARDA E. e, AT A A-T, ie i: 
< 1 


Stag 
An P n 


Pli roe -二 RER PASE 
L2] paget S (2), ta o go 


因为 hu (A) ma*-o, 
jJ ge RT p n EU SES BEBE, Iei r= 01. Ae ikue ax. 
[ 例 3] BRRR Z Go» a0 Bach, HT (应 


600 FUA -t fron dod 
HA BH EL ABIE) 
mure ate monte na) om 

Be, 当 a< IUR Cac MARRE iD a1 时， 
级 数 为 之 - ERREAREN — ME EET D) 

A ARRA a (20) KiE. 

因为 — dime! ca, 
HORCBIPSRIEE 4 071 MERCED P >L BORERERE, ipt 
2-1. BRY LC DRE RRI. 

枝 西 积分 判别 法 BERRE Žiu, 09 ADOS REGN RC AG 
1E— 1 US TE BENE Ba fe P EJ (z) (0720 , 使 得 当 o EF 
ERE B, ERROR IEA vss IKEN F (n) 一 ww。 那么， BOR v 
与 数列 CA), KE uo "66 das, ROB ROS Hec 

[E H- ”由 于 


rk k k 
U-11 = | - My ips | f (m) demo ugle = Ugs 


HI 


$3 1EGR RR 601 


FA u> mL federe. 
由 此 部 得 证 明 。 ， i 

柯 西 积分 钊 别 法 有 一- 个 简单 的 儿 何 解释 (图 41-2: 积分 
[F (a) de X feti y — f 0) zc T KC, 册 之 .上 的 一 块 面积 , 而 
JLRS Ode 可 以 看 作 当 图 形 无 限 向 碳 端 延伸 时 面积 的 帮 
法 式 。 另 一 方面 , 般 数 Du 胡 示 无 限 多 个 小 给 形 的 面积 之 和 , 这 
E ABS F3 o, EE cO 1, EPD y— (© 之 下 , 亦 序 图 
RIR. MER ST uus Plu, 则 为 另外 一 些小 知 形 面积 之 
和 ,这 些小 短 水 的 商 为 ua, EURA L HIET, B È n iè 
liri y — 7 GO. EEEREN, TRR 之 tts H M y= a) 


证 楼 短 形 面积 之 和 ， 这 就 使 得 上 面 所 确定 的 直 果 完全 可 从 直观 -E 
来 了 解 :如 果 曲 赦 图 形 的 面积 是 有 限 的 ,那么 和 包含 在 它 的 下 面 的 下 


搂 敌 形 面积 之 和 也 将 为 有 限 的 ,此 仓 报 数 rus Medie, cm, ER 
稳 图 形 的 面积 是 无 窗 的 ， 那 么 包 合 这 曲 钱 图 形 的 上 搂 和 矩形 的 面积 
之 和 也 将 为 无 交 的 ,此 即 般 数 nu, et 


CH 5] dg d — 的 化 散 性 (G7 00. RARR 2 ifl 


Hif (2) = 二 E ERRAR GR D: 
Hm 4, lim [dens - -+ Tim (ni-*—1) 
01 、 
[er 当 8.-1， UO 


602 WEE  — you Ae Wo Rv 


i s-iap HEN MTITNTLIEPELIME 
Occssc d IPIE NE ON sod ovi 8t. 


E 6] JUL p MU 发 散 ， gx ninn)? We £x. 
[23 

tim A, Hm "AEL dmpin na In 2] 26, 

Hos 58 F In RH FERES 
joie S , SEE, EEES, 
d 1 1 1 
el sns) lim( i wx) mi 
MASM È — 1; ict 
$4 ERRARE AAE 
HEARE fa nr EHE H Aa sy PEE 
一 、 xA 


FRR È us, 4n RE AEXCRE B ERT DU BARCHE 
PROK RCIARR loe D > cin, Rico > wi 为 针对 
cflc, da cn iu HEN De, AE, AU A uA 
A UA, Ae PM CHURCH Fr ctu o al So DT ga 
mEOELLS. GT EDI RM LM 

$exdyx dome scm IBI 38 Pu y 4 3E OE : 

LI E 3100274. 27221:2. 072 MEL RES M 

[arem] 发 条 数 P vs OU Uc, a 倒数 n. Mesk, 
FERIERE GOLA, AHER eO, dede Nt ac Ni ab - 切 自然 


& 4 LEGE zu d er PREE 803 


Xt p verdi 
[4,545] A Peg | Ho de Rue] ZE 
于 是 
[saa Hapa H Harp ER Masa a aral 8, 


TARIEDE BC DE D v tlc c 

生理 的 证 二 个 葵 断 : 反之 不 然 ,可 以 由 便 题 六 
知 。 

ME 2C M, EPI 1 BUB S us, EREA, 实际 上 就 是 
APAIA ST uy 的 收藏 性 。 泊 级 数 t nui Melon, 


xw. WB 之 亿 就 是 一 个 绝对 收 敏 级 数 。 开 由 刚才 的 完 理 知道 ， 
Het, PEB Stu, 本 身 也 必 为 收 化 的 ,例如 倒数 S: CDU ae 
— ^ic BUB 这 就 说 了， 43— antena S Ln Aud 


SI ju, | 收 但 的 话 ， 98 AEEA Du, 为 稻 对 收 租 ( 必 然 为 收 项 ) d 
对 收 租 般 数 还 有 着 干 重要 性 质 , 将 在 8 5 HH 

AE 8e JI EA EE XE fn e sigue Sn [ui uH, E ELSE 
WERE Su, REOR RC, MRENE ZAE, Pam Et 
E | SD - | 虽然 是 发 散 的 ,但 沁 SE CIT ypes 因此 
Bre È |w， 发 散 的 前 如 下 , 仍 占 有 两 各 可 能 性 产生 , 一 种 是 地 
数 Su di elit Ret d Sis gika ARR SRPA 


urbs Pus ZERO, XBTRE RAR HORE 之 BD haac 


604 SUME BE oon am o 
Bet E EIKA RERA 

PAREEN EEE HATT HIERA H AASER 
IERRA D u MRA Š u RE RMATTUANS H 
Br Su, Acl AERA AE E ASIERAN AARE 
定 一 个 正 顶 新 数 2 | 2 c, BE Pi A CRI — Ru | 
3| no» ce BEGRGEÁCESE, 因此 对 级 数 Diu, E, 省 的 一 般 项 w 当 


n— co 时 也 不 会 趋 于 索 , 所 以 级 数 0 u 是 发 散 的 。 
(PII) AP ÈDI an G0) llic, 
zae Sreo 


-1 n | mom 
由 达 朗 具 尔 御 别 法 币 出 : 当 oclo Mel. ihi o1 
时 胡 数 为 发 散 。 因 此 可 以 其 局: 
A oci ip Bac S CC anuncio 
xoolbgeE m CoD ved 


:一 中- 发 散 而 S C7 收 敏 ， 故 为 


mie lm 


n n=1 T 
条 件 政 就 。 
Z., PRA 
儿 下 氏 项 相间 的 级 数 ,也 就 是 形 各 
Vt— Ms d- us tate t l) He (uu 0: nl, 2, ---) 


对 .上 变 鱼 级 数 , 有 下 面 的 简单 定理 。 
AÍHIESGERSS ARA SERRA 之 【一 ai (20, 
Th =- 1, 2, 3, e) WAR EA FATA: 


$4 EAT EE i m et n E 805 
(Ci) RIE npt 0-1, 2,8, ey 
(3i) lim u,—0, 
A] i* je $ C1) us lebt, 
27 BEERA n 的 符号 和 余 和 第 一 项 的 符号 相间 ,并 六 
余 和 的 秘 对 值 不 超过 余 和 的 第 一 项 的 艳 对 箱 ,7 | tei. 
GE) 几 注 是 定理 条 件 CD. QD 的 交错 级 数 均 称 为 菜 伯 尼 张 
型 报 数 。 子 是 定理 尺 可 以 这 样 登 述 : 菜 伯 尼 慈 型 的 狗 数 必 惧 和 仇 , 且 
其 余 和 的 符号 相 阅 于 侠 和 第 一 项 的 符号 ， 余 和 的 移 对 值 不 超过 余 
和 第 一 项 的 烃 对 值 。 
[amd] RER S (— 1) "Uu, 的 部 分 和 为 %， 我 从 现在 来 孝 
深 由 偶数 个 藉 所 粗 戌 的 部 分 和 数列 {5sm} 及 由 高 数 个 项 所 租 成 的 
部 分 和 数 刘 {3am+1}. 
XS TEE A TR ifr B CREAR] as CHE 
Sgm = (165 — Ua) F (ta — ta) He o o (ano Uam) 
Sempa = (thy — tg) 十 (Ug ua 十 二 tasca Han) 
十 ana 7 Hanan) . 
由 于 定理 的 条 件 CO , BOSE EU E 3 7 wuz 0, BENED (09) 
APAMA TID Gg dc. 0$ — 25 UT 
Sag = ti — (Hg — Mg) — 7t — tana 7 Umi) — Ham S, 
可 见 数 列 {sam} EERI, ERARE REAVER, 数 
A] {sam} 极限 存在 
对 于 奇数 个 项 的 部 分 各 数列 (a «11 ÉT 
8214177 Sam T^ emera 


BE pa E Sl Bade Gi) ,得 到 


608 THA cR E de OR dm wr 


lim Sami sims 8g au Hai, 


这 样 一 业 ， dei acm Dr SI ECA 6.2) bz. 'EGIST E 78 (saut 
E issu illicBie Ps, HZ. GR BRL EA RC 
Jii [s] ZK EE TWICE? s, SERER T GERE SIS — RED, Ef 
ERPE pp ic B 

(BB E RAE HAE Boni DET eff 8 RE -Tan 
Dur 


Qc 人 一 
n=l 


闻 样 地 ,对 -于 型 加 È (—1)*w, 的 菜 从 尼 巷 型 的 级 数 ， 只 要 池上 一 
个 一 1 的 因子 ,就 得 到 


o ory T v 
—uyym mS cdi, 


n=l 


FEE IET T — AAEE RE: EE ZER ERE. A E 
[rixa 0x iE EE, ERE O Roco diras Tb 
eon i 

FIRMA- crüD"IPIgEBHEfUgua--d 3er: DH Aedü 
OE P2 cu > {一 上" 的 余 和 ?一 > {一 也 Wl 4 XE — 

AE T JE 34 0 tC. ETRA vs 的 征 呈 相同 和 于 条 和 中 第 一 项 的 符 
BHA C: Ta | Ts THE, EREE, 

LER (IU — (s) E EHE ZO RS UH, 
AIPE qe SR — MEA ana, g >il, SE 
theca, mi Oasi BERAN ak. 

A3] ZEMA M > Qoa i87-0,a2-0), 


aw 


REAM ER ARCA " ARA EAS, acl ARE 
DÉE. SR all hii ei i a d e BERGL MÀ WEE 


$4 ffi ira REH 607 


AREG AS 2 m -Az ICI 500 AR TI S 1 A 
件 收 做 。 总 知之 ,得 
Macit m CET (0,070) OCA 
ER MESE Lee 
24 e Lm $21 84 EGRE OEC SiC: 
85 ec T. ecl M RRR R 
三 、 阿 内 尔 (和 bel) ARERIA và RAA 
先 引 进 一 个 重要 的 变换 ， 
AARE MPG ILE 
$— > Å= tba 37 a3 d-- +H OR, 
卫 具 尔 和 其 出 了 一 个 初等 的 变换 。 十 进 和 数 : 
BD, 二。 二 
Ba 053 obo, 
ES 
b Ba, bac Ba— Ba, bam Rac Ba, ce. 5. BuBa, 
这 样 , 就 可 过 把 和 数 写 为 : 
E= > gb, 
—a E, teal By — H4) taa! Bac P Heo beu C B, — Bua) 
= (q4 — G3) B, + (a — aa) Bot o F (uc 9) Bad a, By 


m—l 


= > (a; — Gip) Bid a, B, 
[ess] 


这 个 变换 式 


TT 


2 qb, = S (d; 一 Giu) B, ^u, B, ` 
REFURB H AE. RTR EATA 


Hn m. 1 

! . TX . 
z. hb Gu B. c z (ja Tt) Di, 
Hes HE 


608 第 匹 篇 FE dE oA pucw 
HEPREEB 5 SU HR riii ZSAUIBELRRES ERRE ERO Im 
BUD. EAE, HARA RT EDU ELA IBSULT. 
Ek GEY;RIAGXOARdESU, güupELESIB—BOgpmEE s dediti 
ZEE Piin EE ZG] BU. 
MARIE Am: 
(i) En ($1, 2, (tag m) 3g PASE B, S BI 
i 
(Gi) H, (6—1,2, =, mAAR, BU LM, 
[7 is| =| Si ab M Casi +2lan|), 
[REH] ARH EL ZR HER 
[5, =} ï ab, | «S [a.— ti] t | Bi] 十 la, B] , 


由 于 每 一 个 wu 一 ar (71. 2, e, m — DARRIES, XL | B. 
M ($—1,2,8,-,m) ,"T-cfr 
j| «M S (4,774441) M * |ia 
SM Goa, -+2 miha 
HEIR kE m0 (6$—1,2,-—-,m)TE H. a aaa as 
Jib z. 
Is | s Mas, 
THE, AMRAM Aiiki ETR JO zEIEITZEOR 2 de 
di S) Me rc 8 t E Pup EX ZI ZESR AR EE, XX PSI 
A Eb ds R3 E p ER 
È ab, arba Hiaba t Haba H 


Bate de E RS 
MARAR mP: 


$4 ARRP HHRH 609 


(D EHE 3 aic, 
QD Zia MARA an KE (n—1,2, 3, 2, 


RIE È ob, 收敛。 
【证 明 】 利用 阿 其 尔 引 理 来 估计 和 和 数 
> ti i $ 8, iD E 


E 3 ONE 1 > ,是 收 衣 的 ,按照 收 铬 原理, 对 尾 何 82-0, 在 
ENEM n>N NES T2 1:05 9 x7 

[önti Hna te 十 DD, sy | E Hg. 
因而 ,可 以 取 这 个 = Du | ropas pe M, FEN no 下 时 ,对 性 
何 自然 数 m, ERE ELE EE 


erm 、 
| D) arbe xelasa| 721a.) «8Ke. 
|! k—n-l 


这 样 便 证 明了 报 数 S oz eB 
狄 利克 来 判别 法 ”如果 : 
(1) 打数 S35, Priora B, I, |B] <M (n1, 2,3, 0), 
GD 数列 {aw} PAETE, 
MRR Ši a,b, Vici 
GE) 仿 旧 应 用 阿 具 尔 下 理 来 估 填 和 数 ST mbe dde 
Ga —0 一 co), 对 任意 给 定 正 数 e dede N S n IN hA 


|a | <E. 
此 外 , eTR, 显然 有 
uas Barat o bnn! = Bus - BI 2M, 
于 是 可 理 中 的 数 M BEdEik Ba 2M, HEELS el N 时 ， 对 任何 自 
EAE mur 


610 DIU MEC UAE ME 


|5 Y arba BA arm 2:914] 22 20M 8, 


SEDH PIRE x ad, Sei, 
AIPE A VEAR: AIA EE PNET PE 


A E RRE EEE pape EA eS od e aae Hp DL ÉL Ay 
te RITE, RUEIRO o, WAAR BA: 
Ya i, mb, Fu 3. 
BOTE, BELEK s PLE EE BS fix , dcl cr. 而 第 一 个 经 数 
BAIA EER H ES EUER. Er EE WES, NAAA 
EER È a,b, b E Rec 
55k. AE tain] ELDTEOS VopISE SEU ZEB T REI 
推 葵 , 3 EDU TAERE D C9 Dnus, dn EU 
TE Xo, tras Er , 其 中 Ug 71b. 5, n (—1)"- m=], 2, en) 了 
FAUNI ER ASE, WPR EE, 
- E RT T3 v, yo U vo Hi, 
E 4] AERE 2s Mc sic, Rc 之 Um s »3 vn " OE nil 
cer, xx EXSEIUNI— TH H PLEBIS 
HUS) XB 1) ARTF DIS 2 EX 
Èa sinne a Do 4 4» COS n 
前 者 对 任 休 x iege, 后 首 对 任何 ai Hg mid eA 
时 ,须根 据 a, ae EE xe AZ 
EEEH abs bb. Wi $ sin bz 的 部 分 种 > sin ke, F 
E fS rp pu HEB Zi 


sin d:sin B= 3 [cos 本 一 局; —eos( A tE], 


&5 iiber don eb lr ei rm Bio 611 
ABD ELBIS me Da 对 


ouis o0 yu . 0 、 m , 2n- 
2 sin y Gin a-sin Zet sin ne) -cos 5, —eos = "EET 
于 是 部 分 和 |: 
M i à 1 
V um Ex =y Ts 
k=] 2|lsm C sin —— 
2 j . 2 | 


用 闻 伴 方法 ,也 可 以 待 泽 镁 数 X cos ms 的 部 分 和 满足 : 


m 1 i 
| © cos Em Eu | (mss), 
kc les b 
(Sn 


这 样 , 再 根据 犹 利克 来 庆 别 法 , 当 o Don I, A8 È au sin ne 和 


2 4, cos na Tolles, miá w— 2k 时 , 236 1 CER d ER Fc SB, 


TB 4- BEBO EOS Da., Z a. Bre RE — b PRU Ros 
cfc, 


35 ERDARAREN SI PERDU CT MEUR 

Zi EROR CHER e A BEC BIGUCUL E Mog dct 82 中 
Bids LH Eric 1. SERIEN 4。 DRT GU ED XESPRE BUR RS 
KAE ERAR AK IRL RC 

定理 1 FEA Èu K ENDE TEIR HTHS UR Ka 2 


FAEDAH Do PERNE RAIES REET 
一 而 将 下 项 模 为 迁 , 也 提成 一 个 正 项 般 数 训 为 六 'w,， 亦 即 : 


二 一 上 
[n 于 24.7 器 
UMEN as Tiuc0, 
A . z- 


* 
Q,  353,7:0, 


612 第 四 篇 T8— 35 dr ooB dh e 
i! ut, -| <a Manuel, 
2 0, — 3u0, 


302: (OFM x u REGEM Gc, BA à v, 和 I È ww, 45$ Mic fic 


O ERR S? u, A PICO IEE T sf So, PEN 

KER] (D PAGE Tou kthe, CT 

Ox, 9.ius.,. DEUS Wala 
HCEERPBURIE, PEA È v, n D v, Oel, 

(2) 36 Stu, Ja te Heli, FEN DC SEHE EI RESI A 
Fidi. EEA Du 3o, 由 至 少 有 一 个 为 收 黎 的 , 不妨 假发 
È on E OR F 

2,7 Vy Us, 
于 是 得 知 D w, dodici rr PER (0,250 «5, 220) , 
所 以 
> [us pA vt Èw.. 


PHATE > u, FENHA, Vo BRETA, RIED Y R 
Xo Sw tei, 

ERPE 2 以 前 , PRÈ TIMER. 对 于 一 
个 级 数 2n, 它 的 更 序 般 数 就 是 把 它 的 项 重新 排列 后 所 得 到 的 般 
数 。 例 如 

Us tUe tH t Hia F to Hug Hurt: 
就 是 一 个 更 序 级 数 。 我 全 知道 ， 在 普通 的 加 法 里 ， 诡 换 律 是 成 立 
的 , 但 在 无 穷 航 数 中 ， RETIREI? 亦 就 是 说 , BEAR 


$6 RON MERI SCR LASTE BCREUER EO PE T 613 

数 S u.s, MAE HERR S us e UM E FUE us =s 
M? ARIER Jc nii iren TOUR ELT GERE 

定理 2 EOB Inu, SET BBC È h Ui REOS, 
Himi, $ v, Stu. 

GES) (i) RPTE Su, el it gr UD RA 
稻 对 收 敏 ) 的 情形 。 

EDIDI È CENE 

| WW 
BIA, E n AFPA THR nas na, y mh 后 1 显然 有 : 

skti rS d- ee Hu 
Sati Huat tia H rr HUn By, 
义 由 于 正 项 级 数 È usc s, :是 对 -一切 上 成 站 
SL, 

ELITR AO RB REA REEL ME BOB Du Ie e, TE HR DU 
y Mol ss, 

Si B 3? u, 也 可 以 刘 为 稻 数 S DE PIER, RI 
才 的 时 葵 , 故 它 有 ss<ss ,得 知 

3 一 3 。 

GD BEERESR S e, IERSE IRTE. 

按照 定 再 1 rb BARS RUTRUM TE SOARUBE È o, È ww 分别 
A È u, SPUR FARNA BNR. EA 1 Ani, i8 
PIA BOSCH Ke. PEARL EVI ECT: V mW HEIA 


614 DEP 种 一 下 du oid Am og. 


"Nu D—W,., o ow UM, 


n=] n-]1 
s G) rp ELBEU ARR AG, $ s LER REA oen ic 


Uu =V, 


n=l 


PRI y) FRAREL 之 u, kE jg p e GHIS 


Wk D epu S1 wi 4 IDE Sto, iim So, E HE B 
Ba (1) Petre oai 
$e En F, Su Sus-W, 
. :1 = 


Tiu = oh ooh, 所 以 7 
Sus È (w) =V -W= Èu, 
BRIED T EF 
【注意 】 KAEA A RATE REIS — dtr PAn 
EIE JE d 


4 414,1 1,1 1,1 1,1 , 
I Tits 4*576*7 8*9 77 
XE TEC. 
DOE EAT 3 得 
1 1,1 1,1 1] -3 
2 4 6 8 i0 1? 2" 
|l, l 1 on slogan 8 
7p — 04 3 FU- Ap OH EO O qst "T 
它 和 第 一 个 般 数 相 加 (对 应 项 入 加 ) ,得 到 
1 一 1 I HA 1 i | E Ty 3 
1 1,1,1 1 ,1 3 


lu log $'btv oatg tta" 


$5 dm x K RO EOR ar Pie Stet Depp 815 


而 这 个 航 数 下 是 第 .个 级 数 > 一 ppp, 两 者 虽然 ， 
人 中 ` 
ERALAR Rl], 

HT RFH EARO TA RRE RAA 

RATE ERG ns ERORA, HA DE SA EHARA 
SEX — IEEE. pleri A RE AEA e fi oo 的 情形 ) ;也 可 
WEERA X AERE 

[5553] 分 到 种 情形 证 明 旭 下? . 

1" s AAR: 我 们 按照 狗 束 原 求 的 顺序 取出 关中 的 车 干 正 项 ,将 这 些 
项 机 加 起 来 ,如 果 革 和 不 大 于 s, RITEAR, 只 到 被 取 呈 的 这 些 正 项 
BAVRCBBUBICACT s, WIEHE L Anit, 这 总 证 东 得 到 的 。 SURH ERE 
OKRE SHAH ET E, E GERRARA 
EDARI T- 5; 由 定理 1 知道 ! DEOULAOZAIEEUNY, SAATE 
SB MEHR HIA EES, 使 整个 和 数 团 刚 大 于 s。 ARRET 
使 整个 和 小 于 s ,如 此 二 休 绪 地 下 去 ,得 划一 个 新 的 航 数 


M Pa SUF Cat Ug br vy be nnn. 
ami 


MAR DAUR D) os 就 是 原水 航 数 的 需 轻 过 里 新 排 区 所 成 的 。 
BOUIAMRUS V 


以 下 我 们 证 明 Faa (a>), 
由 于 cs o0 0 (n 99) T E AERE s>D, 总 存在 视 是 以 下 两 个 条 件 的 me 
Gi n, Bh, [os] x6. GD Va B Vaart Eb s KRADE € 
这 时 ; 对 任何 onn RIRES Vu dE V, RI Vua -个 比 5 XA 
—AVI-T SET = AZ 


| Fa —s| EM | Fa = 六 Ti == | Vg | TE, 
ARBET, RIF a BEE s KARERE s 小 ， BEARRA D e. AEN D Hn 
Fa 总 比 了 -1 BIRNI s, EJ 


IE FeSIY oe cID T 
IFs sj jF Ria, 


法 时， 总 下 在 这 样 和 的 而， 使 得 Von BD V, pa dU UTE s KIT EAE 


816 LOU MEC NE E E 
Tos PE Hom Bru gae OD XB. n Ere na, CEU 
[Ví 5| ma Kaas) mI Vu sig E uo T Vaonal 
= LM UE, 


这 样 便 址 明了 V.— 8 (n -> o) ZIRBIIIEUS Y 
S eyes, 


2^? s— too 的 情形 : RUPEE ROGER RREFERA FER, Bin 
HRR T 1.pREDAEER d. 这 是 办 得 到 的 。 然 后 在 这 些 加 项 的 后 面 信 加 上 航 
TRES -个 名 项 。 以 后 再 撤 腿 郁 数 原来 的 顺序 在 剩余 的 正 项 中 取 落 干 项 , 使 
它们 的 总 和 EMIRA GRA E AERA- AARAA RREME TERA 
ARBO 大 于 2, AEREA S RELA, ZIRE 
原来 顺 六 在 剩余 的 正 项 中 到 若 干 项 ;使 总 和 大 于 3， 再 加 上 般 娄 的 种 三 个 旬 
T KC HEBR e ELA HEUS, AERE, 这 个 新 故 数 正 是 定理 所 要 
isle 

3° sc 一 = 的 情形 : 证 明 与 2 相仿 。 

由 定理 1 及 获 坚 定理 可 以 看 到 , Aika RE h TEN ARA 
才能 实现 的 , 尼 的 种 要 由 条 数 的 项 的 顺序 来 决定 。 厅 对 收 镍 基 是 由 禾 数 项 的 
城 小 述 座 来 决定 而 与 其 及 序 无 关 ， 这 不 是 条 件 收 散 和 禄 对 收藏 的 本 质 上 不 
同 之 处 ， 

最 后 ,我 们 来 计 座 般 数 的 乘法 运算 。 主 疼 是 回答 这 梯 的 问题 : 
在 什么 条 件 下 ,两 航 数 相生 可 以 象 有 限 天 和 一 样 来 还 项 相 科 。 
RD ico nu, 和 D) on, 仿照 有 限 起 和 数 乘积 的 规 


期 , 这 里 也 同样 作出 蓄 两 个 被 数 的 筷 的 所 有 可 能 碟 对 的 琵 积 mr 
(i, k=1,2,8, 4) XUBAERU LX 


Hiti, Hits, qUa, crt, UQES c, 


$5 KON eo FCR PEE RRRA 817 
EME A FREE” R EAEE EEIE FTRDEHD ESSEN 
(Ei 4-1-2), 

对 角 线 法 下 方形 法 


tavi Ms Wita Dy 
/ mu va latina | e 
此 ra Hata | WiVa | Urta 
! : i 
Hany — QU. Uata Baty ms -一 一 - > 
A Ps " Fa ; . | 
kK 上 上 a n Uang aUa uU. p t 
UU. Uata Haug SQ c == —— | 
lo Z Sav, aUa Uata) 
QU] Uata CUR HU. tat =- -一 -一 
z - 
d ag o fenem 
a 
E] 4-1-8 


HRPE) UD uUa. MAUS NID Matas Uaj ta 
QGEZP HS avi; Mita, UaUa, Uatii UiUsa, Watz, TaUn. 
RigUa, Hajj c. 

ie EEPE p tA TU R, A ARTE, 如 果 是 

按照 对 角 钱 法 所 组 成 的 稻 数 疡 0., 这 里 ,一 般 项 是 
Cn — VD, 1 Fuarag Hert doas dr, , 

Bui Ee ett 31e, APIR È u AI 31 o, Br RR, 

定理 3 QUADEHD PRA e uim Dio PER, JUR 
AREUXUGnY. 刚 它 个 各 项 之 积 uo G.5—1.2,9, ) ERIE 
何 友 法 三 列 所 构成 欧 航 数 也 和 福 对 收 敏 ,用 其 和 为 UY， 

[HE] H Wi, Wa, Was ta wa s OE SOC AE - RB DC E E 
uj D (4, k=l, 2, 3, i 小 所 成 的 一 4 8 A 3 axe 

[70 十 EA + |a] Tek LM cet 


发 站 是 它 的 好 分 和 ， 
" nu 
ge Elo Sl, 
Pr 天 一 二 


———— m .4 : mm 


618 第 中 篇 — Xt i Ti mou 
za = mayi 3 "m m 
Hi. PS MAX’ s Mis 765, Tita, 3T. Tu. 


Uio |t 十 us teet |l, 38üp pa | 的 部 分 和 ， 
m— 

Fie || 十 ;| 十 一 十 |， a RÉ Il GNO RAAD, 
"c 


[Hh TARS 4 和 I > m 梧 络 对 收获 ,所 内 UT 及 Vi BAH o 
EA. 
Fu = [MCN 十 [CE Mi | oec M, tul 
d | t | 十 Us Tec LM il ni 十 DT cec Lb 
-UnFL 
于 是 知道 号 六 有 界 , RNR T Et X w, HOMME, 再 应 用 
定理 2, R wo, 的 更 序 级 数 > so PEG, HEREA 


数 相同, 亦 即 So, — S vi AREE H oe (i,4 一 1,2,3,…) 按 
BE CERT AAPEA Hg hp i P Reo Se. REEL CT A] —3R 

"PIE HE REDISX- 3034456259 UV. 

25 n da FAJE EE TERIS jo ERE CER ES Oz m T: 

X Guo UDa H s de d gt ) 
十 (ta Huata H Mania do atia d Haya) 2-9, 

pile Sic RC ABE AEM S306 MAE E E TS RE Sapori s 

RU EC > un I 2 的 部 分 和 分 唱 为 U.du PV, o AX > An 

A aT D, Fa 1 

FTE lim A, - lim (U,F, -= UF, 


m 


$6 X 75 3 E 619 

使 证 明了 Sra, UV, EME 

MORTE TREE Pf T ES) SERERE (Mertens! gg pa, ix 
"ELDCRERE FEE kdAn P: E ES 和 [ Š v. Pree, HAAA 
U $n V, E XH ge, H EAP w np fp e T 
Ne GAH o, = uam, avs a ata at sti de og d- o) Ale SIG. 
RH 2e UV, 

[ 例 ] RR g 0 


E at m E " 一 & rm cc L 
Itgate tg 1-4 
Eai, KARR I AES 可 竺 
E E E 1 
x n—l = -— 
1--29--3g*4- 2 ng gg 


定理 2 和 定理 3 PpHOPIGH EOM a HAA TE S 
REFRA A E EE a Ea: aE ERST, 


$6 x 5 x m 


HERRE RE. CARRE — 4E UP DU aE 
BEA UG HERI AE AES 
于 一 个 数列 


Pis Da. Bry cc. Pry 
TBrax— 2] Xii 3e. Ra [| "m 
vM 


pepepepes dx] 

BAFRA. WERA (p.] rg o d Zo exc. a 
Preme Me 

HAMIA, n=l, 2,3,…, 就 得 到 部 分 乘积 的 序 列 


620 FR n ME MEE E 
Pis Pa, Ps, "rts Pas "t 
对 于 这 个 序列 { 尼 只 可 能 有 下 面 沽 种 情形 : 
(1) FERREE SRI lim P, P(0) , 
(Gi) ERAF lim P,-—0, 
Gii) REK, 锅 不 赵 问 任何 有 窍 极 限 。 
在 第 外 种 情形 下 , 称 无 劣 采 和 
Hi». 
为 软化 的 , 寿 称 极限 利己 uix SESIBS lE ,于 为 
Pop paps pa = I». . 
WER GD, GD ERE RS EXC UI RR AREA., ENE H 
的 是 , 虽然 在 第 G) PRI TRARRE A po 的 极限 利己 是 存 
TE f^ fL BRL DE P — 0 ,TROIPLULIA DU 3& 11-7625 S BUSE Ue HC R9 , SEE BB AE 
Br 8E RERBE BAUER ALME ER 
43E— 4 CH HE BUM , 只 归 有 一 个 因数 为 车, 那么 就 得 部 分 琵 积 
序列 的 极限 P=0, 所 以 在 以 后 的 诗 葵 中 , 我 们 总 是 把 这 神情 形 除 
开 ; 而 恒 假 定 P, +0 (n—1, 2, 8, 20 
[6j 1] XU HER 
Ül) 


EIA, BR" ERST AT ROI 


e- 6-3 -3)-6-3)- 902-1. 


(90 2] AAAA 


| cos P 
LH co 3x 


ROBES. XEFUSEBCROHLRI RE TO AN, 


$6 3E "US Wi Bl 


sin 多 一 全 cos 号 sin T -= 2? eos E cos A gin P 


=2" cos P cos -....oos -至 sin -多 


2 2a 2^ 2»* 
EEE: ESOS 
P,— cos $ cos A 608 T 一 —- L 
sin 
ga 
再 根据 极限 式 
im dein dece 
P 
因此 [I cos 多 — 8m e 
| sci P o" 
[ 例 5] AFRA 
1.1.1 
l3tkUUUU 
1 1 1 
E 2. > 8.3 4 


都 是 发 散 的 。 因 为 前 者 部 分 业 积 极 腿 为 合 , 后 江 汽 极限 。 
IPERE ARR, AAT ALAE: 


MUR Y BERRA LI p Kik fa 


Ta — Pn De th o B 3 
'E BAAREISTA, A RRR, 
Hij hm z,-«1, 


Ni 


这 可 内 等 式 Tac pT 


622 AES ao octo BA m oz 


EU lim P, Pe 
SEED ERE, 


性 质 2 PEREA TL p. cic T 
lim p. -1. 
i 基因 为 P, E Poa ipet ma P, RE 
2 P 


_ - 了 
lin, -lim ” 


s Pua P 

性 质 8 PERRA N p BI 2. EREE 
IAE ELE CERE ot ER TEL, DEREBA o LI Be To sf 
积食 收获 。 这 不 玲 从 定义 出 发 推 得 , 莆 芒 者 自首 之 。 

由 于 性 质 2 和 性 质 8, 在 以 后 的 讨论 中 ， 我 们 总 是 股 定 所 有 
PrOD, 

TE, RTPN EEEE RS Jc BROR A E RR Bic 
RE FEHESEJUA EK PE. 

定理 1 AB RR TI p BEIER AEA 


> log p, 
trit, BRHoOuixX—d4TE E. uda. JR ACE 


GEW] egr aS AAT, 即 有 
bd I$ B= dog P, P, or, 
EHA ROA RAAE E E tE CH P, RTA pE 
TRR P, 则 biie log P; EH L. 只 有 有 限 的 极限 L, Ri 
PaPa TAER e^, 
HA [lp TURAE CODE CT MIER tE 


PU CD dE jH c23 


~ log p. edd oc, 
定理 2 4 
p,—cl-e, in=], 2,8, e, 
车 对 充分 大 的 如 ,有 
d, CEE uu, 
3b 7, 3658 HE TH 
n Dr = iT La) 
We sécbra 35 EAR Por Se 
> m 
Jic 8k. 
[HER] 必要 性 : m li CL o,) 68k, 种 知 
tp >D in—> oo) 
KIRGA 
> log I-a) 


Ye fik, 
X i lia. Tog tt ey) =1, 


perm (t, 
EREA HERE o tic, 


E 


ESME: gia. Ne SH a, —Q0 in- 00), 


5 B Nm log td res ^l, 
ik SS Tog (L--a, Mc, nón 
IRLETAN 


FSK. 


624 第 四 篇 — 第 一 车 Anaa 
推论 45a,c0, Sa ERG EE OL) FADE, 
对 于 一 般 的 情形 a Z0, HAUTAA. 
[Ii FEED 
Eam Ya, 
V ick RES [1 C Ha dlc it 
[E Kaet a 0 no), 


FRE lim ——— u 1 , 
按 比 较 利 别 法 , 正 项 级 数 


> [a —log ‘1 +a] 
cic 8E aL Ante Š a 收 敌 , 得 
> logicae) 


Mf ECREREREDIT T] (1 十 w) 收 做 。 


Jn. TU REBUR BUR ILIO OR SERES Sr JC 58 SREBUREON IUe fc 


kb: PESER E p,, 当 级 数 


> log p, 
ml 


j& iic SOL, OG HERE BUS RIKA. BIER, RR 
I] G--a) AARRE RIAR a, ROCK, HHE 
IHRER RA WEICHE Tj JE RON IC NORBUR AAE, 


[A 4] AE n (1+ 2) (9770), 
nl qr 
=，1 
i dcr 之 " 


3 m e25 
tfc: 24 el RRR, 25 0-1 RERE o 
[P$ 5] 24 a- b hi, AEN 


lim btl bten 
ne Gía--1) ia t2) (atn) . 


GEN] ZRNA 8 


而 


n 6—a 
—— --- = — 0 
pa a+r ! 


AHEMEN T dedi. 


1. ĦA: 
O) Him (z, tyr) «limz, + lim y,; 
Hoe Hor nem 
(2) liu (z,-Fy,) lim z, E lim Yas 
LET PETA nem 
2. BE x, 00, y. 0, HEHR: 


(1) lim zu, «lima,slim Yn} 
H +a Hnc au 


(2) lim z,y,z- Him z,-lim ya, 
98. A lim zy 存在, 则 对 任何 数列 (9.3 成 立 : 
QD Gmie, tya) = lin 十 Hb yai 
n2 nom n 
(2) lim (s,*3,) elha æ, «Him yy, lim z, 7-0, 
Hos erm ue fle 
4. KFZ EE TURS ERR ES FD: 


(D a= (»—1,2, 1: 


1 
Ey 
(2) a, CD» (11) (r21,2, ---); 


che 
5 


(3) a,—- (e—1, 2, -); 


GAG amus fÉ-- (xo Xrosi sx Er 
. VE a 
(4) m.-- sim “E (r= dl, 2 oeda 


5. filins, = æ RIJ lim im. =t, 
ve 


ner 


Etib ko RETEXE MEAR Eo 
IIE EISE EERSEDTERAI, AET in HU OE: 


vd. d 1 1 . 
eb Lt LETS 十 -十 TEM Tee 
2» ou 2 dee 了 


Tgi T gape Ga Dzie ei 77 
T. NERE TIRES = essi: 


1 Y om : "n ~il i 
D Eus (2 E du), 


8. APE Fui REIER 
.oxO Sin nm. 
OmU i 


2 1 
i 
Pà (y — 1) = 2m-1* 


(5) PLE. QU 


» L 
" LT. 2^ 
( È "v Fh ^ M 


SP. Eum, Xu, Heb HA ut Meet Het nfi? 叉车 20, Xu 收藏 
EL Hir se, =a, Fl] acm 0, 


10. PUERI Xo, X ve. lin T50 MM E e Kl, X 亦 收 


i. SUE D s PREIS Xs GRET I Tin ers vo BA Sn f v. 


mettez BE SR EE LEA 
11. 445i Haec gi: 


. 二 1 

D M (X 
a Eu ; e» ze [Ilninc-1)]* PN 
a 5 2+ Ti 
(3) A na PI 》 à 


Pim 
12. dM FAR 0O Ne 


y7 


w SC aa as b, a tgo ee. 
v. y S 7 


i T E 


13. 


14. 


18. 


-Jo 8 627 


(ades S Tetris H i X3 PARTIN Sa; 
1 

(8) S 中 , 7 

US mua k 


LI 


dí Ww 2. 
e 名 xe rx. dre 
利 月 TARE E J TRY AIERH : 


“J liti Eom ; 2) lu ru m 
Q) "E et 3 v (2) iun P =0, (a1), 


gie FXURIXCEeE: 


. Z 1 
i t-i} 
全 f nela 
(2) Ww i 04 


td 
di s 


Gom i 


Eun wl nin a 


e m. : 


fe ne hua tiln n aY 


aw, nl 


igs > 0); 


o. pja [FASCE MEC SRCE EA ARTE kE gO 2 


1 a i 3 i 4 
i . 一 - Ll 一 -- -二 
0759 6 jt 0 ; 


: 1,13 1 1 a 
(3) l- 到 ` » uB ü 
EN a TrA m ul E ^h 
a Sepat, d; Depa, 
p H ' nl " M 
O Dw nsus uu © sni (0) 
1 1o 1 1 1 
(T 一 一 上 — n Men ——— 
) W3ib'Wwuioci Waiil n —l 
2o. 
Yn 


T ENR SERRER SS, 并 旦 在 同一 个 所 号 两 项 
BITART, BUE E dai 3 IEEE EC FERES SOR S 
ul ( — i) [478 | 
naj mm" m 


EPERE. 


025 


23. 


24. 


25. 


ngu EE 第 : 草 mr oy :& du 
Dima PORA REB e g io PC oc: 


EE . A 6m (m 
1 3 Ó . 2; Ww a E). 
0) ES H 1 5 n! H 


(3) -— (rcx); — (4 DESAT (rca). 
ne Hn 


fio m 


TH: CEDE DO AE HORN ea 时 Dto, 


. ax Ana, Hi ^ È nid, ar) Jc Se M 3 Aui. 
. È (4,— a RER, 3 b. cfi as 5 ATEA 
-gtje <l, yl cT, RU 


1 
Eri p priy p --。 v=]; 
n ( tariy Tg —à) 4) 


. 证明: »UEC _ Se 


aca ml sz n! n=1 n! 


TR ACTEURS Ri: 


"o mi-—4 as Yl LL 
D ID e uet c-9; 
-OJRCY 
e ne 0 dur. 


di: dE T tcs AE TI cos e, 收藏。 
Ji J ， P 1 ' KT ^ . T 
apu: LP» Ey Xp a. Iti i! tg (4 t a.) m | — citt. 


EI 


inf 


第 二 章 ES. 


81 BAFANA RA A 


BA eia fg RAE, ALACRES RR e T IRURE COAT 
情形 ， 这 一 此 我 们 i él du HEU ELE dro LEE fai 


ju. QQE) us Cx) Eg GP op RS Um) nnns 


"— WEI, Ua (m). ce, uu), ce BIETET Re E 
BSUH TE. 
Sic) * ts Lm) 
kl 


Jes n 项 部 分 和 。 gia, RRT ED SE 
它 的 部 分 和 所 成 的 图 数 记 (S, (0) ) ip 

BO, Naim), eV SS m, 
3k sd dir. 0525 I8] , HRA 5,2 ) de 8T L6 OS R HR 

S165) + È TS tw) 8, G0] 


ESSE 

24 » UA EERE zo 时 ,我 们 就 得 到 数列 (S. (29) Y. BN 
的 收 化 上 发散， 是 在 第 一 章 就 定义 过 了 。 HRA US. (0) 上 AET, 
FPI ERA (8, 0) ;在 点 各 是 收 笋 的 ， 全 szoi ir BEER ER 2 
18, GO TENE vo SERERE S HF S. Goo) HERE S RU AS, (0) y TEAR to ft 
Wo EE d IER X Eh xx m 45.0) HORIS M A 
3k (8,003 dE X^ 上 收 敏 ,这 时 , 0 8E EE 0, vsu Q0) E HIDE RE 
限 Si, eX PESI, Sie) 也 随 之 而 变 , Non. S0 x 


630 第 四 篇 第 :证 x Bp da oH 
z RRG Fr 08, Gn FUIS V #e 

Fh ug X cec Aus SL. PERO IDs B SL Od TIR 
ACA eT e C, 例如 当 rus, Go dE X EAR cu e RCF 
SG) Bj elit Sou Ga) fe X EiS, S (2) SUA e 的 画 数 , 称 
JARRI ANH E, IE C 


Pig S Sigi ó lE) = 2j (a) 
Lal: 


为 Èu (a) HRA, LAH EIER RIRs St rp, dim 
5, (a BRBE ru, Gr) 的 v TEUER, Au T DAH AREE RR RE 
的 定 闵 。 

我 倍 知 省， 有 限 个 渐 歼 的 和 在 起 一 点 的 画 数 极限 等 二 它 侧 在 
这 点 面 数 极 隐 的 和 (和 兰 每 一 责 数 在 这 点 的 范 数 极 限 存 在 ) ， 有 限 个 
连续 丽 数 的 和 公然 是 违 禄 丽 数 ， 绑 似 地 ， 有 限 趟 画 数 的 和 的 导数 
和 和 积分 也 分 则 等 于 它们 的 导数 有 积分 的 和 ， 然 而 现在 我 们 遇 到 了 
3:59 ^4- ide uu E, uale), ^78 uum), ttt 的 和 S (am) fg TAG 了 ,我 
TERRA 


lim ${æ) = Tim KERES 一 S 【mn u,(o)) 
go = nl got 


t= n-l 


BUOXGRULD? MARAEA S (20. E AE e 
EPN GAAR A V a8 405 E "EP B3 3 E 065 eR 
积分 昵 ? 举 一 个 最 简单 的 例 : 

[654 1] 


Xu) ace G?— 8) Gh a) ne ees, 
n=1 


ERESHE Sanl ESIERBIL IE n AA S.) ar, A 
EEE 


$1 HRUPA SUR CORO Dto Boi d 631 
(0, 0- e1., 
11, Mc 1; 
"p LEE AR Xr Pbi- Ede pe, 6 a, IC d CDS E fF, 5] 
BIERS MEURA S, (n aT Ed. dna EE Ss o Ec DR v E 
Tq —5E 5e SERELS o 

JVC SEXE IEH S5 R f 15 BV Sr X E I SE 
rip RUE BEDAE AE. ixfedHpelbHi $E. 
Xe .GBSERRREUMDE.qERSLD I SCERARMUMSRE. BRIDE 
2. MUR, Se 5 MF — IB ETE AETHER OT ED EIRE EA RIH E 
的 导数 或 积分 得 出 每 一 荐 导数 或 积分 所 成 级 数 的 逢 呢 ? 事理 焉 是 
ORE S EARE, BI Soie fica Es LCS DUE, 航 数 或 果 
3c Si a — £i bc So eC ve a — codicc e PORE o1 
Pink ER php ue CP — tu Me Sc GR Rr. DE DATE S DXC IE SERRE, ELSE 
XE 87-0, SF IC ESTRSERE— n3 b TX DRE UE XCTI. SC m, 
MR EAA EREHE 567-0, BETETPHREIjR OE BI ZR JE BR 7， 
JE EL LAST PI BS e m DIT iia 的 点 v Bn. 
dEAE IX REL E un Jap V CERCA BAT SRL fce Sk i AT x cR T8 
AL, 这 时 间 题 在 于 能 否 找 济公 瞩 的 对 每 点 部 适用 的 访 。 我 们 知道 
Pc (8, 0) siib ME ws G0) 在 X EF S (e), 
就 是 在 X LE KF S (s). ERARD E L, eR 
ATKA e0, 在 您 一 点 mo HSREHCBFUNCNON, Bet nN 
RHE 


ig) - 


| S. eo S igo | e 
wa ! 
(ATARA MER, BGB SEE EMCONE | Pn upia sej 


这 年 六 — RiR TIKITE e, H HARKET cu, REU E y 
Nie, to), — d$ R Ek Ei BARRAT = ni A ik d uo 的 


635 esI EN DIESE E EE x 

N(e), Ag ROM X RANADE A ce). TEHA PEE 
EXC GETBOBOR (5,00) (RRR ST us o), AT TE 

rd £220, deg FLUR T e Nro Nie), Bi mo N (Ce). 时 ;不 

ARX 


[S (zm) —N (m) i Eur 


(ORRA RETA ie = | $ wem | <e) 


dx 

3i X EBs URL, BURR (S. 00) (X 
ETSE). 

[5 21 En (a) = 


TRES ) JE XY bok 


En 


d Y (co. co 
Íp e^ Ac ， 99. 
BARS) 0, MERGE TEE X H8 WO), M 


I 2n v od 
lS, (0) — S (Qo) | = al M =n rai RC 


之 只 要 取 NO VEM 
这 个 图 数列 的 图 形 为 图 42-1, 由 图 可 知 , 只 要 N 相当 大 ， 从 
18 V TREES Ah E ys, XE (— 09, o0) BT BEC HE EE 
q--S(az)--e fug: Si) 一 8 M. XXaLdk —Rz— NE 


y 


æ- T 


SJ sse spa ED RE ERU SUR Euit 083 


y 


— Sictie eic E JL ER C] 4 2-2) 。 
为 了 要 使 Sæ) — S 6, 显然 只 要 S. G0) S (o dE X 
上 的 最 大 值 max |S, (z)—S(z), ck ESSE snp; 5, (n — S (2) 小 
die GNAÍEY.BeFiR4 dk PT ema es, 因此 ,也 
Wii Tu: 5.(00 RETF S 60 BE ARAS E REOH n— oo 时 
4,— max S. (2) — iS Gr) | —O 2 Aa csup$, (2) —58 (a) | 0, 
ix RTT UR Sie SERE, RE E S, iw) — Belle eer 
S (wz) ,那么 对 任 答 的 二 0, TERN (e), inc N (e) 时 
(Saim -SN ir) :< 
Xj.X E—UbE BUS Yr. LS eae 
sup IS.) — S (a | xs 
Q [S,.(0) —S (a) dc X LA ECKEN. Aib 
maxj S, (e) -S iD), 
ARRE P 
定理 1 M (SG)! ARR Deo) EX eo 
Porge 0500 B4 bbb 3 ucc 


634 第 四 篇 85 s Xem XE dx 
d= sup S. (am) Alm). 


(xr Aude. Mo [y sup | 7, (a) ) 


"=1 
例如 在 例 2 中 ,用 求 极 值 的 方法 可 得 
A,-s max (S, (a) eA ie) | = max 六 (人 i ES ->D {n>}, 
(oem, es) (oum, om) 2n 


RA osx. Au 


[B] SG p 0 ss Y C10, 11, 
HF S (2) —0, kk 

Z,-: max S0) i Is 63] =l 

H THON [ 四 " > 


ip t 
Ue rl 2 


da PRF, WE [0， i] -k3k — Fok 8k. 


-— 4 


二 4-3-1 


APERIS T EME E i AR AA E Ee e ek, 
这 是 与 一- 致 速 糖 不 相同 的 . 
[py 4p EH] 1 pps d) 
SaQe) -u". X — [0, 1] 


$1 MAAMEREN AA dick 638 


y 


PY 


— p 


M 4-2-4 


2 BRE 
a". PD 0e, 
Q, esl, 
&k supi S, 00) —S(2) | &1, H 2,521, 内 之 do 在 [0, 1] 上 不 
— Slc Sic. 

由 证 明 中 还 可 看 到 S, 0) - 8" 在 (0, 10 AUI RE SO Gag. 
得 它 征 任意 一 个 区 加 [0, e] (e 3e T: 1 的 性 一 不 数 ) ae e 
仇 的 ,这 是 因为 


sup ófa) —S(z)!-— supa" =g- (25 noo Bj). 
人 


Lt 


S, (a) — S (a) - 


园 理 可 知 rm! IT TEfE-- [XII Do, 13 i0 Agde 1 nfi 
xo — $c fE CO, 1) Jb. Bogt, Xxdgb-- JH LGEnR T3 
kS HARARET, 25 8. (0 在 划一 区 前 一 数 收 获 时 ;和 定 
当然 在 舍 于 这 区 疝 内 的 什 -EH alea, Bal Aic R 
AWRA ARA Be 另 一 右面 ,这 两 个 例子 血 说 明了 
3: (a, b Pai E— BRE RE. eu ox) -— Eee, os ie) 看 区 出 Ca, o) 
AP- £x EE, H Sw) FE (e, P) AE IER E ete fx 


636 Se ER TE MAAMA 
I, TS ie ER Ce, 02 PRI. R, I4 tz TE Ca, b) — iot 6v 
— SEIS PRI-- EBORE IB TR, BA S.) dE (G0, D ANS, 
勒 可 得 到 党 在 区 间 避 ,分 卫 有 收 伍 ,内 为 后 者 意味 着 六 2 E GO, b) 
Padi Exe MX (a, 5) 上 每 一 点 , 恒 可 瞩 (a, 50 内 的 一 个 肝 区 阅 
包含 这 个 点 ， 于 是 从 5,0 在 这 闭 区 间 工 的 收 线性 就 得 到 知 在 这 
AAs iLE F- ENG D 3e Bep po itr e Ri ay BERE Nh ena 
[15 

VA EREA ABR EREA ERU. IH T ERE ORE 
FHARR AEE Y. E EAA Rr rH T HR 
ARIE. Mor 1 ETEA 

定理 2 È u (o) S EN EBET SE 的 到 分 
必要 条 件 为 对 任意 的 数列 (2), 0, € X , WÉ 

| 
FE RE S.(m) BOKT S Gei, AIM ERT RE 
PaGUS) 19 d 
就 得 到 条 件 的 必要 性 。 要 起 明 充 分 性 , EOS.) 4^ — $E SC 
SC), 于 之 ,对 基 一 个 起 数 se 点 及 对 任意 的 六 , HT ERE CHIC X, 
puru 
nA ORE [mum | 6o, 
因 之 可 得 划一 列 正 整数 n... 和 和 一 启 点 mc X, muc X. 
{E 
| Ael, 2, e, 

酝 意 选 其 他 的 成 m. (nig ma. READ n G5) PERNT Eo 

这 个 推荐 对 证 胃 亢 数列 或 向 数 项 毅 数 的 一 致 收 伍 性， 和 着 湾 有 
什么 用 处 ,因为 我 们 沈 法 对 所 有 可 能 的 数 别 £e.) 加 以 检验 。 和 但 用 
各 证 明 一 个 评 数 剂 或 疼 数 项 般 数 不 … 致 收 钱 , 却 是 很 方 局 的 。 


t1 GEOTOURIS RU KE THp ARD TUR 637 
(BEST S, QD e rise, X i- (0, D JE - Sole 
SeX b, 者 取 n.o E, 
Palea i Sm Sm Bng ioo 


MIO Yen n f i 
(Hl 6. feih ike (1—), W 


| n, 62) | -(a-ly £7, 

fic dE Bi Mei 

M — S Wie STORSC OO: TU a] P csi Bs PHARA. R EIC OS ET nd 
充 要 条 件 。 

定理 3 HAA S fu X koee JG uo S I 
Jy HERES 8270, ERRER N =N (C. Bi n N. IASON 

Ius (m) — Bp) «e 

IHE TA pg X HEET o AR. 

【证 明 】 ERG. G ARA S, E208 
iEn 670, W4 N (e), dii nN RA Ee v a 


IS, (m) Sin e 


"SER 


网 之 [Sap lt) —S (8) ,< (P=1, 2, d 


JR n>N MROUOX guido o RU 
[Su —Sm | a (n-1,2, «9, 

REEMA, OES ec0, TAE ER N (e), Bk 

n> 玉 时 ,对 任意 的 正 整数 六 和 天 上 任意 的 RT 
[Suala Sa) | <e, 

SHERE e, MA {9,00} ERA ERES: IE 2 
DE Enan (N.Q)) 对 A BEERE hU c AKEN (S, (0) 
在 六 Eck, EEXEBHSIC UNION S 00 , TEER, Maps v Hidr pt 


833 第 四 得 Moe ROR GNE T 
FP oo, MMPI n N htt X .上 OD o He 
Seiat- oa e gn 

Anak RE (S. eaS e, 

$a SS, tw) C REVUE C das a. 就 可 得 型 航 数 的 柯 酒 
—' fle tc oS ER 

定理 UAR Sun 在 X 上 一 下 收 化 的 光 分 必要 条 
TE ATAR RI 620, ARI REER N Qoo, Bi n cuY INARARGX. 

Suis (m) — Su Gm) = euer (9) Het ea (0) He raus (m) | es 
HEGRE por X E TEES o ERE Wr 


$9 —BZ BREIEN 
fir EKAS, AAA Fati $1 um Ke 
Lakk REGER T. BPH MARAJ S 
定理 1 PWE a pA RE ai, ate KOTARA a), 
HRA S.) EEE S m), AE n, OPER PUR 
lim Sy (e) = A 


ta 


Hil lim A, Æ lim S w) 


qq 


Bede EDRUS Van 


lim lim S,£o) := = lim lim Sal). 


morcs E—ME 


jAi r RR lim fi lin "T EA 358 [B HE 
[GEB]  di-—fMe s D PE V JOE SE. 对 和 任 给 的 60, 可 得 
IEEE NS, inc N hh tE (a0, 000-8) PEU 
HS au SV On) j E 
取 棋 限 e-a, REFI 


i 


S.o Eeki ieyt 639 


SIC AE oL 6 0 ET A EDS GV. qu 


lA —.4 z F 
和 (Sx (wp) - 860 | y (Q«z m—a' «83 


mitai, REANA R ED AN, y 


lim S. (2) = Ay, 


ARRO, (95:8) fc 0 maj cn BE 
ISy (8) — Ax < * ， 
bib, 0« [s—o|-» Rf, 
[S Gc) — A | 
x [S(z)-—Sxsiz) ic iSx(G) — Ax| T | As— Al «t, 

这 就 证 明了 lims l A, 

定理 2 FE [e, 0] b. 尚 数 刘 的 笃 一 项 OS.) E, 
S) 一 臻 收 作 于 Si, RUBARIERAE S (0 也 在 [4a, 61. EXER, 

xk tc bE EMi pArA, PEN. 对 ie, 5] -上 树 一 点 o, 
lim &, (e) =S, (a) , Lih 8, (o0 收 和 合 于 So ， 故 只 要 把 定理 工 中 
ssi ^] Tim Tim S, (2) ict 78 S la), lim lim S, (o) 收 写 为 im S w) 
就 知道 本 定理 的 正确 性 。 

ERNETEN, K E h S, E 在 [6,5] EC: 
SCE SQ . ET e0 mi N , qu 

Sr S uu <5 (eamb), 

REJI EE 


[Ss (2) — S (05 | 5 ， 


$40 EDU E 第 一 大 AX WEN 
Sg Syiir} EA a piit: , DER u^ D, 使 E: —«| eg ET 
CNCE TEC TE T ; 


PEH e~a] «m We, [S2 — Sos] 8. 

Abner acu RE 3px HAMR adr F 
定理 工 的 定理 ， 只 要 措 定 于 上 中 的 (&— 8, at) OS S CONI 
Tilt B's ep dk Bn Wr 

对 非 -SO R A RR Ref WEE e, REA 
UE nemi. Sim S. s" 3E FO, 11 Elo EE S (a) 
Taol RIER, HOS. 6 = -| ent Ip im idee (C o6, ec) Af 
AAE, IXAB EUH DOM di -— OPERE lim 和 lim 45 a zE 
EE AH -REH E. 

定理 3 起 {9,tm)} 在 le, b] E—BSülegcor S0), Xa, 8] 
为 Le, bj ETL—PBBHECIBI, 亦 即 za 二 有 6， 而 徊 一 Sna) 都 在 
La, 81 EER, HMA 


. "n 
m Sula de= Sind f lim S, (ode, 


WEBES AATA FOR IRA | SO de 也 在 La, 8] 
圭一 臻 收 化 于 | s Ode, 

[REN] 由 定义 对 任 答 的 270, 可 得 N (e), Min N 时 

[Sw 一 站 (| ce (avimb), 

Bins.) ES) WA ENE [a, B1 上 的 积分 存在 ,大 旦 
25 n>N qp 

pm 8 a 

"n (e) da — | .sa sfs, (æ) — Six) |do <e (B ~a}, 


IERRA EER B 38S v, 期 当 ase s B RE EIRT HE i, EE 


$2 ult Spon m 641 
HARKAT Ebo SEE eser n EE E RE DOCE VA 


S ui gio 2m? cq un 
我 们 者 | 
| S (a) da — 0, 
0 


ifi 5 Anam do-d—6"—1 《os 


而 对 S, (2) — in DD 有 有 


1 n : . a zm, ]* 
imf Ts decim nt 
—]im - - iw) -0 M (u B ums 


定理 4 港 在 [a, 5] 上 18,0) Bjüj ENDE SERA SE 
3x, 6S. (0 KAF S (0), (S00; 一 到 黎族 于 ow) HI 
8 (2) =c (2) Hisp 2 lim S, (2) = lim 2,6), 
世 就 是 极限 导 与 求 导 数 导 可 以 变换 。 甩 此 时 六) TE (a, b] 上 也 
是 一 致 收 化 的 。 
【证 明 】 由 于 六 tr) 一 致 收 化 于 o Ge) Bic o. (e) SERERE, HERE 3 
É u (dt lim im | S, (D dt — lim (S, (2) — Sa (a) ) = S0 =S (2), 
——— (G2) PEU o (m) o S' (2), LM. 
S, Gr) ~ S, La) » S, dt 
PFERDE 
及 定理 8 Bn. S, i) EA 
ie Sw aea, isk T- OL, Pz S.) 
m PF FEN 
dad di^ S (c) —0, fic S' (0) —0, 但 


lim S; (0) =lim |- ded jy | ,"Himi-i, 
p S (0) 不 等 于 e (QD). 


gta Eur TRO mAAR 

BEBE 5E TELE A m0 MANIERA - Fc Oc A 
QE d Ai Jam ghgbs 8 52) EO BEIM, RE HERE S m) 
T F (x) " ES SG) ` » 
pm 
[O, 1] EAS -Eke ge. iA 


logif 2-37), SA S m) = 
E , IB 


lim 2- Ated Jim -一 zu 


uoc iE ace Lene , 


而 由 于 SGO-0, 也 有 L-S(2)— » lim 5$, (4) «0, 

把 主 面 各 证 理 电 的 " " T Ly AROTAR R o REACH 
TE FAH RRRA A EEE M 

EHS FEMEIE (a—9, a--8) A AR eO , 
BR D u, (2) — BUET S (0) ORBE n CECI Him wtz) 
-an 954, Šia, Mefi, lim S (0) 存在, Hf ICH RUUS ARI 
A55 , Js Br 


S limn (o) — lim Su, (a), 


Z2 Dm um ed 
也 就 是 说 极限 号 可 以 与 和 HER 

EER RORA EA R RDE. TARA -项 的 极限 ， 
BUG TEGREHEMAPRCNEORORERI, MIEREA ORRERA 
定理 ， 

定理 6 若 在 [4,5] LER D uso) KRH t (0) AER, H 
Zu (c) PORRE S (0 , BS (e 也 在 Te, 01. EXER, 

定理 了 gx Èu de) Æ [e, 5] E—$05 8C]? S), X aa 
esi, HHI u, (a) tic La, B) Eb 


"B B m . 
s u, Gr din | Soda | S vida, 
E w asi 


n=1 


$3 - eerie tompdugi "m 
Jp Bn m A eT E) Ep SU SR 3d. Xue, 8] E, Ent f OE 
3 E a, (t) d£ al, -Fotc ser |' Sidi, 
X LFU EE AENDRE, 
THES HE [e b E, Žu, ww) Ba -LA O SE T 
us), H us) KEF o G0, L Dw) MC ECT Sa), 


AJ S' ix) o0, IREN 


dox. ed 
Se D = -ule 


A > wu, Q0) —SBc ECT S (2), 

SEAZXÜSIUDT RCE-HBDQRERXDEIDAXCEA, BERAZA 
Jk hg aem A CHESE IA HE SUD P" Ex u,(r) RO zm T, 
序 使 w (x) ETEL SES , LORI EORR o SHEER RT EL ZEE Ge 
见习 题 16) 。 

FUHIKJUSUR s UTR e wp obe 1H Mc e MEE ARD (le BL 2] 
X4 18, 14), 


$88 一 臻 收入 级 数 的 判别 法 


在 $1 HLmERÉGIB T RAR ERE Ecc SCR] 7 Ee ^m 
3E , [Bik equ y DAR A ds £8 2p 8 03 , RER RCA RARR E 
A And. RAA ay E y AC ar ARRA S (0, 8Z- 
A S, (a) ERA n (2) , Tfi BT TESE ADHI. ROUHEE EA IEEE p 
8E 8 Hj p REAN AEH PEIRA EGIT. EE ath ES 2. HERE 
和 的。 太极 痢 的 运算 中 更 重要 的 是 进行 这 些 运 算是 证 合 理 , 例 各 2 
FRGIRTE: .导数 .积分 等 ,这 时 虽然 不 知道 级 数 的 和 ,也 需要 从 琢 数 


644 pir EP NECI EE E 
Add BU S08 ok. XX pb de 3:53. Hx — Sce Sic cf 
ipn 

定理 1 GURRA AHD PAARIS n， 恒 有 实数 
Gn, 使 得 tala) xav X. EFCECIE e AEE FE LBA Da, 
kgr M Eun EX bae, 

[HEM] 由 Ee ppe. AMERRE 670, TERN (e), BR 
n>N (s) 时， 

|an Hauati tta E Cpl, 2, 0), 
但 对 X .上 一 切 的 4 我 们 有 
[COR op EE) Wr lw eH [trap lE) | 
at 

由 柯 西 一 致 收 敏 物 加 法 好 得 。 

魏 汞 斯 各 抄 斯 利 列 读 还 可 稍 加 拓 广 :参见 习题 4。 

由 定理 的 证 明 还 可 以 看 到 满足 定理 条 件 的 条 数 Y s (o) 也 是 


在 全 .上 稳 对 收 化 的 , 亦 即 对 X 上 任意 的 2 BEURE Iu (x) 
Rc AC 

[5] 1j 若 Xa, HW Wed, HU Ee sinne A Se, cosse 在 
(—eo, co) Pit RE Xeon SCRI M Bde eb VE. 

事实 上 

|a Sin az! sz|m,],  'uw,eoswur 3 a, 

由 定理 1 朗 得 。 

但 由 .上 面 的 定理 和 例题 不 要 以 为 移 对 收敛 和 一 到 由 化 总 是 同 
时 成 下 或 不 成 并 的 ,这 只 有 在 定理 1 的 条 和 件 下 半 且 这 个 精 朵 (大 此 
习题 6, 7) 。 

TE? (EAE) BN EE) Bie, 
每 一 圈定 的 v. n Go) f A AER e n, 有 las (e) | 


à3 enis irngdd ns 845 
uL (RRT aci n Bt HO XB 7. Ee, GO 8,00) 16 X. E--XE 
f. 

3X Toni 80 53 SCR CR Br E1 ic tat xn pet, HERE PIA AC 4s fud ， 
HUI HL PREIS up. iR E. BOXES. 的 一 该 收 敏 性 ,对 
IERA ER 07-0, RITE N Leo, GE nz IN Ce) 采种 

Eaa ia dee HBn x8 pmo, 2, s), 
固定 v. dp ERZ ade) Wy A p RU PE H ZR LEER 
Gn 1 (2) Basi (9) 7 1 eus Gn) Bu G0) | 
«SC dapt), HË, auus Qe) D) be 
(c) tie); np 1,2, 3, 

EA ay oe SCIES Sn fs 

[5]9?] d Xe. JEBE.HU Xa TE [0,1] 上 一 臻 收效。 

ESE E, a, (9) =a" Ob fie EEN e, BE ne du ERE , OECD 
cnn, ax) sl, ME H pk Eni 

在 定理 中 , 条 件 [ou Qo) | s D" Fir BERE (os G0) FE IX 上 一 
SCHOL. LEGE hA A ax) 在 证 EART 
能 推出 da (M) YE X E--Sc 9, íESE E, jo 60 ; dE X. Elf 
确 界 M. Ep n miae, ge LM BE I 36 BEISTERCAU] y] Jm 

e.) nm 

在 任意 的 有 限 区 间 [&, 61 PAJ MH iaw) p JERA Eo 

定理 3 ( 狄 利克 灯 人 判别 法 ) 证 BL 0) 的 部 分 和 

He) - MB) 


在 A EETA ` jt- -æ 9 Üa (us) BE ?" 而 jeu] 3 zt HL gsx an 
{æn (æ) H 在 X + Foge TE E AJ $a. (a) B, (m) 在 A 上 一致 次 
化。 


【证 明 】 ax 


648 AuW BoE MATAR 


n : 


| 2 E) | ELO RIKET n ne MERD , 
35208 X RHEGI s ATER u E pA 
| s25, 
IR c, FIRE HE Ig n 
S etium [S2 ana (0) |+ 1a ), 


38. th o) -BoR 9€ n4. 
[8] sa, HATA X a sin wx 在 [9, 220] 上 
Fi XI ô eE o 的 任 - - 正 数 。 
事实 上 , 当 wE [8, 22 —0] 时 ， 
| cos z—cos(n-4- 3s 


| sindu . ;- 一 一 
1 | 2sn-mc 


1 . 1 


sj ——- LN 
m 


sin Je: — ein i 8 ” 
WA E EMATE, 

1E 8 2 p RRO EROAAN TA E j- -AREN E Ea 
Hf — Sici RA, AR ELR GB dU PEE JE e Bk 
Br MER S. (2) —a dE Oe s.l EIER, BS im) 在 [0, 1] 上 
FPE , pdit S, 60) =e" — 5E See, ld S) WU SQ 在 
X Ex, THERE SQ EX Ege, ASIDE S, o) 加 上 
单调 (或 对 和 人) 加 上 辐 号 ) 的 条 件 , S Go 连 稿 的 确 是 (S, Q0) 或 
Xu 6) -我 收 项 的 充 要 条 件 。 

定理 4 ( 犹 尼 (Dini) 定理 ) PARE Ce, 0] EI 
序列 (S, (2) } WeBCIE ER Id S Go, 而 对 [4, 61 Efi v, SL GO) 


$3 -PRAH 647 
ER o» MAE, M (D YE Ee, 01. E— Sx SCT- S. 
[um] t5. FORO SG».9 2. E — n 
£70, Wü ISLAM XE UV. Glen s M 
US ue) Sur) E; 
Afi "T EUER ni, na, cR Ca, D] BETRE mu. ma, c MAA 
Sym) S N iE g, mp BO, 
BrELAOU RACI EE, ox GA gh TA, TURRE 位 时 本 
HIRE meg, mi£€ ie bl Hi PS. 58 (E) , AT 870, 可 
得 六 使 
AS) SU) es, 
JA Sw (a) — S Gr) TEX E XERTRI 2,06, TEE 
lim ISy we) — S) i SC) — SHE).,, 
Ban fe dide K, E kK 时 
(BER) I utk) TE, 
得 由 于 对 每 个 固定 的 me. S. Gri) fui os MAA PLE eK, nN 
mr 


Sam) —S GG) | s [yim —S Go 8, 


EACEA —S(mpme. myene 

矛盾 , 率 实 上 总 可 以 肥 志 使 bo^ K mN ir. 

对 条 数 来 说, 这 个 定理 可 以 改写 为 

定理 5 BAAK H [a, b] BRRR A a o) 所 成 的 般 
数 Eu, (x) 在 [a, 0] EIROA 80 ， 革 对 每 一 w， 总数 
的 各 项 IDEE Ze Eu. (a) dE Le， 5] L- ene cp ICI " 

[pl 4] S.) quss 在 作 RECI Eus 0) IERI 

事实 上 (2) —0, S, Qo) dn 5 (2) 都 在 任 一 区间 [e， Exit 


648 第 四 篇 第 二 前 V roR S dr 


EEEIEE e, S 0r) Jl os fU SA EL, SCA ER 4. UTR) S. o) 
hg —39 5 get o 

WOXCT PIAMEUE. dw) 其 实在 (一 00， oc) PL, Ek SEC Sk 
的 ,这 是 因为 在 【一 se，c) 内 


y zx e 1 atr . 
LS, (x) — S (x) ! siey QN noo 时 )， 


-nizA oq 
但 要 注意 的 是 不 能 由 及， i, & (a? dE(— oo, cc 的 冰糖 性 和 六 ,fo 
随 名 的 香 训 性 而 得 出 一 致 收 圳 性 ， 国 为 .上 面 的 泵 个 定理 只 能 妥 于 
HKH Pa, 01 ij BEHIEAFUCHILEE (~e, co) 3858, 


[BL] SG) oues. 


A5 BE S. Gc) RI (a) 5S0 XE (— oo, oc) MERS, EE 
8,07) 随即 而 单调 ,但 S, 60) YE (— oc, co) 4T -- SiS RE 
EX 2,—m, EI 


ni 。 . 
I". (ms) | B Ent 7 >I Uy cc) a 


Xm Suie) Ssa" dE (secl EI HIER M, Sa 5x0 di 
TE Osai MERE IR S, Qo) 3X IC PELA — eile t 

x& c ee -APIE eite SW E a 

定理 6 dXRARO n, Sale) (或 vilw)) Æ w—c Ju SER. 但 
S, (e) (s Eu (0)) Sei, MATEERIA RCM (0-9, 0) ,0<6 < 
Vj. S. (2) (Bk Eu (00) I — Ek Ife f 

【证 明 】 ibi. dy 5.0) Eea MOHER 670, 可 
FERR N (e), S no N Ge) 时 :在 (rc 一 5, 0 AEE 

[Sos — Se (poli. 2, o), 
现在 固定 # Pp, 取 0796 0, 得 到 
[Be Se e Ne pad, 2, e 

从 而 Sao Hc. 5 ux US. 


[ 例 6] iX 
$* at= ratr? 
EERI 8, D 不 一 歼 收 效 ;, Abaci, 
a AAR JE — Belli SH E TRAE HI S 


3] 8 
1. (d TARREI KRANA- Rocio 
xp fume E 1 MEM 
p Omne — 
(3) 六 co =sin 工 ， 


(i) 一 fi) = oopa oa} 
AUD fala) 0-2), Darl; 
Y Faia) == Ins , P jars]; 
Æ fiim — In ^, oael. 
2. m THRE gek 
p S eee, pasal; 
n= 人 fh 
] {Dti 一 oo eta] 
LÀ rest CLE x8) 2? 
sm «m . 
(RS rp ir Tosara; 
D Èr 一 < 
ga È EM Dui 
TJ 
5$ -1 l- "n 
«px D à». e" 


Ü zm 
&y È 2 sin- "- doo. 


B4B 
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10. 
i1. 


12. 


第 四 篇 (Em P XN GE ON 


araa D I 097 erepti] Ta n o 03U Roll 


Glo: MPhc0Rnf[.loz0bcÀ) ch) 


. E Du, (a) 光一 ee g FEEL à OF Ee -Bag 


BUSY us fe on Vol ER AE S 


L BESA 在 [0 a] iil fut e fattia REN C01 在 


[0, a] bo SEE ECT 0, 


E c» 1 Pef too) 下 为 -RRG 但 


XHEEBI x EHIE A, TREA x IRIE wE i0, 59) .上 起 


Xd 3 1 "dy 不 deter z 


UT lan! 


.C REB: 


CL) mE Of.) E [a b] bo 3€ Mc TZ ENCI ET AER 
ETT 

(2) Bn mg fgg bij hetee R E fa RJ EUG. EL 
gay (Gn aD. Omas Np egt HH. 


. pti Xd en 项 中 [as 7 LEAR S mH Xs 在 L918 了 的 器 


TARA E HEU, Seg E [ay b] T$ Sir 
"Fg XE EUR eor? 
(D f.) = (sin x)", Dazu; 
(2) f.) = (sin e)", 

(i) Osxtrm, GL BxlIr—5 (5-0 


(3) fii = 1 s. 


(1) Orsoe, OD l-es], D Jebgexmee (Ui. 


延明 $e "voe CD. cc POSEE. 
RISE Po — 32928 goes e PDJ EEE 


AMER (n) m NY 在 0 EG ZEE HI SCR, 


13. 


14. 


15. 


36) 


习 FR 651 


HAGAR GERR FR | EEUU 
$a onm _ ， — - m E 
(1 Zia 12} 2il aD E 
TH EXELR UA ER E FUE RII 
() Enemi; (a $ niin 
n-1 DERI n! 
Bp 21 SED. qoos h k IH Te EI AERE 
逐 项 求 微 商 。 
JEFF 
1— r? , c 
1—2recosm Lr? =14 221 C9» nin, 
28 [e| HPR P mdi: HB: 
E i-r? MM 
| dz=2 Grib, 


81 桥 缉 数 的 收 航 半径 和 它 的 性 质 
d pi UE SECOS - M Hr e xs P KC a (e —m,)^, at gk 
是 它 具 有 形式 


D iO Mo)" - aba (mom) Fa (te) ee, 
umit 


3E AIEA ERE 

TER EmA REA REG HAT -此 特殊 的 性 质 。 
TAA mie, EEE PARR CEA ADA A 
应 用 。 

Be BEE RTIA A B D) u (四) 在 化 

Umt ete) zu 
Ha o flc RECS GIC ihi 24 lim~ v, 0 1-1 rH, TENEAT 
两 数 项 条 数 米 说 ,和解 这 个 不 等 式 不 是 很 容易 的 , MIRRE ER, 
HEAR. 大 家 知道 ,去掉 一 个 般 数 的 有 限 个 项 或 加 上 有 限 个 
AHTRA, WAREK, TUE au(x -to 就 作为 
35 n ARRE 1 s (o m)". 的 敏 散 ,就 取决 二 
lim [a, (2 — 9) ^| = |&— zs | Tim [a | 

小 于 工 或 大 手工 , 也 就 是 , 当 2 一 加 | li lims |a] BERE HE Sk, 
"iib 12 一 Pr d lmw e, Bhi, X05 dms a -0 时 ,儿女 数 
TEREE. D d nS au coo Bb. BRIR vo JI. "UE TRU 


$1 RRRA PERT EMP 653 
DER BERF E 
| .一 一 - 


lim la? 


apa 


o^ Ap iat Ta] O 时 ， 
0, J Jims e-o d; 


FA FTU ARE IH E F E, 
定理 1 ug Hadamard 定理 SARET 
Y G, lt -— Eo)” 
在 jz 一 吕 | R. AEE TE mci R FEBR, 

Hi EE Bf Eg, OPHEE RIT TERRE UG e — TEX es Du doo LR 
AFRA, EAT DC TED A RAR, 而 在 区 了 间 外 , EE 
SUE. -ARERR ORR R e Fede aa HS e. P Xr 

y IBNS gémr—9km  (R—0, ki, +2, e4) 


Tt 
Bi Bc Hob Bul 6e. ZEER K E I PL TTE RCM Sr D AE 
TH EX UE EIN C. CHER SURE ER, BRUSH E R, 
由 定理 工 , 8 P Er RESI T 3E S 

ER 2 (p EAOHR -定理 ) # baes- so" 在 点 3= 上 收 
fc, SEL EXAE [mc 二 | 一 wol HIENE OR SLAP Ea, (e amy)" 
dEm—t£y5kW.WUE4qAYE cc. >'E m. 4rd. 

"RSC b, WEB -ĦA F, £—xeE. 而 在 后 一 情况 下 ， 
jE 一 wo| R. XXX EMERGED EE (ei, stR) Bug 
PRESE BI SEC S n] e Jed s 

(1j $ 7 


JL 
Hc lima” =1, i 


PA 


654 TUM ES 入 = 而 RE x Y 


FRERE 6) cl REKE, dE e cl RER 从 这 个 例子 
ETARA dE — TER -— La, mE aian c—1 
E TAA E E A 
[ 例 23 » n'a" TERRIERE o 
事实 上 ， 
1 1 


C Hua lima -9. 
[B3] 21-5 fete A RON CR 
XISE RPM, MSS R RREA, BAHE — cv 


E Lal uu Mua 
lim | Harti -lim 一 一 > 


= 1 | Uppl " GE u 
O3, | ,| lim - P slim iy -0, 
一 般 ， ,车 im | + | 存在 ， RATAR Daw m) 的 收 


KEH R. FERIHA NSN Wir — i Hc io dE B. c 
te- eo] < lim e 


| Se 


| 和 一 ni 
lim, is- -wo) QM Uva 

dim -| 

8.11 

miii mx tim. Sa Ei 
1 他 351 
1 
. C Ëp ‘B-E 

Hm, US (ee) -| Td, 

UL Ha, «| 

Dl 


[ja] Sercu e(o i. Leha t 


Pl WHO Ecc oro rtp Ja 655 


mS a,|—lim43 E £- 43)91:-4, 

Dd R=}. As kp db, MO  CTCREATA, Blk 
Wess DC PS T3 sk ES Bt UE HE. 

定理 3 (eL. AIRE Uy $a, (a-e PE F iiy 
R, HHE (xo — H, vot 内 的 作 一 "个 并 区 问 Le, 5] Eie 
Weg AUTE (o BR, wo tO AH eG LER ATE mot R E 
Akee Hl'E Ea, m d- E]— xus, 同 理 可 得 xs — E 的 情形 。 

[rm] uk Wee 的 情形 来 证 明 , 这 不 过 是 招 Em 
多 一 20 作为 这 里 的 之。 

R 6 max{jej, bl}, Ha TE, 5] HIE- A s, 恒 有 

qas" | zi [o ， 

Hu Ee" OM ok. dE er pep S BE or 38 s 355 ime 

现 若 Eeh" Keg, JU] pa 

| Eau — 之 P a, E^ 


EAR -Z 在 [0, 上 一 至 有 界 , OPE o, Bin TNR, teel 
RACER! Xa" 在 [0, R] 上 -- 玫 收获, 因 之 在 Ca, R] Soi 
sk GE — H«a«D0, EREE BALL iA 55 m: Eart" ÉE [a, oj] 一 
Scl O . 

3j — MrUDECRRHEE, Ap SERIE ne te f PA 

8412) — pd uiua 

fe (— o, oo) RKAP, PETEA = 一 0 的 任 一 亲 区 并 上 部 不 

由 这 个 定理 和 而 数 项 钥 数 的 性 质 银 竺 下 刘 搓 般 数 的 性 质 。 


656 SE VU AA OE *€ 

定理 有 & CRURA. Yala- amo)" FUA E SCR HE to Fe. tat FO 
Og- PESQER EAE P EORR soo Row rot A g, sic] 
也 在 2 Rx eot Rii 

EHS 2 Eele- eo" meg R, EE slo), A 
d cM le R et H)PMIT- -i 85. 

E s(m)dz-— 2r tale — r) "da= `. 


aptent, 
.H bsXérna na ge KRENAN R, 

Lät] 和 定理 的 ) Hl 一 一 & 分 HI Xam — my)" 在 Pos, a] (sk 
[e, £o] ) EM BOR SHE B XE SIEHE uc BEA JE ib, LUE 

Em( iy =1im(. 3 -i) "nn EN ^ imd =i 

Bpi. 

定理 8 Yla, (a— 2)" 81 Šina, (o — m)" F74 D f Mc Mc 
fE,H 3; EIEDRIGR SED sv), RU 

s'(m) = Fna, (w — £9)". -> {on Cx — 20), 

RLH GEH 1 E —— Slice cde) i a BD IS 

Hre Réu, 1H RERO E ERI Ez s n) ECRIRE E (9 C fe DC [3] 
P3 BI ELIGUS XC KB. se) MERRE E ELI RRG 
Sat iR IE SUBURB Lan p SET) ee e Rn RU PIE BEREAK, R 
Who A OEE AN E — 82 VR SC DUOC. — E S S 

HD] B-rii-l, Dr 


5 1 
— 2 oger = = 
l—z-Fa*-—aj4- Tip’ 
dcr t PSP 
a m m! o 
T 可 -十 可 yte logta). 


$23 dns BER 6st 
HAPAA AE e 1 deep Et e sce EE Ae 


s{1) 一 工 - 1 bu— cec Hm asia) - limlogit4em «log 2, 
a 4 soloa meu 


$2 BEEUUEIDREUEJIA 

gib—qTCeRS), BRAO ALIA m AEA RERE 
质 , 这 就 使 我 们 想到 , EEA ETA R RR HTA < 
BA, REHA fr) 在 基点 eo AEE AER ei, a - 60 PITE 
SORORE U RETE C0. — 8, 2-01 REUS 

fim) ot tit- n) Healt- -Epl ee, 

Wi. ETADIR A EESE EH 
FV Cw) = Wh! + MFL ! 


了 全 — 0.4.1 ia m £o) de (0, 1, 2, Ue), 
FEA inir vo sns, UD 
f y) 73 pn. f (ul) -l!a, FU Gg) Plie, t 
AXGRHH Y HRS o 在 wo AITREABB RC 


" Las I (gi 
Gi f (Eo), au Tao 4 md ZEN 


KERIT RIRIH. 
FIO ER n TERE PRRI 


E] "(alt 
NT F -io) - (m — wol "ü 


isọ m! 

75 fG) 在 wo FAILED EET. [HUE fix) dE «o 附近 能 用 泰勒 航 数 

Jen. FAATA DEAA ARTERE, Tu 

Jt, 而 且 还 必须 报 数 的 和 就 等 于 了 (sw)， 为 些 , P ELSERERIEHETE 
Zo BSAX— BART, 余 项 

JG) m fa) — s te) m le) -$ Poen. 


(g -- mj 


658 suut dio Xo oio 
BH o geec] dERLBETT D. ER CARA RETT fun ptk 
RI] HEEN, Pap PENAI mr Bu S HEN: 
定理 了 F e EIRA Fue 有 EA 5 Er E f 
EE UBC deix4-4p a I 
fo fon I f i fw 一 wo) dd Trta 【一 3 十 下 3 


而 R, Gm Ef Pet NH (e—i} "dt, 
[REW] Br X Y PER 


FG) ef Gs tE anas eee PR n m) 71e Ri, 


fin z. f? bo) dfe (a) . 
在 上 面 备 式 中 ,分 x=w,; 得到 
Rn lo) i Hn (go) nom B m) = 
ifi dri A 
JU Han - qi ot &). 
REH E 
R.G) = R, (æ) — R, (a) = l R GM, 
EKHAR UER E o8 2 E ERED 
Ra) = -F Ri d(e-n -[ (s — t) RI (dt 
=—. | ORiUDd(- 0? 一 
F Rti} «2 (s —£) "gi 


[. pom ig - "di, 


$2 MAIER A 659 
在 Fia) ARIAS, T unt dE y Cm (E EiS m) 
HRA EERS E . BRUIT HI BV 9S - rb ER IARE. E 


Hym) PUE (p i) dt = r d (a — ag) "+l, 
dti £ Js os, e LE S f E— fi oL Er EA TB Obr RR H ARS 
e HIE D ELS ST PH C AE 
. £X (m- E)" £ 
R, (2) = HETES a 
L feigt (o wo] p 
n! 


和 各 一 lug tO (m tu Eh em aao 


j" Ur HDD r0 LE — Tot l (1—8j' 
nI ? 


im— zo "tt (OU l1), 
这 称 为 柯 西 余 项 。 

定理 工 中 的 公式 我 们 在 第 二 箭 中 已 档 介 和 过 ， 和 守 称 为 泰勒 公 
X REAREA GI ai n 时 余 项 E, (0 是 否 赵 于 0- 下 面 
Tig ERN SE Enc) dis lim Ha (e) -0 的 > 的 范围 ,这 也 就 是 
了 2) 能 用 泰勒 释 数 表示 的 范 图。 在 实际 应 用 中 ,为 了 简单 超 见 , 往 
往 取 zo 一 0, XXII AE ERE 


- 0 "(0 
f eO, DAE ) ghi 


POETES RR, MRH FG (2) 分 别 变 为 


ES LEPO ooa, LEED an ques, 


(n4 11 " 
E Q—-68ra? (00s), 


卫生 的 展开 式 :由 于 对 在 4:0 的 性 一 阶 导 数 等 于 1, 因此 附 
Ti BRA EL ARRERA 


=- 1, 2 lg uU tti 
g” mitet riai miia UE CT gti, 


860 Li ME 第 二 章 E NE 


央 为 对 任意 的 回 定 的 2， et E d fout zm ass, A mi noc 时 ， 
sw JRéOE NE. 93 —À IRE m0 时 ， THD 20, AZ 
lim R, (a) dim - BADI gts, 


这 就 证 明 疗 
e* —]1--2z-F z +- (—ocomcoo), 
2) sin zn cose HIFR: XP fr) —sin c, y fT 
Fme} sin( 2 +s), 
国之 
FO 0 (0 —1, f) «0, P" —L, e, 
FL) =0, FDO) -= 【一 了 "a 
EER i RAH, Wn 2+2, 因为 


feq oo, F(a) sin (EEE ses), 


i 人 一 E n — LOUER —1^5* T 
和 ii mm 8T 十 | : ( D Gi 


a Ak ps " gite 
十 Bin 27 m+ *)isi Fg, p 


EOS EE e, dio IE SE DECIDE ATE PIU 
"i 


. | i ; "d u 
lim Rassa (a) = lim sin(7 $ 7i jak andy 0 


从 而 
Sinz—a 3i ET F + (— «om oc) 
闻 理 
. g? Q c5 gj E 
608 如 一 工 一 到 十 一 站 二 (— co «a « oc) 


à? wWmurpupem ire Hou 861 


3) log Ato REA fe $1 Bp ^ peremit sy 


log (1--2) =~ 2 十 号 - —. ^ ede colegi), 


ERRERA E— PE, dEIDSRIACR HOBDTEGER SERERE Du Z NIRE 
Y. 
4) arcig s HIE FA: 由 于 


——— 1), 
ARRA 
arcig =p z f 和 全 二 (一 工 二 和 二 四， 


+m T B, E a rA AR RRE m - 士 时 也是 收 
A BIT ELR REHA arctg vo SESTPEUD £6 

5) ZHR +e)”: m 23 PERE M AAE B 
fk. idtm 不 为 正 整数 ,那么 由 

FO smieme gmk D La ksl, 2, e), 
国之 FP) = mtn teim ktl), 
而 二 -各 ”的 泰勒 公式 为 

(12-2) mt Dg 


+” (mn —1)-- m-ati} 


"T e +R, (a) 1 


此 处 Fa Qr) 的 柯 西 余 项 表示 式 为 
一 qv (m —1) --- (an— n) md 1—80 y" 上 一 于 
— paf EY ar 
TE, AAN HRANE ARAE E |z| <1 PI RA 
© min—-1)-—m y 
B=} nI 


ici EHe ERRET , agi 


mil 


Ge2 fhuuER à ATE CE A H 


lin sim - biest- m) gio 


Hom "T 


BIA a —1BbOsi-686-ic-6e, fH 


Xp QaldmBp,lscÜ8s: l4x3:dÓü —licwc0H, 
l-bssli8al, 
BOR SR x —1, DD rg, ULT Us) "B YEBSA TS MERC" n B 
Zi LORI (Lp) "7 E E Hla REEL 24 noo 时 ,所 保持 有 界 。 
Ex EB RRA iael 时 ， 
lira 有 fa) -0, 


JPE iesi A EA 


E E , y 
(L--2) " —31--ma-p. "SIT 1) p 
"un Demos) "E 


对 于 撕 点 x1. FALERA S SR: 
D mx—1,z—-1, 
HETI, BR AER fa EO 


| mim—lj m-ni) 
| ge! 


IBe 


n! 


E | 一 | = 1, 


BOBO T, ALRAEgE. ORE Iri P ERO. 
ii) —1«m«0, 
3$ s= 1 t RAAR, CORR 


u -| m(m—1--(m—mn-1) ! 
^ n! d 


jal- | —m-4l E cm2j.|-m--2-3]1 
: 1 i 2 [d m-i P0 


mi. I , 
Ji 


$2 BIER RECHTE 663 
而 X -LckÉü c CE BERGE C 
dio E AERO EARR MP 


anum - 1e m "+t j 


[H = 3 


~ | a 一 和) 0A ntl) | nm mly | 
T7 ET D onti à n+l 


TEE +m l4 Ltr lcm 
而 IL (1-7) wetter m 
Uait, 
cotta JEZ sext, Hi Ue s= T. elc, 
£z EE, Lc)" —dme0db, 在 Leesi 中 可 展 
Ag LESSER. 
lib mot, æo +1, 


首先 ; BEA HAE 
1 
u log (t x s) log (1- 2) -1+m, 
amm log (a 十 二 


dc o iEtr 1 cal tm, HOA Jes Xa. 就 有 


log (1 十 1 ) 一 log Ü 一 m) “sa log Q T I ) , 


Jp ATL. E (1 4 TY 4 (s y . 

SE He ix EC "E S RORIS n n" 天 时 为 
LM -— A7 -1 E 名 十 1 
wed ^ n-—m 2C ) 

或 LEN (n--1)9 x | ui, | m " 


664 第 四 篇 Ari p Aag 
WUERT. u, n) EA, 


tall (ee h, 2, 8, 3, 


那么 He 


TENE 3 . KRO AONAR SUC, MEER, 24 m> 时 ， 
(1-- 2)" 在 - Laesi EHEH DN WE. 

最 后 归 注 意 的 是 , — EE fF) RR — sie fic 
F.H. BI pe Gic —- 38e C - f(ao (ERR, 80. ag de p 
ERRATO BS S HESE RE a Bg UE I EFT. 


88 种 航 数 在 近似 计算 中 的 应 用 
Anf -—4- VERI EUBREAUCESERS, "B LATO EC F 
JE "E SR A12 BEC B ELE GAZ m EL p T noc BE, E, (o) 0, 
因此 取 的 项 您 多， 和 苦果 也 您 精确 。 FERRERA 
TEREALL SE SER BS IS JH o 
[PEI] 求 6 的 近 合 值 准确 汉 坟 位 小 数 。 
BEGER IE BUE Y IB UEEISU EQSSRBE. dT 


1 1 
#8 一 二 二] 二 3r tg dee, 
BEES 十 ， 划 级 数 的 余 和 和 
Tac ! i | tee 


TT EUN 


1 T 1 
2l oc dub iL LRL us chere 
mtl)! [ + (ni2) 3 (mr n3) + | 


Í L1 4 1 | dl. 
orl wis 
GERE Ru) sep cua; UFU. PERURAERD, FERE) 


$3 RERA dle E b es rond 665 
SniB.RGEO n=9, RU 

Or «4-107, 
BITRE 10 JE rg , ADR, BET SUE S8 08 ER SERE A, 
debi E br EEEU SERE. EN r3] A ek B EE EA fa 
TARRAT E. PAR PH ARODCE RAS E SF EBCERET EE, 
出 得 


2—2.0000000, i. 一 0.5000000， 
-1_—ọ.1666687, l ..9.0418867 
8! ` : 4! ' ? 
1 ..0.0089333, 1 --0.0013889, 
5! 6! 
.l —0.0001984, 1. ..0.000024x 
71 8| , 

l .6 0000028 

gp T . 


KERERE IB GE EIER USE 0. 800107 , Dub S DER 
Ei 70.0107 —8.5:x 107^, 连同” RARE. D x 1077, 
因此 不 超过 107^ 而 法 到 所 要 求 的 精 靖 应 。 汐 过 简单 地 计算 ,得 
到 e 的 近 仆 基 为 2.7182816, 其 误差 不 超过 T.550107,. FARE 
r, 的 符号 ,我 们 还 可 得 到 哆 精确 的 估计 式 : 
2.718281 —8.5 x 107 e: 2. T18281-- 7 .8 x 1077, 

也 还 可 以 背 虑 计算 每 一 项 时 是 舍 还 是 大 和 伟大 的 的 数 ， 以 获得 更 
好 的 精 果 。 

E 例 2] abit I— | e “ae 准确 到 0.0001， 

首先 将 
g? qi ge 


Zair L, - 一 i 
ol irta Bari 


666 Lid -d 8S dme d X 


MER TAUT SEI 


1 loo... 
=l- tT 338" 3:9 1820 ^ rn 


9860 . 75600 
KEEA, EA MAHL Tr SORTES TALIS 48001 (8 , Hh 


l o goancs ogngnon - 

F -éo <1.5 x107, ie 8 80-EJB BIST, M 

i -t 
t+ -g ~ 110000, z= —0.33333, 
—-.i . 0.02381 -i 0.00468 

48 2816 ~ t 
4 = 0.00076, E. =0.00011 
1830 UP $360 0C 

可 往 I 11.10000+0.00468 4-0. 00011) 

— (0.33333-1- 0.02381 4-0.00078) 


=]. 10664 — 0. 35790 = 0.74864. 
FERGURELRR1.5x1075..55 0.6 x 10-5—4 x 10-5 «0. 0001, 


3j 题 
1. RTPA AGE PEE RICE P: 
Q 34 e 四 -ee sa; 
(5) D BEC DN e; (6) 3 SIC ary. 


2. gp OPI: 
o Greeti o g-e 
9. RRMA baa 的 收 竹 年 德 为 于 Eb e" BaP Q. Bd FAE 
eC PEE : 
(QD) Eea"; (2) Xia, T bom: 
(D Xweb,u. 


T 


10. 


11. 


. amema [^ —EC— 1 a - 3 


^i H 867 


- BOUE GUAE n [a| lb S8 RME Xem ULT SU DES 


Ebe" Bye r^ P BIS 


. SET MET A, PES LEGE. Ha 如 果 它 后 的 柯 两 乘积 


> Cum > (agb, TO, Te T 8,65) 
收 襄 ;划一 定 收 种 于 AB, 


Bog: fE Aie) = Faa", Him) —MEb a0 R ein — Neat HENNARA 
的 阿 届 和 尔 第 一 完 理 。) 


LX DIC AIR X WAM D Te n geai 


acl 
Porras a G ， 
f. dr " pnl, 


és Slash 4 merBgu e. 


A ni^ 


ck fo) mE OUS. genae AS M ERIS RS EAT 


ES MET 


"m - : gät - 
. gkHH Jai) i+ 2i (D) +- ici "6 


mJ) Td LE) 4mm) 0; 
反之 求 适合 otw esa 0 HE R 
REHA: 


> Wo an 1) aar: 
Da » REL vt PE 


Da- GE 
B 
) fon 一 一 一 一 - S09 成 为 + BUDE HEIRAT EE 


(2) f(z)— -— 2) PEERS E 


Wale sy" Hy e y=, 


. BESSE HP Begr F PUES B Dv A Be FSE e A IRE 


p e, (3) gina p= LTE Br, 


888 


BEIM OPE D be 


gai å wv ook GS 3X dx 


(3) Vari RA- DISTRI. 
i sr—] 


TDI' 


- R FARR E R TR Be D PETS IHR SEE QR : 


* sint 


a | dii (3) E cos tdi, 
o t€ ò 


- PRAEERAT FrEE: 


(1) Um|.. LET 3 IE (3) In| > 一 sa los(1.- 1. 


z? sin c mi. 


- RRRA I On) (iE Er 1 Gn) e 00) 0, (0) 20, P0) 51, PCEHIIE 


Prge et imfer? 


-OSIUHSEI EGER Fra (到 第 三 位 小 数 ) : 
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第 四 章 广义 积分 


$1 无 穷 限 的 积分 
、 在 定 积分 的 定义 中 ,各 到 一 种 和 式 的 极限 ， M, ES 

数 必 为 有 界 刻 数 ,而 区 类 是 有 限 的 区 问 ,现在 我 们 研究 定 积分 概 使 
的 疯 种 推广， 就 是 区 交 尤 穷 或 山 数 在 有 限 区 陪 上 为 无 界 的 两 种 二 
形 ,这 些 推广 不 论 在 印 论 .上 或 是 在 应 用 上 都 有 重大 的 意义 。 
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间 的 区 域 的 面积 为 【图 47471 
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lim Gf). 1, 
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T., ehe EJ v1 CES EEROR R 
[EEan E ies y — 一 Lal, 考察 园 样 的 间 题 ,有 
f L ds må (4-9), 
ERRE PF HRÈ bei A R A AK 7o RE A , aE 


era ENA o mnn Xm 
ERERKEN AA RAER T 

Atan tlc AS A RJAR TE THER ARTAR I HEA SUR 
分 的 中 心 问 题 。 

ETA REHAS) 对 于 任 间 的 4(4>o 在 区 间 [e, AJLI 
积 , 当 有 限 的 极限 


lim r Fiada 
J-a, T 


FER, Pirm IX fü) ER e, 十 co) 上 GERA 6 3j 
十 co 的 三 祥 积 分 ,各 作 : 


[rom [rens 


这 时 也 称 积分 | 7(e) de 是 收 敏 的 ,并 且 用 如 号 | Fdo RRR 
"EROE AR ERRIRE TEE BRA S (0da 是 发 散 的 ,这 时 
虽 仍 用 同样 的 记号 ,但 已 不 表示 数值 了 。 

我 们 注意 莉 , 在 这 个 定义 里 ,只 假定 了 (%) 在 [e，4] 上 可 各 ,小 
BOBO ERE SERIE BURG, . 

类 位 地 ,如 果 f O ELE IIS CA 0] ERPB Milim | f (e)de 
存在 ， 称 这 极限 值 为 to) 在 《一 co， 6 .上 的 积分 , URRA 

h 
f J Ode 是 此 散 的 . 

又 当 | Fdo, (^ P Gods toti, isti o 1 C) 
de (oo, oc) ERA tots ^ fede, 也 称 | fonde 收 级 。 
显然 在 收敛 时 

| RECO lim f v fider, 
须要 注意 的 是 : 这 里 A> to fi A>- co BERI M i e 4 
的 ,如果 上 起 右边 的 极 腿 不 存在 ,| Fondo 称 为 发 散 的 。 


&1 eR RERI 611 
如果 五 tr) RJ GO EAR, lt 
1 
| 人 
因此 | F (c dz Meli HOT Dim at 二 六 (二 se) 存在 , 从 而 
ʻE Aa 


i edes b {e ool = i (a), 


间 样 有 [ flo de- Kib) —F(-ec 
或 | fa)ds— F(--o0) - (e), 


AL = de f° de "Oo dm 
tei) ene 5. ,| | IE iate 


n da * -aredg A ig O 
一 一 让 I m -:ureiu dar: 
o lpg” arc ip 0 人 


—arcig d -> TO (Aro), 


2 
ems acp 
所 以 积分 | -os acti ee S, 
Je, 2 limiare tg 0 axetg 43: —( 2 )- 
同样 ,| J 7 lim|arc tg O— arc tm 4'] ( 2) x 
" de [f de Qd mim, 
Ee [me] avechte t6 
[ 例 21 讨论 | o (27-0 hoe RICE E p eec 
sdr 1 |" MEM 
2A 六 起 o i =. LL 1-p mit 
px P: 1, | Ea i—p i | 1-95 (4 ® 
o5. 1—m-0, 
"E i-y gi, 1-p-«0, 


4 dm 
当 %p==1， NS Endl ym (An eoe), 


gra Eur: mue pt ox Gn o 
plmp dr. 这 个 例题 在 以 后 的 林 Vg cg TU S rp Bt JE A au 
TU. 

L8 31. [cos eaz sa UBER, 

国 为 | cos dw sin 4—sina, "4 A— co lj, sin A 的 极限 不 
存在 , 所 以 | sos zio et. 

Eo Y 0559 ERU Satis, TEXT | f (e) do WAJIR 2 R XE 


[ 
ü 


t =a ahe " n BE EE MA aT i l-: c 
所 志和 可 分 f 2 21 pi ajii (数值 WE n^ A = 


b 


FAES ponas. fod 理 的 积分 去 。 


二 、 从 无 元 限 积分 的 完 文 容易 看 出 它 有 内 于 的 简单 性 质 : 如 
HEBES H3 PRU ROC AC B. 就 成 立 


E NI (ajada. f f de |" {wy dw 
EE F Fis) dæ- [ fisidæt+ Fr (mda, 
其 中 心 ,e RIDE 

2" Lar (m) die &[r Gede, k RES 


EM NEC + giw) ] de - fr wdet | g (a) do; 
P RRD COS RERE 

Pun -= up | 一 NT ; 
B^ EARRA, EAC, 
poEbR5ip A SM VER. 


=, HOREUURIRO UCPOCÓHURBOSUAR., REE A vase de 
易 直 接 算出 它 的 数值 feos eb pai tob fog EC a RS TE, RE 


8&1 AERP G7: 

要 们 肠 积分 是否 收 化 。 MIKEUN RRA ERRA 
所 建立 的 一 些 运算 方法 , 有 时 也 可 能 进一步 求 出 积分 的 数值 。 B 
此 在 广义 积分 的 问题 中 , 币 别 它们 的 收 宫 性 是 很 电 此 的 。 

[eode tci maie 160 - [^ e dz 的 要 
HAIR, IERRA B e e HUC ARR DIEA HE (村 西 条 件 ) 
得 到 以 下 的 收效 原 再 。 

BRUE: 积分 | 了 (wjds 收敛 的 大 分 条 必要 条 件 是 :对 
TERIS 720, 存在 A Aso), M A, AS AB, 

7) -2700):=|[ Flade — | finde 


-| fiada! <e 

成 立 。 

aE wa 时 ,了 (2) 220, 着 未 | fn do 是 4 的 上 升 面 数 ， 
只 要 | 7 odo 有 界 , 就 可 断定 | f Gold Wee o n UR BO 
喜 注 的 粘 论 是 类 位 的 。 0 

四 ， 稳 对 收 傅 积分 R| fide 对 于 任何 Aa 存在 , X 
[uf (n da eR io | onde ibn ds G2) 在 La, o0) 
ERUDITI AR Ie TRA EAE BRR a A Pe e CR 

定理 “如果 | 了 (%) da EAR Gn de tlic 

这 是 央 为 对 于 一 切 大 于 a 的 A, A', FRERE: 

ro dass JL fin do]. 


五 、 无 穷 限 积 分 与 无 穷 极 数 的 联系 MA-=| fode. 我 
向 知道 击 数 的 航 恨 与 数列 的 极限 的 关系 是 : lim 4 存在 同 以 下 
Fo RAE fo EHE BRE BUT Fco UBER UA) , Aa, BOR CL) 
KAR. 


974 Tma ug r0 Xo p 
IEEE LURRR CE. Eta An, 就 有 
^ 4 [ 3: E 
| Fiada = | fn) de 上 | fiadat t | FICITON 
i Un t Jasa 
as 
FU My | f (m dir , PRL 
Axa 
Em . , 
| Fw) dw 证 十 二 a 二 十 让 = Nus. 
” E 


BUR fn ACBUR [77 do cic L, Sekt — iic Bet? v 
BRT E. MESIA T MERE ARRENE A ,使 所 作 
Hiph So us alice, sk DEBITA URL, WENEH R 
KAFEA, a foe [^ f (o) do ic 

另 一 方面 ， ERRE s, 可 以 看 作 一 个 阶梯 两 数 的 无 
入 积分 的 极 服 过 程 中 一 个 特别 的 数列 的 要 限 (由 44 3。 这 只 可 
WE (m) —ug, bk, FH 
PELA [ f (o) de efJ [ F 6 da 的 极限 过 程 中 , 当 取 O3) — 0 


时 ， 就 待 到 数列 |n 


LL uu 
fGnds, 


y 
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Te ER a HA BU TE d ir F3 IET A pt 09 t 

的 ， 以 后 我 们 和 将 要 淖 到 三 GLBUI-UCAS CREE. TED RU d 
变 最 广义 积分 之 崩 的 种 种 联系 ,需要 纸 常 加 以 对 比 。 


$2 BARRIKA 

一 、 几 种 葵 本 的 收 吉 性 判别 法 

在 积分 | 了 (am A 为 证 何 大 于 4 的 数 ) 存在 的 假定 下 , 有 如 
"Ff PER: 

1* JEBPPUMPS BA E sme 超 , 常 有 G0 | o G2 ,而 
积分 | p (dz: Meg, IARA | 7 Gods OR Gic Lint F o) | 
=p (2) >0, 而 积分 | p (ode R Meu | F ido el 

ABIRE KREA EEN, BBP ERRER 

2” ERASER: 

如果 Hra L2 1-1, ose eoo, B [ pode, MRB 


fee (df 
分 | 3 0) de jn a 
m% lim 10 I Orco, af ploda 发 散 ， 那 来 积分 


anao 


NUOEZ M 
KAEMI 如 果 lm JOD Laio, 那 来 对 于 e (使 1 e>), 
存在 wo. 当 eeo 时 


Tid! , 
Qai ez- pe) «i4 8, 
an @— apla fF) e e)p le) 


R BA, 9 (o) da 与 | LAG da RI cc C 
在 1=0 7 一 00 时 可 以 类 似 地 说 明 。 


era 第 四 得 第 四 章 jJ X mo 


8? 柯 西 判 草 法 :在 瑟 ， 2 中 了 pie) 一 - >O), 就 得 汉 柯 
Qe IE: 
dusk f G) 1s, po, BER [77 Gode RIR 


如 果 f) | Sos, f G0. AARRE, IRR 
分 | F æde seti. 

4 ”局 西 刊 别 寺 的 极限 形式 : 

如果 lim L 


各 一 ce 


—lim g”lf {a | = 一 (Dalo; p1), RE 
4 [f 0) da AES 
如果 ima |fe) =l, 面 0<1<o0, ps1, WRIT | f) ida 
ei 
[W)1] ^is Lz — Sn? . Ir 的 收 敏 性 。 


1+ 
" sing "E 
因为 ay 工 十 2 | IN 
BE ELA AEOU MEC RE 


[ 例 9] 对 于 任何 a, [ate dz iege, 
因为 对 于 任何 固定 的 “，lim g? (aet) —0, 南 4 知 积分 收 伍 。 


UH 3] 车 芥 积分 | -32 tlic, 其 中 是 实数 。 


0, Am, 
: . i (X : 2 pa le — 
ims" z^ lng “Lim ins 1 Mep, 

0, 2A—pmp, 


TEERAA po 时 ,从 而 和 >>1 时, BUM dE 
上 面 的 极限 箔 为 ce ARM piht, MITALIN, BARG 当 
-工时 ,人 全 InInz | 一 o0, 所 以 积 分 装 散 。 粽 合 超 来 ， 


ng la 
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[m MASI get, 4-18) RRG 

L. 得 二 中 值 定理 

MITES BUR HE NDA Bl f BUE" f Go) dz REOR CIS, 
IFFR AF EE] REST ELS BERIKA Vi E BIER sace 
Ai se Er ass] T IPEA RMET, Dena gpPX ES qNE2E, 3E 
REW SS — hf 538 E EA IECIT EL ZR HE BRGSEE 

第 二 中 值 定理 ifie) 在 fa 站 上 可 积 ,而 gz) 在 [Le b] 上 


| F@gtede=gla; | fm do gc fr (de, D 
4531, AnS glo GR ETE H. g (0 2-0, MRA E, BG 
| "fæ glæde g (b) | f (udo. 9 


[H] 出 假定 ， fix). 90) 在 区 尚 [a, 0]. ERIE, 因而 
Fh ga) 可 积 。 我 们 先 在 g (2) JETA, METRE FIER (2), 
SIG PHE G- ARDEA AD 。 

E le,b] HRJ 4) 点 区 ~ 各 二 有 
Wd de,s; ti c: $e g (e) 在 de: HARAS, HEJ ET da SUELE 
如 下 改变 

[Ae etde- fg dn) f" fads 

+$: f" fla) lg) -eisoldene tp. 


因为 Fe 在 Fe, 5) LAS fa fhat 


lei - [S f. f) [g (2) —g (e) 1da 


"el 


SOROR 


673 AmA WUE p ou B) A 
zu f. > > ti Om = T t, dir, 

由 于 fo) SRL, BEES Amaz doc »0 Dj, S) ox det; 因此 ， 
lim o —0, A ii 
amo b E V. 

| Fiw gm) dr limw - lim? g (vo) | fiw ur, 

"ü A6 420i—l FAN 
JA EASE E DITE is Uo ORE Her BIA RA [^ Sg ade 的 
REB bd-- 25 WT EUN Er BPO PUR, E EXER ISI 
FUR EBORE OE alta 

记 P(e) =|| fejde, MUR Fla) la, 01 ERRER H 

最 大 值 M 和 最 小 值 m, ma Fas M, BRA 


NN (5) dg — F (ra. ~E (a0, FQ) —F (b) - 0. 
AN c-X9G)U/ o) - (ed)] 
2196) Fic) =È aln) FG) 
=g G3) PG) HIA gn) FG) = Sg (2) FG) 


=g (0) FG) + S Lama) 960 1 (09, 
BA gie mg) =g (9) 2-0, gu) —g G3) 20, 所 以 
mg + S Guo =g) } 
sex M (gie Si tna) =g) }, 
mg(b) sos: MgA), 
因此 MINE PE n, MZ METTE 
(a, AIEN E ess t o PU) m [^ f£ nde, 从 而 公式 (2 


2 ARRI A CACERES 878 
b bO 
f (ag (x) die - gif 5 (x) dæ 
RSR, 

在 g (a) 是 一般 的 单调 上 和 情形 ,作业 (ze) — gfz) 一 9ia) 中 为 
XB. ITE FL di (0) 550, BARDI i (o) rt, BH ETRY: 
[fi tre -go de= Do -ga | fede, 

这 就 是 公式 (GD 
Jtinatmdz- gei [ fite eoa finas. 
E. BARANA 
Ie FER a f (0) 在 La, co) 上 可 积 ,，9g (2 音调 有 界 ， 
那 来 积分 | 7 wg de cic 
【证明 】 iki, 可 己 利 用 第 二 中 值 定 还 ,在 任何 [4 A] E, 
在 在 5, tE 
A o 3 EN 
NEEDLE | Foda, 
ES (f n) de 收 敏 ,所 以 对 于 任何 =>0, 存在 doa, 使 当 A, A 
z= Ao BE BEN 
Foren dul <e, NIE E 
X. ign | «Ly BIDS A AA BU 
MICI 
slg) n fü) mo| + |gtAn | m (da sce, 


根据 柯 西 收 化 原理 的 知 积 仿 | 7 (0 g (oda ek 
狄 利克 来 便 别 法 : 如 时 H= [pede teme: oras | 


Sm ESI 1 第 四 这 y^ € oH 
= K g (单调 且 当 w> 十 cc 时 趋向 于 车 , 那 未 积分 | S 0g do 
ac Sk. 

CAE] IH oim) Uie), AHE 270, A AS, po At 
DAmAÉ,gUD|cs, gíAD Ice, LA | MO xKQBE 

f u A " 
MAS ~- | 7 æde- [fena «zi. 
间 样 有 n (ada: x2K, 
利用 第 一 中 值 定 理 , 得 到 只 要 A, 4 do, 就 有 
I (a) 9 (a) de 


slgctl ronda 


yg Lodo | sake, 
所 以 积分 | 60 g (E) de tici. 

[BI 1] RA EE dz efie, MEHE, 

因为 || "anas |e ntc 3 1l 单 测 而 当 z->co 
HEFP, eE E | SDE. deiei, WE 


sinsi wns% 1 pm 


e © gm 2 2x ^" 


BERI RACE Ser a| x da Mc f , Dod |f. COS ede 


-i [sin 24 —sin 2| «151 g 00, Sf ido ; 另外 | e 
slc, 所 以 | 5571 de gei 


类 似 的 寺 询 得 到 | T. do 各 | 5952. de 34 1::2-0 Bic 
BIANKI (参见 习 题 如， 
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[i 2] 积分 | 0 eig 
mun «am 


因为 |” SES do "T. arctg stl, cc) 上 单调 有 界 , 由 了 网 
A hib n BIST Sip BLA RC CY a 


83 无 界 图 数 的 积分 

一 、 无 界 画 数 的 积分 的 定义 

当面 数 了 (2) EI La, 0) 上 是 无 办 的 情形 ,我 们 把 定 积 分 
概念 作 如 下 的 推广 。 

XO RHM Ai) 在 “一 5 点 的 分 近 无 界 ， 但 对 于 任意 充分 
ATER m, f) 在 (e. 6-91 上 可 积 , 邹 

pin =| fonde 

存在 。 如 果 lim (n) dz BARRER S O) a 
ARRA A | Sode ctim | fonde: 也 称 天 界面 数 
f) 在 (a, 上 可 积 ,或 称 广义 积 外 | S (oda Mesko quz ea 
HRAT RRRA | Sde 发 散 。 

RPE ERS LAAR HAE NBAA A 

BE, Am f) de [e+ 0] bOr 充分 小 的 任意 正 数 ) 可 积 ， 
又 在 “点 俩 近 无 界 , 当 Fm [^ Poe 存在 时 ， 称 此 极限 介 为 布 
a EIRE Le, O] .上 的 积分 , 也 称 积分 UU 义 积分 ) 
| fiede Weit, 

- dile, Ja3 f 2) 在 La, 0] RSR e MEGI ARNEE 
当 两 个 广义 积分 


jícdos [ride 


683 5TH quus qox gno 
Fic Ren rl RR I" soU Fda 之 值 。 只 要 其 中 有 一 
个 不 收获 ,就 称 积分 发 散 。 B 
由 定义 可 知 ,如 时 积分 | F (oda, BRA n» y Hoc URS 
FE ERR 
lim (| 下 (Jp 十 | 7 (a) da), 


dus Rice — He HU AERE HI Ree — SIRE E 
在 一 区 间 La, 5] 上 有 有 限 个 奇 点 或 在 区 畴 [a, oc) 上 有 奇 点 ,我 们 
可 以 把 区 间 分 成 只 合 一 个 奇 点 的 区 并 或 是 修成 含 一 个 奇 以 以 及 -- 
个 不 含 奇 点 的 无 笼 区 并, 分 别 考虑 这 些 区 癌 上 的 积分 , 当 ' 尼 人 者 收 
fat, IPEPE E LA RA EKOI ERME 

[" dx 1 (5 (T diaz 

Vida lozi2-z) (f, a a ) S(à—ma' 

DAIRA E LEE RAR Pio: 在 [a, b] EXE e 
为 奇 点 ， 又 积分 | Go dr 收 敏 , 绪 林 以 下 的 性 质 仍旧 保持 : DE 
[F Odo 在 re, bJa 市 实 上 , 当 oe BE EGRE E 
Bri ecc | fw)de 就 是 根据 束 术 性 定义 的 ,因为 
XM rcd, 


f F) = (que HF y un Tide (mc40), 


CHE ras e s irc Se 
24 qd, IHR USUS 


Mp0 M, ICE E NEL -6 BAD. 
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spen f. urea ecu] 


+R uu 4 -p [rty 


[i6 —a 7^ — n] 


=: q " 
- iy ` » 
十 sc —p-0, Bl p>, 
当 p=1 RF, 
b dz — x |" nir 、 ; . 
-= Ja {s e; In íb — a) — ln g—4- ce inti), 
a+ D—(O lata 


BAS 25 p-1 时 , 积 分 | 一 -AE O RT rtz- ayr; 


— mu) La 
当 pol Qf EE. 
对 于 积分 | -至 ，， EEE RERS 
[了 2] 计 论 积分 |。 一 至. ;的 收 全 性。 
si RAER ARIANA, 
1-5 dae uu S n" u 
f iow arCSing  — Sare gn (1-—3— E 7-20, 


(E)  SEBURIS EP P IR BOBO ELE ES, Ae 
vi, FC HE Hir 

Z, MKREMESE HER HEBR MERARIUE 

RERS) 以 区 间 e, 5] 的 在 端点 5 HA, naf rod 
收 级 的 充分 和 必 机 条件 为 : 对 于 任何 e0, 在 在 3>0, 25 0, 
us, O-A = | [ Feodal «s tio HAXER 
人 ra aim f" ooa, Bizkaia £420. 


I& EP. An f (0) 在 = - a ARR | Sdo 收 合 的 充分 和 必 
SER 2b: 对 于 任何 “>0， 有 80, 使 当 Ono, at RS 


634 ARNE Xn gU WB 


不 等 式 | mM l KE "EAE im" 7* funda 0, 

jm ut quM 情形 一 样 ; H DRAEI ELT Itti NIRE 

和 如果 | rde 和 |[ fiw) da dete Mk | f æde 必 为 收 
你 。 这 时 称 积分 | f Goo Jo RDUM, MERER RA 
乏 为 条 件 收 短 的 。 

FRP A JOR S ALE ERIRE, 

1° Wp GE le) Ee a AAR): 

如 果 fy mo us C0, pct, Wok [| feoda ae 


AUR P6) m os 00). pod, KD, foo de eik 


柯 西 币 别 法 的 极限 形式 为 : i 
lim (2. aj P'FGE) ook, 

Jas Os. bzoe, pc, ok [ronda 为 答对 收 艇 。 

如 果 Oaka, puel, f (e) 4e E. Wx|'r (xido SE BE, 

2^ RRAIN E de oma rds [^ f Coido iek, 
g (0) 单调 有 界 , 闭 来 积分 | 了 (0)9 G0 da ci, 

3” 犹 利克 来 利 别 法 : 没 Flo) 在 7 -a 有 奇 点 ,| rode 是 
n ASER, ga) 单调 由 当 sos 时 趋 于 零 ， 那 未 积分 
[F @g (ade tici. 

对 人 “#09g (odes eR lm VT DA KEER SA 
T 

pua [E as nei, 


33 JUW BREEHUS i. 685 


1 
un Ing ; 
HA o limsi——- 1 ro dm —..-0, 
go w rat p F gH 1 -3 
uu — 4 E 


sin 一 
[ 例 41 Aris | a de (Rri 的 收 仇 情形 。 


t 
JA 


Sin. , 
当 crai, | 一 ]* * A 种 分 纸 对 收 航 。 
X [1 .—23]w mM GL 
—, Sin — dm pin L-- gn —.s:2, 
PEN S 7) | 


1 8n 7 i 1 1 
| 一 一 da= | m7 cl sin — dm, 
o w Jü HH T 


24 2> r 0 Bt r2 ih, HIA RAAE, 从 a ERATE 
(OERA r2 J, sm 1 dessin dsni, 


a ov 


. 1 
sin. 


当 条 >0 ERAR a” da 发散 。 

以 下 两 个 例 骨 是 下 一 章 中 缀 特别 讨论 的 两 个 欧 挤 积 分。 

BS] Do = | oeda, 

2ps—1-2O Bp, BRUHA v 0AA, ARAARA 
限 积分 。 把 这 积分 分 成 | ae dae 7 tenias -hlan 当 两 
ARRA BEC c | weda Jet, 

对 于 aite? 5 o0 MEMET hs BEDS :一 1> —1 8p 
S20 B Lael S s I« — 180 5 0 时 积 和 分发 散 ， 


IPF Ia, 由 I 中 稿 2 TET 178 1 [eeds 当 aO 
Bl ic, Roe TE Ue B 


Un 6] Bip, 人 一 DL e) Tide = F g'(1-—2)t'dg 


638 puit — dEEuE p^ X O8 oZ 
十 |^ (1—2)* dg -: F4-- F5, 
n 

XL, HESSE a0 Bb, anm OL a1 A pP ants 所 以 当 
pO Wb Ta Meg, p0 M T, SER 

对 五 , E129? eel hh, e" (101—268) SEBIECE OL T) 所 以 
8190 B I iege, g0 D £a 发 1 

合并 起 来 ,积分 | 2 (1-a dm 25 p0, q 0 Hi H 
他 情形 Eo 

二 、 一 些 补充 事项 

1" RU: X-WURAM| fide 之 值 是 当 AL A E 
好 趋 于 ce 时 ,| FO do (ERU HODIE Ye O), 
PERSERDEHER (ede ILES A= A RA 4->o0 时 ,| F) de 的 
BERE, PREJ fies 在 (一 cc， 20) PER EE 
(Valeur Principale), zig 

v. E. p. f (dz=lim| f (mide, 


Gur Vp) do tim | uds -0, 
同样 ,对 于 Go E eb EJ HL m e EHE — ARAR E E 
V. p. A God lim TUN fade] HOLA 


HAS] graccech, "a 2r - 的 老 值 。 


UUN b n 
| da: ES dz 
t PET cig S—0 


= In (c— e) p=» 
P 


-dniz—e) 


ctm 


所 以 


$4 广义 量 积 分 837 

T RARE EZA, S D. 
3” WP ARAE AE ATA RE BS AE 
盗 限 的 积分 ,平方 可 积 和 和 袍 对 可 积 科 不 相 基 , 例如 f ce "e x, 4H 


[ats o ee 


1 m 
ti "m i 
m^, mnsisnd-——-, 

9 


A dn, c RE ro -| 1 (n7 1,2,--. 
0, n Ps AMin- l, 


显然 | ， 7(o)az 一 $a. i- wol os Noo Wed, H 
H t-il 7t 


[ro de clik 但 是 | Lf Jde: E TN, 4 Noe 
WFXGERIR, 从 而 Ws (a) dz Weit 
从 后 面 的 例子 也 可 以 看 出 ， 印 使 P6070, potefi, n 
s> oo Br, f (e) RATE, 这 里 它 甚 平 于 是 无 界面 数 。 伍 
在 某 些 条件 下 , 却 能 保证 fix) 趋 于 零 (参见 习题 的 。 
对 于 无 界 页 数 的 积分 ,在 方 可 积 一 定 焰 对 可 积 , 因 为 
FIOIER tUm 


da 


E 
3 


收 敏 ,但 T 发 


T 


EARKI ERFT 1, 例如 | 
it. 
3” 两 种 广义 积分 之 问 有 密切 的 联系 。 识 | Feda af (a) A 


T 


ces lo g^. = PL) 
adis desi s RH [rods [^,^ du, 
ic Ke Jc oh RA uu 


$4 广义 重 积分 
对 于 重 积 分 我 们 也 可 以 在 两 方面 加 以 推广 ， 待 到 区 域 无 界 和 | 


GSi qr 第 并 这 go x gH GM 
HERETER SCSCRUSR E P Hic Beg BE c ER. Ae DH 

—. EC R BOUE 

定义 DEPE TAKER Gne. Sup AREK 
域 的 外 部 等 等 ) HER 了 FIN) dk D 上 各 点 ON 有 定义 ， 用 任意 光 
Hi y 在 也 中 划 出 有 限 区 域 e (图 
4-44), gi ERA fj FOUND de 在 
NETT y LT NI ET 
区 域 o 无 限 扩 展 而 趋 于 区 诚 D hf, An 
ERR y ERAT, 也 不 论 扩 展 的 
过 各 怎样 ,而 
Tim [Irae 


(anu 


"WO I HEU I, 就 称 了 是 丙 数 了 (NY) 在 无 界 区 域 D ERR, 
记 为 


d- fron de, 


XX ALBRESAE (ON) TE D. RRA RTE D EA aR 
我 们 现在 讨论 积分 存在 的 条 件 。 
广义 重 积 竺 存在 的 市 人 落 必 要 条 件 : 对 任何 2670, DAAR 
Bi oo, 当 了 中 的 插 渴 两 个 区 域 o'o" 满足 o" DoDo AE, E 
ffi Mmao- ||fol = jf fdo) <e, 
其 中 o" — o EAR o" 而 不 属于 o 的 点 的 全 体 。 
特别 ,如 果子 0 在 D EJETA. ELIO A] DC 
Oi1C Ga C Cm, aC, Coo, 24 nooe Wi] os S BE; D, 


iae | [evo de o soe | Fdo olio s nupt 


Us i 


$4 j793 B2 685 
BrEME F(N S0 h, ARARIRE 种 方式 扩 民 就 行 了 。 

Xu ROO SCBUH RAE SLREOU C A, Msc er DEOR BD ni 
KEOH Ie SCBVO-— XE del CSEBU. MET  SCBOBUS, Vesicir eos 
TERHES” ix uk Hu ERE. BERE RI ELESCE JEM EE ER 
PERA EUER 38 588 Ex. 

HERMT LERA KRE FURUPO pr fu PEE E, 

定理 RIN EARKI DO LATES ARKI E SR RT 
存在 : 

1* mE FON) 在 石 内 相当 延 处 满足 


其 中 “为 正常 数 , 了 是 太 点 到 原点 的 距 嵌 ,日 2>2， 那 末 积分 
fi FN de 


n 


Mc fik 
9* Jn3R / (ND Te D Fg 
IFAD E, 
而 也 含有 看 点 为 原点 的 无 限 局 形 区 域 (图 4-490 , E pc 2, MR 
积分 
(fz (Nds 


i 
上 发散 。 
[iE BH] 1° FEIE pz Dort c Bs [RIT 域 K,, 取 D zn K, Ey ZA dE 
部 分 D. 为 扩展 的 区 域 。 BR, 5 roo Bp, D, D, 
BOB rr tF, [FOND Ls B r >r! ro bio Re Do, 
De 相差 的 部 分 为 Doo. ME 


090 Aum o 第 四 章 Dx» 


图 4f- 
, ^t - e » e um V [7 rdr 
Lin yr TreB T'arar 
1 | i l" 
= frm Yp | Uc | 


对 于 尾 意 的 s>0, MRE eme, p elc 时, EXC IA 
小 于 &， 从 而 || 7C) do Ye Sk» 


HI 
2^ 加 果 D Gri BIESREBS e TÉ DC c 
axpusib. TTo 


这 里 (r, p) EPERE X 


No m. 
IFN) i 


所 以 
jl If (n) | o = Ji E^ doe [ao | 2 


i$ CENA 69 


etri dì l3; ^n ^c 
f EN m NI a WX ud Hj pul. 


N -mla Q2 (B6 ,9m]-—2, 


To 


因 之 积分 | 了 (VD ide tete Am] |S Mdo eik. 


2, ERENS ERA 

定义 ZIN) EARKIR S LEARRA HETE 
KERERE) 。 MA RJR ERI ULIS 
y 所 圈 的 区 域 这 为 J， 如果 在 区 域 3- 4 上 的 积分 || 7LN)aa 丰 


rd 


在 , -EPES EIETI LEES 1312 3: 8- Y 
WREKSA, 31 2 S LEIR 
重 积分 , 记 为 E (o)do (E 4-4-5) , 


x 


柯 击 判别 法 
1 gwt IBBA 5A PB. 如 果 对 于 各 充分 分 近 
的 点 N.H 


其 中 7 是 六 Ej BB ext ES EU 92. 时 本 积分 


图 4-4-5 图 44-8 


692 NUu — Une 广义 职务 
[ | fiM; doe 
Wes. 
2° mE Z PIE OD B, 在 Bp 
1 FINY ux 
IOD fs 
réERSERBI T^. HEAGA 8 IB Bia fA C. X p2, 那 末 
积分 
t fiN)dao 
E 
发 散 (H 4-4-6) o 
REDE EDRTRU TRI REEE TT a TAE 
t] auae [| AE, oo goi. 


ry 
(uai 7 s 


因为 地 ->0， 以 2 一 8 之 0 HERIR SK 


w 1i l 
VELIM QAM mid (e0), 


ES EUST, ~ z i ZU EE ie 
MATRAH sire 
3 $8 
J 计算 下 列 积 分 的 数值 ; 
| = dr o. i dx | . 
o [55 o [ene (095 
(3) [ferea (a0). 
2. By COURS Enic: 
`w f 2; c (Ete dz; 
Es cum "dh Joe 
^ -= da 
G) h sin y dej e 人 
CAUD it 


司 EB 693 


= T 
(5) f Yo xa 


. AERE P EAE TIe RASTA e CBE OU CB SEE RE SCR 
E fG)yg iode a)y a) | — Ju G6) f! Go die, 

Ais PIE as McRae eg f. ET dx. 

CEPR FU SAZRISAEOHUA ER ATTIC 


o [2s 


T dis (2) 


e» f- dia sinzdz, Paia), Ga GA ma n REE xz 
Bj Ou a) +0; 


(4 三 lor lox 2 sina di, 
logs 


- REB RCWOMOR RT E CIE € 

oos" degi A uerit V P. P roo as 在 
在 ,月 等 于 A, 但 反之 不 然 : 

2) G0, V. P" fanas FEAE, Hifi Du d nul, J ty de di 
Bc, EMIF 4, 

-TI CD fa 为 [0 o) E ARD 
Ji fed ici Lim. F) =0; 如 果 仅 仅 和 分 | Fede dei, 
DAZE f (2) 50, Rcs DI est lin f G6) «02 

(2) Zr E g 在 任何 区 疝 [a, a HEAR.ÀM fa) (09:22) 在 is. eo) 
TUM Gt VIRAL f£ O 909 22 f| f (e) «e GO | era, 90 LESE 

TIRER AO nA Motard 


(1) fetesas; (2) fous da, 
. inam VARS APSE 
EET ` 'I 
c etas e [icu 
(3) [A355 dz; (4) jesse 


£94 


10. 


1i. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


paiya FA j X A a 


. dm FR iE: 


TEE : 
(1 | logs Pdr; (2) | 一 
F Li 


(3) f. Tiel —x5*-!los rd, 
49 


1 
eos - 
phe ['-..— oz 的 亲 件 收 生性 和 起 济 收敛 性 。 
dám FESIRARBUECEGSE: 


- dr . = log(l-ra) 
1 f n 2 Í BDUBXICUA des 
( ) We es 29^ ( ) a p E] 
0 dx /—, mareta a 
e utu eo [SET ds 
a dr _ € dr | _ 
人 T (6) [ xis uL 


BE f) 当 e- 十 0 时 单调 趋向 于 m, GOD finde i LA 
lim « f (2) —0 [sim f fiada |, 


PRF ATHAR e GRO e PEE BE 

o [EE a9; ar 6-9; 
wo 工 

" [569 as. 
a a 


8€ fn) PASE FER, lia f (2) —0, 如 时 导数 f Ga) 在 [0，c) HER, Wn 

KERMAT F sinode icit, 

RRE FARSA EtA: 

(D 上 QE (2) F sin z dr, 

BSOA O, o) ER, H S(O làn f, fees) =lim f (a) 

FE, eged, sS ff XxgEde i uc, ERE 
[H9 2109 OGE 

其 中 a, b EER, MEERE (Froullani) Aut 


18. 


19. 


《上 


23. 


sÈ 


X Rü £25 


[462 Von dr —(Uf(0 — (4o) ] In è . 


- defe dp lin fin 不 他 在 ,但 | 部 ”de (e fe RUE RR 


[Ae e " (ba) arl. f£» In b 
o T 


T: 

b H 
r Tofu a f= i e = — T. : 
ay f, ] dr=D: (2) I f. Jn gin r dz 8 In 2: 


G3» 中 sinz Edt 1 DH r>), 
" j 


和 如果 对 于 任何 zy Hin [^ GD dt G2 RIER o G0 有 以 下 性 质 


n rein) -e( ZG. 
2 (8 ` 


PITE 


3Npx»e Bb. (0) 等 价 于 T. PESE c 的 数值 。 


. So G) JETER, A lin o) =t, 用 = d» (o m 


计算 下 列 广义 重 积分 之 值 : 


o (f ga; [^ [^ emad, 
IYF ars erm 


rž] 


. Pria TE XERE E: 


= f de d 
1 et d. 
e re TD 3 Igi / 

» J| Ey dedy, Ocna lpi, y) | «M; 
(3) ES Tp. dedy, 0-cm gr, 0) [xM; 
^w 


aD [f uie ss Ardy, D-a men pia, y |M, 
ET EL 


FERH: n $ HUE SR PUBOOES y ^, [BLA] xo? 1 Eoo a Pu 


成 的 又 域 ， 则 [f 加 TEES 


， 求 向 习 正 商 雏 体 关 于 在 它 的 顶点 处 的 质量 为 m 的 质点 的 3[ 力 。 


Sg o GEGEN XB 


$1 含 参 变量 广义 积分 的 一 致 收 项 性 

—. —gBükütE Bags x. 

在 概 潍 洽 和 煞 理 方 么 中 常 时 现 具 含 寡 变量 的 广义 积分 所 表示 
的 西数 。 向 舍 参 变量 的 常 义 积分 的 情形 .一样 ， 我 们 往往 句 要 痢 葡 
这 些 贾 数 的 竹 质 ,如 连 各 性 .可 微 人 性 等 等 。 但 是 这 些 履 质 的 建立 二 
含 寡 变 是 的 常 义 积 修 情形 亚 复 洒 开 。 我 们 普 先 来 定义 积分 的 一 至 
KAHE, EATIS N REE ER FA 
Xi —Sobc cPERTBUSM USARA, TARE — A AAEM 
PARTEN TENEH A SERET UR, 

定义 1 设 fy) 在 aso<ooy esgsa bi, 又 对 每 个 
固定 的 y 值 , AME | fo, yde 存在 。 因此 ,对 于 任意 的 正 
Ak e, 可 以 确定 Ale, y) a, E2 A, ASA, y) it, BEE 

INIT 或 | Fæ, yds] <o, 
IR XE EAE SERE e, 存在 一 个 与 fe; d 上 的 无关 的 Ale), 
使 上 述 不 等 式 当 AS A> ACR [^ fons ide XP y 
Ele, d EX Sic i 

3k SB AC [e 要 可 以 换 为 其 他 区 间 如 [e d), (e, d), Le, co) 
等 等 。 对 于 其 他 类 型 的 无 和 限 积分 的 -- 致 收 敏 竹 可 以 闻 样 定义 。 
ERIT TIN EAD M 

定义 2 p| pos anto EF, di Eti vll DL om b 


$3 FENE HEDI HSE £97 
PARJAT, ASGRGGITÁACBI 0, 存在 与 ie, d] ER y EE 
的 és (e) E [ORBE 0-0, T ole) kF, 


lien i h 
j fim, y)ds| <e 或 | f. dee 
四 一 如 六 一 时 


或 立 , 就 称 | Fæ, ande XF y 在 [e, d). teei, 

Z, BRRR RAIBE 

我 们 只 对 无 劣 限 的 积分 | J(e, yde FILEM, NF 
其 他 类 型 的 舍 寡 变量 六 义 积分 | fe de 和 天 界面 数 的 积分 
可 以 类 似 地 银 所 ,我 们 不 一 一 缉 明 。 

以 下 常 假定 积分 | fos yde tutti 

L BUERE RIRE: TR I (o), 使 

Fæ s) | F(a), asee, esya, 

知 果 积分 f lw) de 
cic, Oe | Pens ode XF y Fele, d) kaii 

GEU) ih—Belc tb 1 和 不 等 式 
E ræ masif? iren ide «p GE 
就 可 推出 千 论 。 因为 这 上 时 对 6 之 04, 有 Ao, Be A', AS Ao B, 


由 Fiada «ce 
|J4 i 


上 成立。 

魏 尔 斯 晚近 斯 御 判 法 还 有 一 个 简单 的 拓 广 ,参见 习题 1。 

对 于 含 参 变量 广义 积分 也 有 河 共 尔 利 别 法 和 狄 利克 来 制 别 
法 

2^ RRAN: 设 | fi, dde EF y E es d] ER 


GEE TER — FEE BEERA LRA 
eS o. DI m ROBLBLORT y AEA R ES L, 对 所 
aara LR UD) z. y E: gle, ao L, 于 未 积分 
L fim, y gio, ads 
XT y fete, d] E-—fbc g. 
[im] gie [^ fs yide Bs Sol AEE e 0, 
前 存在 Aa, 使 当 A, ALS AS hh, BE 
| fæ, ydel <e, 
A 25 A', Azo Tp tE p il E y SS 
n Gr, ang (m, y) dz 
giu, y) NACE y; dz wg. y) NI gidz, 


有 ii fiv, yg r n del 52e, 
所 以 三 了 wy g, pda F y tele, d e Boii. 

8^ 狄 利克 来 币 别 法 : EB | fes yde 对 于 Axa, 
yE [e, 4] 一 至 有 界 , 即 存 在 让 数 攻 ,使 对 上 壕 的 4, 成章 

tis do sE; 
RIE, y) DEP o ERG, 并 且 当 am eoe DES gi, 3f Fe, d] 
Ey- SATE, UHER EES e, A do, BED wo 
时 ,对 一 切 gE [c, 可 成 立 
[9 人， 的 E, 

那 未 积分 | Fins gle, anda KF y tlo, d] Role, 

【证 明 】 由 所 以 的 条 件 可 推出 对 任何 A, Aa, 有 


na’ 


DELG gaz|s | fæ, ydo + | f, dal S2K. 


4 


51 Satar unAn- -EAE 898 

JA gis, y) ice fA A, A zA BE, 

LE fs pge, de ga, an LIÉ Gs pas 

4OgCA' g) IN (n, ado ce 2K eK AK, 

所 以 全 fios tos dz KE ydo, d] keket 

Gio 在 后 年 两 个 利 别 法 由， 如 果 Fe o) s Gr, 切中 实质 
ERA y, 有 关 的 条 件 中 的 一 致 性 自然 就 满足 了 . 

[BE] 讨论 | Yds ty 0) 8 Sette 

显然 ,积分 对 [0, oo). I5 —4 y 是 政 敏 的 。 

S y>0, [^ gordo -| ertt, 


要 个 6 LE, 必须 


In t 
A © -—- E ; 
Y 
因此 对 于 s 和 oy, 可 取 
]n z 
Mae s Ens 
对 于 fe，=e) (620). Eth y. 可 以 取 
[n 


fei E- 


因此 得 到 yea 在 [e, oc) 卡 的 一 致 收获 性 ， 但 用 王 当 3 >0 
Bi, doly, 8) ->20， 所 以 禹 分 在 (0，o0) EAR-— Sli Bk, TELO, oc) 
上 自然 也 不 一 致 收 艇 了。 

[5] 2] iip) f aids dk plpo0 BEBE e. 


dE p 0 pi 8] F^ — Eee. 


7an ANA GER f ER LR 


[2924 pp, 0 hh, A Oaea, mü r ahida Ve Sic. Fir 
LL RH ner BID RB RET ARÍE popa Ayre E_E Ex e Fi. 
BPAETA po0 时 ， 
| zol 一 人 > oo 
o p 


所 以 | aride 在 p>0 ffo B E occ 

t5]. [e as dc aso W EXC a ici 

因为 | 52 as ick, Iba, MIKT a eik 
cr RP o EARR KT a Kc INSCR ROO 

Qxer?tucl — (a0, 2250), 
BAR [7 e 307 de fE ac tpa Slc 
fit. 

在 很 多 情形 要 用 到 以 下 的 千 论 。 

定理 fis, DELG, oO; C, d) tE, 对 Te, d) -Emfg.—- 
y, [ f Gs pda Beli ABL y d 点 发 散 . 那 示 这 积分 在 [o, D 
上 一定 不 一 小 收藏 。 

[As] 用 反 让 法 ,假定 积分 在 Le. d) Leak, WREE 
870, ETE Aa, 98 A, 汪汪 各 时， f(e, ydel <e Xo, d) E 
B—- y 成 证 。 

eis, fos DHLA, A5 0, d] Est ona [7 FE, y) de 
JE y BTE SPHERE ERRA god RESP A, AS As 
mati ||" to, dodo cotto EEG ER, 因此 上 (2, yde 


de UA GMIEULIICER MARA Fo, patie o EA 
— Sici i 


$2 一 数 晓 部 积分 的 性 质 701 
PU 2 OTI AENA, RÜBACASRI PTOL 
免 去 证 其 些 积分 在 [e, d). 上 的 一 致 收 敏 竹 。 
$ 2 一 至 收 做 积分 的 性 质 
ERRU REEERE IE RR 
BRINA PA. EES AEE de El 
BERTAN RR HERRN RE. 
—. MEE 
JE FE) fe Dos cose, d] Est, | rios do 关于 9 在 
[es d] biik BRITO) | fi yda Xy t ie, d] 上 的 
TA 
【证 明 】 因为 | f, yde fele, d] E — Sole, 所 以 对 于 
EXER NJ s>0, 常 存在 Ale), BEES AZ ASI, 
T fn, aD da |«s 
对 [e, d] E89] y oir Et y+ dy deos d Eb oc 


il fm, y- dyide 


4A 
3C f (my) TE Lo, As e, d] EXER. DES [ Fis, ydy 是 #7 在 ie, d) 
EERE GR, A 670, E 0770, 使 当 jady] «5 M, 


xL). 


E 
n 


A ; 
|[ Fæ, an adn - D Fi, pde | es. 


Bii, | Ay! can 
E A 
MG) - 160 1|. Fæ, um adn — |" fæ, ae 


BE, 


T E fis, y+ dg) ds 4: IE (n, y) ie 


703 AUE FET FATRE X BUR 
即 Fan Le, d) Et 

LA MERECE T TRE RM Mo BERE RE SERLO HERI n 
特殊 情形 。 

RRZARE Gy 在 某 一 个 v 的 邻 域内 固定 时 ,积分 

| Fæ, pda 

存在 ; 25 yy hh, f, y) TETEBT s ARKE Da, A] ERETT 
IRB o (a), ifi [^ o (de Melt, ii 160 - [^ Fi, y) de X 
于 y i E yo KRAHE MRAR: 


lim| f(z, yda | lim fw, pde= |" ds. 
a vE Ya " 


REAPERAS 实际 -E, | p (2)ds 存在 的 假定 还 
可 以 从 宅 理 的 条 件 的 学 出 来 ,这 里 从 略 。 

二 、 狄 尼 定理 

对 于 含 参 变量 的 积分 ， 也 有 由 量 数 的 速 丢人 性 导出 积分 一 致 收 
做 的 定理 。 

RS, y) 在 asz<oo，os9sd ERE SIE EIC, 是 保持 


BREE, X 160 | fw, ode Xe, d] bik R 
[£6 yda XF y 在 [e,d]_ 上 一 致 收 敏 。 
RERI AERE ETT, 


8t f Gs 9) 20, w| fæ, yda Elo, 四 下 不 一 政 收 敏 , 那 
RM AME 620, 不 存在 dole), 使 当 AZ AS 时 ， 
0s: [^ fio, gjda e X Ce, 四 中 的 一 切 9 tide 
er [ f ridus [7 Flo, ade, 所 以 也 可 以 认为 不 存在 4, f 


osf foc, desse 
da 


$ro-cewra leve 703 
Xe, 中 中 的 一 切 六 成 育 e MUDIDAEACT e KERR 不 
sesto s fins yde e 不 能 对 和, d1 rbi Gp ui ns. 所 以 在 
[es 四 rotg vs e [7 Fie, dace mei SEARA EE 
A (y. ice Ce, dIE Yo. 
因为 | Pies uide | Pis ide — [7 fto, Y de 的 有 这 两 项 
Mk Seld e T DA A 7a Med Me. 对 于 任何 ones RAT tua, 
P res gda fm, ym doe, 
会 cor, 得 到 | ns ue) dee 对 任何 m Cosa) Big cR 
| Fæ, yoda 
是 收 敏 的 假定 相 半 盾 。 这 样 十 明了 定理 。 


三 、 积 分 顺序 交 摸 定 建 
v/ 积分 顺序 变换 定理 (IT) g fæ, y) dE [4, 00; e, d]. HE, 


[ Fe, ta 关于 yE o, t] — olco Mo To) ^ fors ae 在 
Lo, d] ESPERE EHEBUPS TOME: 
fayl fin, itu aw], fes nav. 
我 们 利用 含 参 变量 积分 与 例 数 项 航 数 的 联系 来 站 明定 理 。 为 
此 我 们 先 说 明 一 下 窒 们 之 间 的 认 柔 。 


REP NI yide Ele, d] E—$llicék, bi dA 为 一 单 
WEHA, Aoa, 4.599 (cc). E 


Un n] > Fie, ande, 


da 
NO 
g—ti 


SB ARBOR 
在 (e, d] tS kc AATETTA GER 67-0, 总 存在 Ao, 24 


704 种 中档 Pry Age hy Ah 
A' Aze Ag I tt p uc pe, d REE 
NI y. da «8, 
HYE Aroco, REH) nV peor 
Aan dde. 
Nie, mo nc N e, 3E Un yG Ee, dA 


ia 0g oec talg) x8. 
这 论 朋 Su, Lo, d] E— Roe c. 
RUD PA Exc eoe E WICUAHMLE dc He ERR. 
WB, BEY E BERE UT HS OE m us (y) fE o, d] -上 一 臻 收 
B, 并 是 | Gs yde- or tle, d ESSERE. DEDI 
(Ia - [3t an du S [us Gode 
2 fix, yde 
-[ da" fo.) dy. 
ik B HOP] SURE UNA DEE, 
和 如果? ite ILLE RSS ITE, di DL FRETUM 


交换 的 定理 。 
积分 顺序 交换 定理 (IIT) gk (es Ele, oo; c, oo) ERR, 
BARA | F, adu, | PG, y)dy IRRF v 在 任何 Le, C] 
上 ,关于 = 在 任何 [e，41 上 为 一 致 收 敏 的 ,阁下 
Jis [urs m | wi fna 
有 一 个 存在 。 那 未 


82 下角 各 各 的 省 项 io. 
L de r (na. Yy dY- | dy n fiz, yde, 
GEMI Æ| dsf fæ, v) dy fete Ai 
[da [fins Way 
» 也 存在 , FARTEN RK E s>0, 存在 4>a, 使 
LIMES 
成 立 。 这 样 ,对 于 任何 Ce, 有 
| di 上 Fæ, a) | dy «e. 
由 于 [roesatu KF o eos A e Bl OR ART 1. 
可 取 完 分 大 ,使 


NIZ Way| < 了 
对 于 [sa， 41 中 的 一 团 2 gir. Dn, 


n da f ix, gj dy! E n da 上 Fir, y) d| 


l 

+ IN" n; (a, way| 
fresa 

+|” da [7 ift, o) Idy 


z[^ 3 dete=2 
C | d-a g--E8—Z8, 


另 出 [fs ado Fy Le, C1 上 一 臻 收 和 伊 的 根 害 ,根据 
RiR, EE [o 0 上 的 积分 顺序 可 交换 ,合并 以 上 儿 个 不 等 
Jc Mati O EA, TRR: 


706 Ep- Sondeo AEE EE A 


" del Fy Yr [ Zi fiue. yd 


. " E im, ydy [ do] fiut, y)dy] 
- f dal” fiz, yidy = 28, 
" PE ` 
因此 r TE (æ, y) di N de" f, andy 证 得 。 
四 、 积 分 号 下 求 微 商 的 定理 
J REG s fué, iia, 00; 0, d] EER |" Fins Dde 
在 ,| fuis pde KFE y dee, d] ksilit DG 
Iu =| fæ, y) da 
的 徽 商 在 在 ,日 
4g), £e dec [fs a, 
GEMI da p) -| fiios aide, HEE, $ o (y) i 
[e, d] ERAEN ER EE Y KR Ee, loc yz) HER p, 得 到 
| oo | dyf fitm da | aaf" fute, indu 
-[ fe, pida [^ fos, eda 10) —I(0. 


友 边 有 导数 ,因此 工 (力也 有 导数 , 导 徽 两边 ,由 于 p n VER, RESI 
IG) -pty). 
这 就 是 所 要 证 明 的 。 
GE) 在 以 上 的 下 个 定理 中 , 一 致 收 化 性 是 到 牙 条 件 。 可 以 
看 出 ,' 有 了 这 个 假定 ,就 在 “e" 的 精 昂 度 范围 内 ,无 穷 限 积分 可 以 当 
作 有 界 区 阳 上 的 积分 一 样 看 待 ， 从 而 含 参 变量 常 义 积分 的 性 质 就 
成 立 了 。 


$3 mW 题 707 


2 
o 83 gj 是 

x&— "rh i T PLEBS JL POE GE - ORBI. 3EBNOU 
这 几 个 例题 的 分 析 ,可 使 我 们 了 解 定 理 的 作用 ,有 的 税 分 本 身 是 以 
后 要 用 到 的 。 

DAIJ SePOPISESEBUT 

L[" sin m 
{= f. wo da, 
5E A —A- BAE- 6777 PRR, mea 
Iín)-- N 

AEREE o BRS AT ICE e ^" E ERRA — Soc Bk 
Be. 这 时 7 了 = 了 (0). 


É 


-ar SME de (au D0), 
T 


d fie, s |^ 


zu 


MRE fam, a) ——e"sinz, DRF, a), fo (o, a) e Oe oo, 
Üsa-oo LEfrjxkf UE, X 
N gos SIRE au. 
0 i5 
Bm 819 3 知道 关于 a0 为 一 致 收 就 ,所 以 I 是 [0, oo) 上 的 
EU [CES] 
I 工 0) = lim 了 (to)， 
"Füjede Ia), Ahe T (a) 人 站， 因为 
r f.m, a) de= -[ e^?" sin w do, 
3&4 BUR ACT < 在 任何 区 间 [s, 99) (620). p — fle Bk, SX REDE? 
[esin e' sce, ii [^ ehde 收 敏 。 贞 积分 号 下 求 徽 南 的 定理 ， 


D 
u 


708 HUER ra aari XA 
得 到 在 (es, oo? AEM 


"o0 omn e Timsin vw oom) f 
J' (a) -Í —e gin m dac L. G : M 2 
o i-a ! z20 


u 
t-a?" 
但 对 任何 a0, WARE e, 05) BA a. AE T o EE, 也 
就 基 

I'(a) = 一 了 二 二 
Xpal0 gr. PANAM a0 Mf 
Timy —nuretg aC, 


另 一 方面 ， 
ypa [T a Shiny aL (7 car 1 
|I la) | = | f g pum dz 3, e 7 dm -= a? 
3j axo Bj, Pia) 20, 因此 得 到 
num 
=j +2, 
y â mT 
ED cT. 
Fr LA Ts: F0) = lim $ia) = lim( — arctg a-t 3) 2X. 
&- umit p * 
推论 {FÆ Sese, 可 以 得 到 
5, — B»0, 
| Sin Br dr- 1 0, 8-0, 
0 c 
-5> B<0 


t0»42] 计算 葡 控 - 泊 松 积分 
T= f. & " dr, 


IRAETA EAKA, SilftfEJg BU 5 HEBES 


$83 9 题 709 


来 进行 计算 。 


Ub I lote debi Ten we 下 -0 扒 知 。 对 于 w 二 8 >0, fidi 
此 代谢 ad u 石 为 参数 ,这 时 Len [^ ueta, pnt sitio 
BPL ET e M S 到 cc 积分: 
[e oa d E edu ug ^? de E duf” ug va «m qr. 
TCI E HB OE TSIDPA A rh Pr GT Eon ifa 
E43 O-cug tas grt 而 | ue du Mele, REALI IUUBERE 
PAPE, ai | vem E tfe [0, oo) b— folc Xt 
[ ug 01 quus pace 
40 
关于 在 [8S， eo). ERAR | FP Hue 7057 0, HOC SEXUEL 
[ ue" rry 
oo 


EPU 4E[8, U1 -一 数 收 敏 ; 此 让 uei Re B scuscoo0«t«;8 
. 上 的 Et E dx ^ [ri] H f 


r dw] queo" ^dt 
TE, P H3 S dr ^E AEn n uc E TI, g 
了 n e uiu — F duf ue PO una s. f af” ug HOM 
加 å u ü LI 


1 = g SERM 
-gh uxe-4. e) 
ner gepe t, od aeg 
I+ 7 lf 7 0 ir? , 
pu ^ Sat 3e D E 00, o0) -上 一 至 收藏 ;又 因为 这 积分 
的 起 很 泗 数 是 速 梳 的 ,因此 含 参 变量 的 积分 | ut 是 3 在 
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P=] [ edu. l F uH T 
.n d. 


2]. i48  4* 
E Mx 
这 样 得 到 人 
Jo 2 


QE) ”在 推导 过 程 中 ,tf 的 变化 区 赔 取 为 [5, oo) 而 不 直接 
WLO, 991, 是 因为 犹 尼 定理 不 得 用 。 实 蒜 上 ,这 圭 积 分 


N que on) gu 
dg usc 0 时 为 e^", de u— 0 MEPA, Ee 0<w<oc ERES 
和 如 果 不 限于 用 前 节 的 积分 版 序 交换 定理 工 ， 是 可 以 直接 证 明 
gu [^ au [^ Wearm 的 顺序 可 变换 的。 为 此 ， 呈 天 说 明 当 


Too 时 下 式 趋 向 于 零 邹 可 : 


|j; du" te Vd gi — | af ya Ute, 
| a 0 ü 9 


= n duf” ye HN — N au] uec terema 
= [^ duf? ue roma [7 etin [7 usa 
0 E Y 
二 ， 
= | e t duf e dz = [7 & "du F & "da 
D ur ü uT 
L-] *x- E Iz] 
+Í e "du | e *'da «[ T du f e7*da 
z uT D n 
? a 
fs L5 UP CH 
十 | e Vai | e dz f "a "du-- I | & "dz 
P. ~T o vp 


a([? ac [E ede) = I( Jy «p. eds), 


因为 | ede cfi, BEAN T AFR, EsCIGURA TAE, ANS 
分 顺序 是 可 交换 的 。 


&4 Erg zLBet år HO, g) Gamma mg 下 (s}] 711 


[0683 a 16) — [7 etn eos zy dw (2-0) ffi 
考虑 积分 
F fy. dz — 2f" Te sin Pyg de, 
由 于 se simn 2yr) see tr, A j que aada 收 艇 ,所 以 


| Fuit, Yam 


Tiy) = — 2D we gin Zye da, 
ü 
对 右边 分 部 积分 ,得 到 
M i TE Tm 2 = -gtz 
I'ígi) "X gin 2yr | Ms A e 1" ooa Dys dm 


2 
== Ig). 


积分 这 个 方程 ,得 到 


了 (Ce ow, 
TED SU x PIE y 一 0， 


J T ll 1 上 ENT] ET 
一 一 | gx. uE gy — - 
Q — I (0) f g dæ ah * "u as 
eo Fa o 
所 以 | e "cos 2ys da ST gU, 
o 2e 


vs 4 KARA Beta 画 数 Bip, 9) 与 Gamma 图 数 (21 


—. EX 
ERM, Wreck 50 BRE RERA TA SE RB 


1 ee 
BC p. q) 一 | euie) elde, Lie) -| c. dr, 


已 们 依次 称 为 第 一 类 和 第 二 类 欧 拉 积分 。 和 这些 积 分 在 定 积分 计算 


712 第 四 篇 TER PAPRI X H4 
SETEREARPENE, ASIEGRAARUI VIBYEAISEXCS, Agr e taAa 
算数 值 。 

BARA HC BRTGIR], TE B — n 33045. (L6 rp 0,3] ae 
ii. Bp Bp, pi p—0, qz-0 dS D) 25 50 Blick, 其 他 
BOE zt. 

Z. tE 

1° HEP p0, 9270, 常 有 Po, dos W popor, g=ga>0; 
国 海 #7 入 一 01 一 x) 1， 而 | gp 

ü 

i&YEpE LIBRAEQH qAAEDOI que EuESRSEHRENDEXXID 8] E8g8L— 
AER, TERED Bip, pE 770, 9:70 IF SERI, 

2? Ps) =|" a5 e "de 在 任何 [my So] (0S) .E— eg 
做。 事实 上 , Don f nte doe ated ri) +l), 

XE Ji, esanen, 而 | erede 收获， 所 以 万 基于 


ü 
3 在 [so， Sol .E— Se gk , Ai PU XE XE dB EER Et 
对 da, «7e "ena ie". aW F w^ le "dy Weüx, BREL Ia 关于 


s TE [5o, S9] E— fekete, Meg Za GO desk d A Ep EREEUH Ets UL 
二 (在 [sy 55]. FIER, h TREE RSS STE CÓE— nO ILS ied 
在 这 一 点 的 邻近 情 邢 有关 1 A PG) fe $720 Bai 8] sd dB. 

因此 Bip, g), Pts) EETHEN E US E BARS DEAE 

三 、 厂 ($2 的 简单 性 质 

I HHB T tD 一 8 了 (8) (8 六 人 成立 

D(s4-1) — F Ve ux — aie" N esp aTe cg =d (s), 

o o du 
B nassntl, Bp Ox, MARTA 06 ZR 4 


$4 孤 近 和 于 Feta RA Bip, qi Comma gii P OY ns 
I'(s4-1) =el (8 8s— 1 P (s—1) -= 
—$(8—1)-- (s—n)Y/'is—m), 

METAI, An (s) 在 D5 所 1 pLa, BDOE EISE 
JE De] 3 cf pa fe 2A: ef EXPE S 

8€ c—n-1X abe 

Pón4-1)--n(n—1)- 2:1 £7 (1) 2! L e *de—^l, 

Bp n! 7 0r) = 人 meda, WET atO WAAR an! 在 实数 
上 的 推广 。 

2* 由 于 工 (3) e SE R rO 一 1, pipes soo 时 ， 

ns) 一 CO 
8° dE T (8) = F ost pA e-u (a0) 得 到 
r6) =a |? we md, 
又 作 变 换 s=u, 得 到 
PG) -中 are 
因此 荆 (8) 有 种 种 表示 式 ,在 后 一 表示 式 中 , 合 * 一 雪 , 得 到 
r($)-3| e*4- VE GEETHA 2. 
Bd. Bip, 9} 的 简单 性 质 
1° MW: 对 . 
Bp, g) -| 1] =p) Trid 

papa m 1—1, 1-si, de= —dt, PER 


Bi, 9) - -[, a-oad 


- | EE = id= Blg, p. 
ü 


714 ems MaE dew RR. 


2° B(p, q db fb A: 
A z—cos? o, WE 1—v—sin? p, de= —2sin p eos p do, 
Bip,q)— f aT L a; 
0 


D 
= -中 CDs2 -Dp sin™ Uo sin p cos p dq 
TT 


=- 中， costi 15 sin?! 1g dp, 
d po EN 
如 果 命 FT 工 -一 +z?’ da dz’ AR 


. ea 2171 
Bip, q) -f Gv dz 
E 工 zU r 2 
-| "pes Pj, GS dz, 


CEU IN PENES TI 2, 得 到 


oll. 
dE di je RD P di 
j 全 十 2 了 1 | (14- Dy" 


i grt d 1 gm d 
A enmt (Lean 


Bir Bip, q): f TESTAD dz, 


8^ JEA: 
B p-0,971,9, Bip, 9 T Bip, q—1); 


mpl, g0 HUE, Bp, D "no BOp-1, g). 


84 RFRA Het: gu Bp, rp Gamma jj P025] 


1 
Bip, q -| pI) sy 
ü 


AU) 
"um". 
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4 287 M a^ 0, 2) 
aT p 


ALL ri cma oed arde 


— 1 
== 4i [ ql 《上 上 一 m) s—2S]dy — 


—1 . . 
== F Bip, q—1) — 7 


这 等 式 可 解 得 第 一 个 公式 。 


gl f airg vai 
E IN (1—2)7- dx 


Hx pi,gl1, 有 


Bip, g) - -1> 


ig-Dip—l) 
rtg -liipeg- 


X&. Beta Eq Eg Ganun 夯 数 的 关系 
REREH F HERNA I R r : 


— lop Pig) 
BU, 9) = Pind 


y B5 q—12) 


7 Bip—1, g—1) a 


(p270; g>0). 


[REM] it :0 a0, 作 变 换 auw, SII 


D La Eu | ut le tela, 
ü 


所 以 了 | "anle 
rm PM 
因此 着 p>0, q70, z 汪 0 时 , 与 这 等 式 对 比 有 
人 
(Lez 


Z BOp, 全 的 一 个 表示 式 


Bp, 0 | 


dz 


-= 站 qr HY bragas 
a 


da, 


716 ppp Wis BETRAN XAA 


a-i 
得 到 Tipt Bip, gi -f Dirt ud 


c F del 7 quarta 1g Orge 
D e 
34 p21,9-1B8p, PORR RARE, EAA 
fu) o tete uto TETO, oo; 0, oo! EÑ, 
kek Fiz, u)du « (pt) Bip, g) ETE; 


; ig— _ 1 IT 
Leu -— zz 1 Ns sr -1 
f fiz, Wau f D € du — 2 d "T. 


TE 2250 INE ERST, 由 和 2 中 狄 尼 定理 ,知道 L f (2, u)du XP e IE 
何 [0, Z1.L- Hke 
NITE sri Peta 
D 


cetur o (gw te 


在 w=0 时 下 篇, 同 理 ,| fos wde efe L0, U Bote, 
应 用 2 中 的 积分 嘎 序 变 入 定理 11, 扒 知 所 写 出 的 二 奖 天 58 iR 
分 的 闭 序 可 交换 ,得 到 


Dro Bop, g) = f duf” FG, u) dz 


-[reowtem ry ros. 


Editi?) p1, gai ERER AR: 

PDT 

Fipra”? 

fn p>0, q>0, BEBERASURS 

PiptDr g- 
Piptgd42) 


Bip, g= 


Bi El, q-t-1) = 


V3 Hi Edi ZA, JEE 


$1 Rihia Deta 网 数 Hip, gi Gamma dE is] 了 37 


T M " Big, qi: 一 
(ptg) (pagi (p SM. Hu iptqi 

WEFAN TE TESI 57-0, 9 时 的 翁 式 
Dim ri g) 
Ppkq) 

MERHER A AJ, Bela 打数 实际 .F 可 以 用 (arnina BW 
数 表示 ,有 了 Gamma HER  EUSEROR E SE CRT DUE]. Bota ii 
数 之 值 。 

[H1] RORA |. waada p, g, m0) 之 


Bip, qi= 


值 。 

TEIH c" t, DEI 

| p01 (1 — ah) 7 dg = M (I7 a oec 

P 
me Ae? n P. . 
rài) 
LU 2] LERH Legendre) ER 
Dr (s 2)-3 XI T (3s) 

BEW a 


这 个 公式 也 称 为 Gamma BR e EO EAS, 
内 为 Bis, s) - f. a^  (1—m) da 


-f [5 (1 —2) dz 
di -0) ) 
中 


718 Ei Suc ARF ARA 


1 Ta- 36. 4 
JE 3E $68 5 一 区 一 可 i E 4 7 f 得 到 
i qeu i 1 
Bs, 8) x], d~it i= o Bh 38). 


UI ERE HAERA, A 


PO (3) ro) 


Fes — 3 r(1. "a 


sg r()- m. MWA 


"T 
gi i 


最 后 提 一 下 ,关于 UGUBOGLAOUER: 
TOF = 
D kip k (Stirling) JA: 
rG-5 -(Ay vzs de) Go. 
特别 当 =n, WA n! PA: 
"E (ey xn (A-e(l)) (noo), 
和 这些 公 式 我 们 部 不 证 明 。 


royr(les)- T (2). 


3 HH 


Ln 设 在 [gy oo; c. d pasar f£ x, gn | Gr i), 并 且 积 分 | F (e, yo de 
关于 ye [os d] Rl [" fins ide 关于 wee, d) Atk, 
BABERE. 

2. 证 明 FAREA GERI U: 


(o? 


^d 题 Tis 


a) j FEN de ya) 


da ripy? 
Lad 


7 Cn C Apre j^ 
(2) NI E] de (oec) 


Pa 
» doi. ok 
Gy f log zy dz (4 y cb, h> n. 
GR PLU (EC CORE Rc: 
a») | zem {aaiae b; a. b HAEA, 
w 
(2) 三 ”= gatia Oa 


(8) Ns 

0G) aab, (D) —oo-xamget 
(4) f r-i log? x dz, 

(D pln, a0 p-0; 
e [e singir — (a0). 


. BEA: 


D [uda de rtg nin a 0 的 任何 区 间 EERTE 


(2) F =f. sins 在 (0, 2) Patti. 


o Eiaa) 


ROOM ro nl, 如 采 [^ ef sca, co ni T 


K ALOR KT A Ela dlk- ito 


. Mags 1757. — [^e mdy nie, 计算 积分 


+ 


w p-a amh 
f EEE dk (bam) 
ü H 


利用 公式 | -5 一 2 (>, ERS 
Ld" dr ; 
. 就 三明 了 (3) 的 导数 存在 , 求 出 7?'(s) 的 积分 表达 式 , 说 明 推导 过 程 是 合 


理 的 。 


720 


B 


10. 


11. 


12. 


13. 


34. 


émis Uu IE LN 9i ES: BE rE X Gp 


Ü 


- E ee Las i 一 
9. (1) mf edu NT REIN Lie e 7 ds VE n 
2 - In - 


D 利用 积分 导 下 求 微 商 计 SI H= 


— 2L 来 求 得 同一 桔 果 ， p 
f pT a (>04 6 0) Z fii. 


0) ayl als =f enadi HU, 计算 Je fepe di zd 


apri 
(xr Ü); E 
D 利用 积分 | SSE des. eco (a, 8-0) 推出 积分 
zsin BE g 
I -2 DTE dg 
之 值 。 


HEIR: (1) BH(p,q)DHB(pcq,v)-H(g, DBY p); 
f Zk+ O 1-8-5 (hb-—l1) T 
(2) 1 (2t ) ta DEED Æ. 


af g- dæ=r( i +1) d-0, 
1 
af, Gta- 2) dz — 2^3 (a -1, 84-1), 


E x 
ma [ sin? a de= [^ vost e de=] "(5 ^51) (a0), 


2 2" 
和 天 由 此 推出 : 
(1 ja Rt eR 


(2) 当 a [BUE RU 


n sin? g d= » coRO m dz = 


nfa 
as 
m 
E- 


第 天 童 ” 窟 里 坡 (Fourier) $23 
Frwy tee 
81 ZJRBGnEEESRE 

一 .下 A 

在 物理 竺 中 时 常 卫 遇 到 周期 现象 ， 与 所 考察 的 周期 现象 有 关 
的 各 种 匡 在 经 过 时 间 人 P 之 后 (其 中 下 是 周期 ) 重新 取 原 素 的 数值 ， 
这 些 语 由 时 间 c BS REI GEHE: 

fac f. 
例如 , 单 换 在 振幅 很 小 时 的 操 动 呆 用 西数 
A gin ttp) 
表示 ,又 如 交流 电 的 电流 强度 了 随时 间 的 变化 关系 为 
1=Josintwti 9), 

Ip o BRRR AAEE, y ADIPA, A E: E ET 
周期 为 2 ty URB ENTR A A A RAR 

EROR PAESE 

Yo = Aa Sin po, t= di sin (ut d- 91) , 


Ya= Aa Sin (Bwt qu) tts guo A, sin (not pa) 

的 量 , 仍 然 是 周期 为 2 pi, AEK ot 一 A EL ek RR 
到 将 数 . . 

TU Ay eim (ht px) -2 A, sin (thw py) 1 

ko 1 
对 于 变量 “来 悦 ， 是 周期 为 3r HR, PED n MAER, 
-sin (fet oy) BEIE k tn GR. AeA m Sp — fp 多 项 式 所 表 
zs Bate 33] 58 Ss Ji vf ELA ELA Ta ERAI RUSSIE E RT a 


723 HUR HAT RARA 
-RHE AER 2d, sin (6n py) PIRRE ES RE 


PIZAR. GHI nC e fa RME Vc IER 2s 的 区 间 
FW SCIAT DAS a TRAR REES fe — Ug Fd ME. EPE des 83 JUI 
XR, 
An FREE E ARTAS ois sim e-t qu) dic rg 
Ay Sin Ue pi) = Ap sin pa cos Kw- Ay cos pe sin fec 
=u; COS Fw F by sin fw, 

RA DATA EG PS ERRE e. 这样， 
n APRA A 


Lo EM (ay eos hr bi sin pa), 
£i 


2 
面 三 角 般 数 取 形式 
a. + M (y COS kr + py, sin ba), 
k-i 


Ae > tiy COS Em, 

Ri oy de uic SG R, 

* 5, sin bs 

£A 
RACER WR, AERE RRO, egg Idm EE, 后 
IX IA r 

对 于 三 角 上 般 数 ,如 同 对 一 般 的 两 数 项 括 数 一 样 ,机 决定 它 的 欢 

fite CEj tefie E) ,这 就 是 收 赦 问 题 。 对 于 一 个 周期 为 3x 的 出 数 
f), BEA fS EEA E ad E Eie ilc Ee Se F i die 


&1 fügt ep T23 
fo 这 就 是 展开 问题 ,以 后 会 看 到 ,对 N K, e 
KHY ERA. XXe 8 RURTEEJGE HRS ERS [3] RECFH 23 
ff) , ri de E — 3E B3 vno E] 8 < 
ZAIE qi PET V ELSE UL SIAR 3r , PAEA EIE 
Wiiel2EE coh ERR iR E, E 7 Re 


oux y—gy0,2) FR LESE bx x WERA 2 关于 机 出 
c HER. 1747 年 和 稍 后 , 35509] EL Zio E Je a S TA CS Feng 3r 
解 是 
y -f eat) + p (sra), 

f.p EPEE HA 1753 年 D. HS. Bernoulli) 18 y 3&8 
Z4 JREERESBNHRBIXCIcUI-PEXE, tin E EMR, TEC 
WATE ec R RA OARA AHRR E P. AP 
—àÀX P375 e A — ER E PARI d e 
JA o BEER LER A 4-48 Re CE BATH HEDUE DLE, FEE 
一 个 不 一 定 是 周期 的 面 数 民 开 为 周期 2 PA] 6 cU, o DEESSET 
后 素 窗 里 埃 研 究 热 舍 导 问题 时 ， 叉 遇 到 这 样 的 税 题 . L882 年 他 时 
确 地 担 出 区 间 (— 0, x) 上 的 诗意 西数 是 展开 为 二 角 航 数 的 问题 。 
现在 我 们 知道 , ETERA E, 对 夯 数 还 应 加 -FE 条 件 , nf CHRIS 
里 埃 没 有 和 茜 出 这 些 条 件 ; 后 来 闲 过 不 少 大 的 工作 ， 才 有 严格 的 座 
证 ,也 翘 病 爸 请 了 很 义 以 来 关于 西数 概念 的 舍 让 之 处 ,统一 了 长 期 
HÆF 由 于 富里 孔 提 出 南 数 展开 为 三 租 级 数 的 问题 ， 同 时 
他 对 于 一 些 蛙 殊 情 况 的 研究 , 确 能 解决 实际 问题 ,因而 窜 串 埃 的 工 
作 是 有 很 大 页 献 的 ,后 来 ,就 把 夯 数 记 “ 展 成 "的 汪 角 角 数 称 为 富里 
UOS. 

ZARA (EE a ERAD Bue Bote ue ECCE 25 ri 


———— M e£ ———ÀÓÀ rm el m 
aieo e PEN Moa DLAME nem o at 


724 第 四 篇 Arnt EMERY 
过 很 大 的 作用 IARA EA a B — fepe, parext 
一 理 苯 一 直 是 六 代数 学 的 一 个 重 忱 分区。 

在 这 一 章 除 了 基于 二 角 般 数 的 收 铬 辐 题 和 展开 出 题 而 外 , 也 
dria BZPARPSI SOR ERPH PESE. ItAIXDÓN RATES HDIESUGEE 
3& IHE rie erc S] RR EX HI E BERE BI Sic RT LRUOC RS 

二 、 三 角 画 数 系 的 正 交 性 

在 三 角 报 数 的 噬 开 问题 (EHRE hitet, SAAR 
的 严 变 性 皮 主 要 作用 ,现在 来 介 知 这 个 概念 。 

ito 是 任意 实数 ,ice 二 2z] 是 长 度 为 2x HER, HFA 
Hkc cos kw, sin hz 是 周期 为 2r f LEE LEROE fH IE STRA A 


NET ko des | eos ke do =0, 

c [a p " 

etä 2x (b —1, 2. e) (1) 

| gn £z da := | sin £x dz —0, 
E] SU 


HRZ 
sin £r cos le = 2 | in (6 -D s+ sini £— Dr], 
gin £c sin le =: i [ cos (& —2) x — eost K+) wl, 
eos ka cosi — 2. Leos (b D a eos ( ktel, 
RC EH 
cp 2s 
| sin $e cos tw da -- 0, 


ë Pai 


MES ha sin læ da —0, (bsc 15 k, L—1, 2, +) (2) 


45 


tpar . 
| cos ky cos le de=0; 


最 后 有 


Appt 


$7 fee GE ELS RUNE 728 


etar . 3r a Eh: 1 eos Ier 
| cos? kr de= | GOB fm dar- | it F ET 
E Jo Ja 2 
exo - x . 4 
| sin? fx da = gr, (&—i,2.-) (3) 
e 


eT 20 
| Ide -2 ， 


(1, eos z, sin &, cos, sinm, =, eos næ, sin ng, hy 
Ehi doe Eoo 2 Bp RIS] E sk sc dE rp FERE SAT 2I Fa] En |n 
TERT EXT. ERSHEUSAE TE CR 00 (20 。 我 们 称 这 个 H 
条 在 长 为 2r Gap ERATE: DAYS EER, REA 2m 
fS pag 3y [— m.m] zk EO, 2x1. 

三 、 富 里 埃 系 数 

画 到 把 夯 数 展开 为 于 角 胡 数 的 问题 ， 我 他 阁 先 在 一 些 特 殊 的 
假定 下 , 讨 苦 一 下 展开 式 的 系数 得 古 展 开 的 图 数 之 间 的 关 不 ， 

RHH f(e) 已 展开 为 全 区 间 上 的 一 致 轧 敏 的 三 角 驾 数 : 


fi 2o 十 * (Gy COS Ex- 5, sin £z, (4) 
k—1 


32 
EU bB T is (D) EDI Dm, 7] 积分 , 右边 般 数 可 以 
ZER, aO 


& m= |” Fld, 


AE n EERE, AHO RANEA cos ne, Ario, 018 
ah, WERE A321 TRAR, MA d), (09 (9), 6:891 
| fii) O08 na de= E eos nc da 


-: XP cos bz cos nz det be | sin hy cos nw daz) 
k=l —* * 


726 MHE Ai RR E A 


oo a 
- | do 4jPOB RE AAB ouam, 
do Y 


ép Ba t [ Fia) eoe nz dm, 
I .一 下 

IE ADEL b. - 1 | fissi nr di, 
TE gx 


HEHE 
aam | | fix)coskmde (=u, 1,9, ---), 
T. D (5) 
By Zu fursnEmeds (k=l, 2, 9), 
BAR RRE RRR AE n] AR RE 2r 的 区 了 问 米 积 。 
IERE fie ELEI J — fcfe Ah — H8 8 Roca a 定 下 得 到 
又 数 的 表示 式 的 。 一 般 地 ,只 要 周期 画 数 了 (tw) ERRE e, m] E 
ARAA R Rf (o). 是 有 办 南 数 , 假 定 蕊 是 可 要 的 ,由 于 有 
TARH EER, PEEL E LEE REOS T A, dub f(x) 是 
TR V Ec ei s E REOS PER. 国 而 也 是 可 积 的 。 这 样 , TAM 
TEURR— BITS E , 30 5E n EURDEGOGERERA Y 1. i 8p EHE ZA) OE 5E 
所 有 的 数 as, 0, MAMIE E far 


2 T $ (a, COB ET -t by ein ke), 
E=l 


我 们 称 这 航 数 是 A(z) ETENA (1, coke, sinke) 的 富里 
IUS HI ax, br 称 为 f (n 的 写 里 埃 系数 , 放 为 
f (æ) ~ e S (as cos i tba sin ko), (6) 
pd f(x) RRR Gr, b. BAL) Wo cB 0 E SAC, 
NT OUR fo) 尽管 已 经 作出 富里 埃 般 数 ,全 还 不 能 断定 它 是 
收 化 的 , KE ELBI ESTE E S om CX Y . 还 不 一 宕 站 和 敬 于 两 数值 
f), REESE] Fd VUES REST RRGST Gt o 


re mi 


w 


^ 


"m 4 mr "A Lrlel 
$23 -AEREA : 725 


FJR n] HEE Er i Pri ig — 46 Er Hu SU EXT 
定理 ”如果 周期 2% 的 而 数 f (0) PTAR A - RORCRCIR f 
publ Ax fag e ERE E RR 0c 


$2 -PEZH 

在 数学 物理 问题 B. XROMUNSUDHU-— 4- E A ARREK 
HA S TEREJT , 这些 耐 数 系 中 的 曙 数 往往 是 某 娃 被 分 三 程 的 解 ;其 
Hr ELSE TEE OR ERECIE BET B3 4 WE , LEE DOES oHG IEEE, fR 
IPLE 3RBH'E S 

定义 ix iv. (am) Er 0, I, 2, De) 是 一 族 在 区 IBI Le, 5] Fx 
SL ES ST BURUE Zr DBAUS YE, I E Se E 

i oum p. dz -0, Hmn 


成 去 ; 姑 称 {gs (2)} 是 [ay 5] LUTEA 

在 计 瀹 时 ,党 要求 在 mm 一时 

NOTOS A, 0, 

网 如 ,要 是 p. (0). EGRSEDUS , 2C SDROCBBUS T EAER 
在 下 变 系 之 外 了 ,显然 这 样 做 是 有 意义 的 。 

fe * SDGP TES UH 的 全 一 PE ar. "m =ł1 时 ， 称 io. (æ) } 
是 [a,b] ERREZA. 

LT AE {pa (0)} KHE ER Ih A, A0, T: 1:529 
就 是 在 同一 区 加 上 的 标准 开交 系 。 

dx UD. (a) ) Ele, 5] EB HA X X fn) 在 Le, 5) 于是 可 积 和 | 
在 证 可 积 的 ,这 时 | Fia qu (n) dz TEE, BAR 


b 
Cp X f. jim) Pi (a) da 


728 AmE Aan ARRERA 
确定 数 cr, HAERE 
Copo Ut) Hep (2) He Cup (m) b, 
EEA fü PEER (pe) RER, c RR fi) 38 
于 {pii} rp RRM, nh 
F(E) opole) + cp (a) Hre -Eepim) tee, 
ALARI — EE, AIE S l) E a, 5] URAA Ep ae 


M fX px) * 
x-ü 


SEX iXERCNEC E FG 关于 ipw) Put HEURE, 

HERMLE EAT AMHRA BUDE NR EXC, gU HE 
TFP E RECS eF ESI A ROUES UE MESE 
ft. 

GE) ERRE ERARE a P AUR EH ESES 
ARANHE, OPPILfS HR REA BIRS A, 主要 的 世 只 是 要 求 
(2) 在 一 长 度 为 2x 的 区 间 [e, 二 2] 确定 。 由 于 三 角 画 数 有 周期 
性 , 所 有 的 讨论 只 要 在 接 六 9-2mr) —f (a) BEBE, 就 可 以 在 其 他 
长 度 为 2x SCIL Eo GERIT. i 

EL FA Ho VESE HRPE. 

Li] 0, cos c, sine, cos2z, sin 2e, ---, cogna, sms, e} 
在 [0, c d ET EIE SE XR ,[H (1,088, co8 2m, - m (sin c, sin 2e, e} 
*E[O, s] EMEK. 

mmn gap e e T, gi 


L-a] -ERTER E TESE 3 s 


[ 例 3] Ji, cos E, ain ZE, oos ITR, gin Pm z 


1 E 
cos 一 一 ， 


是 [0, 2 EE LL) Efi dns | hp eos 
up j 


82 ERRER 720 


1. mm 1 ATT il 0 nmt 
VT sin se VT cos F, sin T. | x IO, 21 E 
ETER (f£ IE 363 o 

这 可 应 计算 验证 ;例如 


z - 
dai | cos mi sin né ei ~= U, 
E n 


2i . = 
TROE TE nA Jil, mmn, 
| TE ui da= H vu oq, 


HAA PR gems ti GA RE A, dt E R Y Eo 
Ëa, BBA: | sin Sa | i 一 2, O 是 [0, 1]. BERA. 
Uu» 


[t 


[cos (x — 8) s —cogía-d- 8) aldz 


i . . 1 
| sin ow sin Beds: y 
v E 


2n 
1 EZ qx— £04 — sinta--8)E ] 
2 a— B at B 

cos od cos BILB tg af —a tg BE] 
ac — Be . 


E a=, B= 部 (ms n), BOB 


£m 
t 


| EP da 


o gam d gm. 
on f cA En 
eps Hn Pus ELI ig Ën H tg £, 


[ 
2 
IRE 


EA 563 pops ELUEZ (Besse Wir hE ET REC E FE CRSEAR 
Jf 


^y" ay b (a? py D 
的 解 ,例如 


732 fo zu MRA R Hb UDdE Er 


Fax 

-  (-m*($) 
JG) m Au "wm o4 pHm HD 
ey" H e! 4- Go — py 0 PARS 


. ge FI 
MEN 
Jom) c NI y 


E ey" +y tey- R, ELLE cd Er e| dm D. 知道 (02 有 
范 穷 多 个 正 单 根 EP EP, e, ED, VG) AUTOS IC 
d 做 四， 可 以 证 明 (v e i Ee) dE 0,1] E RE E 6: 
GB Jo (Ena) E [0, 1] EXE EAE RR 

38 fe DOGE IS ri v X ERLEA, flor) PA EBI 


PEGA 


TEAEMR mac. WA da= ade, yin) yar) R e 3 m, 
ar d [, d 

ds die olan) m = matna (az) , 
同样 有 : 4. ls 2 Usa) J} = -- Bedo AT) a 


用 yot8ey dolar) ARN ER FERR ATIRE, RAR : 
(B^ a9 eJ alac) d o Ba) 


- z Lo (Bar) atl (eem) — Jo EE nr» r | Ba) 1 . 
沿 区 间 EO, 1] 积分 这 个 等 式 ， 
f adalen daB de 
d 


1 
- gi qa LPs (Bra Lain ua) Ba GB | 


= gal alf BIAB, 


ES -AUER TH 
Tavë, B-E, mes ft 
f. me M ut Euaidm- sf), 

GO HÆRER OUS Se Ao RREA AFER al 
HERRA IR CIRC RS IUS o 

-例外 SERE EA, 

在 解数 学 物理 问题 中 除了 所: 霸 尔 晤 数 而 外 ， 刀 常常 涓 芭 其 江 
得 多 项 式 : 


Poy 015 17 (8.0. 1,2,..5, 
A! (da . 
Wi 5 305.55 HH B TBI JL 
Gn) B 一 此 


Pœ = el. Palo) = l (sels, 


2 
利用 二 项 式 公 式 


— 1 "nl En 
TY > (= Tn! son 
(92 一 工 名 和 v , 


容易 得 出 : 


E 1) Ej ^ 
—wuLU-DÀ n 25M gamae 
POL pI í 


EEn KESHA. EX TGRSHIXA-.4DGAÉH (Poo; 是 在 [一 工 11 
BAEZA. HA E. E BERI ER UTIABREBIDA PARA 

1 0, mem, 

B Po) P) dz = | 

9a: "00. 
ix moon. JM A WEE: 
i ud dyž gye y bgaho]3"X 
ns Sue 1 „Ë LEE. 了 dr 


人 


de" da" | | -i 


第 四 篇 第 太 章 gx HDHE GE Ge 


H f d^ fu (r?— D” . d' ii (m3 —1) 中 dz 
一 1 dai dani UT 


由 于 (ati Aa tl yn RR, PIEUE ILS M DAURTE, 继续 
利用 分 部 积分 法 ,得 到 
1 d^? H iz? 1 ) Em H di^ 3 p—1) "y 
Fe = Af. UU dz nan dat - de 
oep di Dn eee- 
s $ } IE da? re dat" 
1, 


—1)"(2m) jJ. T Ee da, 


2$ nm 时， 


| d^ "(qt — 1j a 
J-—l 


"E T de =0, 
Hn- m hF, 
f d^- d'"(u-—i" de 
-1 da" m 


i 1 
-[ c-r axe ds 


等 
7C) 2 P eon di = (~ 172 nn Tr 
n 


(an+ i)e z. 
所 以 
| oa™{ (a? - D d'i(x?— 15 "aq 
E da da" 
0, Sb nDm, 
“lenem y 
Čat? TAST 
F h 


1 
| ,Pa (2) P, (5) di 


-f Qd, £f] nn ELP D} de 
E 2" 1a! da "'— e à 


83 AERAR deg Let 738 
Wo nf iE BABIES ERES AC 
GE) MILESA P. 00) EEE h TS 
Eit— a0) nn Dys 
的 解 。 


$9 MFA RRR RR 


—. R fiw) 是 周期 2a AR RAER n, ani- 
FERRERA, XP EMBEE Af RRR E ERR Siete 
fr Z4 TE T , ERRA E e EO LERB A P EA 
E Erta, A ERRU ds ARRORA, T, 

PRAA S a T e H HE EE PEUT Y o 
1H 53) — rip PR SE vC FG. fy OR ER UR 

我 全 现在 把 富 华 埃 秀 数 的 部 分 和 表示 为 合 套 变 候 的 积分 ， 再 
JA rid asp oi pe Goes] 3 


a fa) ~ 十 E (a, COS ke +h sin £x) , 
其 中 . 
«rj f(cosiidi (£—0,1,2, +=); 


bel | JO snid d—1,2,-). 
E FELERGBORCRU RAN 


Sif) = 十 S (ay cos kæ tby sin ks) 
E 


-1 f sols + p (cos Aë cos Ex + sin $t sin ka) |t 
1 
[t7 


-到 | rolg -+ Š} eos bu a) jet, (=) 


784 第 四 入 Tol6n wa 8b l3 £c 


2am g [H co premapt tomm] 


H sin G#0, 有 公 


、 2n 十 4 
1 sn 
— deos 前 十 … eog Hp 一- -. -一 
2 Fun 
SITL 3 


H p cO HRAT ARA o0 时 的 极限 值 , ARRE. 把 这 
公式 应 用 到 4) ,得 到 


if sin Yl (t— 3) 
Se - LT re-— imo de 
四 22n--—^ 
2 


ESSERI, BRESC i 的 周期 为 2z AR HURA 
[Hits A [n= r, mm]. 因此 


» 2n--1 
1 (7> PRU 2 (t—ml 
Fa LF (e) ] = f FH - di, 
T jae fw 
2 sin ML 
2 
Eit £—m- u, 得 
254-1 


Sa Ef 0)] ~ 1 | fortu). -— 


$3 We AARE A gp Toà 


IPP E gg Sin a N 
e oo | +| IE (mH 16) —- — . du 
T da feg 2H 
2 sm -- 
2 
.. 2n-F-1l 
I E y . an 9 
=i uem 3. os du, 
, " 


2 simn, 2 
TER HLIELJURUETA IER ZIP EROR ACRI e E LAA 


i x 2sin PE 


Bah ho 
2 
Dp "ur 三 H 
= = | um T eos ku] du= l, 
[14 ü L a Al 
所 以 
.. A2n4-1 
ir sin sg 
Rh | [fou ef (su) —25] ——— de, 
T zo 2 sin 六 


这 样 , HUE SIL f G0] esL Hes E s iain], euis] ai 
.EEBUTI B IB RECT-ERHE)IES 6. Aun 

gu) = fiet tfe u) —32s, 
LE 4 BERHE e meii AE MAR TRAJA s, 使 以 下 
的 极限 式 成 立 : 


sin 加 十 u 
im 工人 pa 一 du —-0, 
nm TD 2 sin s 
如果 这 极限 式 成 并 ,了 (zw) E ERRE d AAT s. 


—. WES 
7s Y did PM ig, SEUI— TE SEIT UL BR 


^n mia Mee M me nm Rim ee AR ee 2o en T ————— M 
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REEE BUHA 500 ERE Deb] EEREN "ppm 
未 以 下 的 极限 式 成 江 : 


b 


b i 
lim | iw sin pu du =Ü, lim | h iu) eos pu du- 0, 


[RER] 17 E Ge d[e, d] 上 有 界 可 积 ， 我 们 注意 到 对 
ERKE te 01. WA 
f sin pu du - | —cospó + cospa | 2 
; p p 
现在 把 区 向 e, 6] 2 y ob K HB] a Sto La Lor Lb, 
Zt, — t teea Mi my E P fe di BLE, TRY, o5 Ma m, 
ARENAS CRAE ERA P b G0. Zr PRODR SEPT : 


i rtu) sin gu dul 


= > L brise) sim qne du 


Hi 


n Uc 2. n "s . 
> | Fr Cu — raa lshu qae dut Ww? [ qm, Sin pu du 
ji 一 iol a M-i 


i—l Jui 
. Lm LT N - d LI . 1 
* | aple mt FY pm; sin pu du; 
i=l Jgga fzi Hiet i 
n 2 LI | 
OE Au 0 mi, 
iZi il 


BF G0 可 积 , 对 于 性 意 正 数 6, Eik E 


2 « E 
CMS OU 
p üt. 


Eb, HUE pope, 就 有 


meos agli Nen emi Em. O 0 


83 AATA AAR 了 37 
! h 
| [ jr Us) em qus du x6, 


HER lim | Jr gin qu du=0, 


2° gto EEI, TURRA OREG. 央 为 
ly Qu) | HEBR BEEF e10, TEE v0, 使 


I idi Cu) | due, 
hn 


从 而 f piw) sin qu du | 


Ew 


bw E 
< | id gin pte du| 十 f b Oo sm qu du, 
右边 的 第 一 项 根据 L^, 253 多 充分 大 ,可 使 它 小 于 65 Ma PUT BS 


把 对 值 小 于 [^ Hio idee, M p EAA, 


b 
| ab Go sin qu dul -2e, 


Bp lim | ° ib (n) sin qu du=0, 
p a 
t 

[5] 88 RJ gib HH lim | th Ger eos qni di — 0, 
qe Jur 


三 、 黎 曼 引 理 的 应 用 
FUB SER | BOR ELE UP RE HER MORCINT IER 
1" 局 部 性 定理 Gib f(w) WVA He RE o iD RR 
散 情 况 ,只 和 f (2) 在 这 一 点 的 充分 邻近 区 域 的 值 有 关 。 
【证明 】 KSI O] 的 积分 修成 两 部 分 
a SN a 
AC -一 


2 gm 一 


2 


这 里 ORB. 把 第 二 个 积分 号 为 


735 SARA SORS ya NL GE RC 
: | Ln (für os qn 
st la u 

TU FI ARX Ud ck HAEA TRUR Bd E (n det "Hf ieu) 

kdfrabikSR EE -上 ARR, Dpikab Je eT BU fl XE R, 


2 ain Z 
2 
gi Se d lEn, i nce Bp, eR GG E AA EF 1 
Rea PRI BR o EAE FA 


. Znal 
1 i$ . an 一 一 à a 
= | Lf idu) Ft- wj] - du 
T ^ 2sin > 


当 noo SERIES AL. EUPEXAL ZI i EL S pe v ies EE Foe x n 
Le~ ô, &--0] RETIE, 9€ 0 Je TE GE AEAC, SCIES Y eid 

MLLE Eae HA TE An , Aa EPA UH Ge P0). g G0) 在 2 点 的 一 邻 
3i P3 RAEE [i] , 7s i T Hc PARC SCR uer E DR ux LEE OCT x 
ECISTBC SUC R ets JUR E) 。 

2" AHRR AEH EAER RTA R 3E 
Zt Gas 5, TPE 


lira t r f iO) cos nt di= 0, 
lim 1 


= 
Nom | f r£) sin qd di-Ü. 
T low 


8? A TETERA RAAE, i p o9 3 | a mf PLE 
2b GC SE | aa ITPUO ECCE GEH 2 noo 时 ,两 个 积分 


sin Anl w in amti u 
* 5 o d ar ain 7 Te ` 
工 p (u) .— - 2 - du, i g (46) 一 :一 2 —-.. eu 
2p Jo 2 sin uw glo t 
"8 


hpc fictio Rmi] , Bn 


$4 TE Pitt AE Sa A ER ER AHE RO T39 


n" H 1 sP. H 
lim 工 | 的 rH - LL... -— 1 [sin t | 1 r=) 
mas J d’ [. "E t 2 . 
2 sn 3 


FEEF 17 Pyari, SAE HURAE ET A RI RE, ROE ra 


. 24 一 工 
1 fa ， , "E E 
二 | [£F G-Eu) Hf üc—u)1-——- ^. du 
T Jù u 


24 n> PKg E o 


ND. Sar P opes 
s ik .8! " B 上 ->0 u0), 


"EXE [0,21 EBAR (在 w 0 时 ,规定 尼 的 值 等 于 等)， 
3C gt 可 积 和 移 对 可 积 ,所 避 00 | 一 一 二 | 也 是 如此 ,应 


kig 
2 
SI X 
9 


EIE TA E REN A o 


$4 富里 埃 航 数 的 收 乱 性 定理 ( 狱 尼 判别 法 及 其 扒 洽 ) 

—,. ik—T RU F— S SEPER OS T 13 LAE UR IS Ac dft PLN 
法 。 

EEE ERE) KADRE s, B c ui M o 
Fo AHN p) =f ehu) HS) 加 满足 条 件 :对 时 正 
ch, te [0, A] E, -ZEEL Jo uim MORE SER ONG f) it 
RETE c OCT s. 


740 FUR AAR EHk 
KARAJ 2 f TREA AH, A 
Qu). Jisu) cfiz—u) — 2s 


us a 
在 Ui, n] 上 可 条 和 好 对 可 积 , 义 由 假定 EE 在 CO, A1 上 地 是 如 
INCEST 


lim ES f piw), gin Zeti tt dt -- 0, 
noc gb Jo uL 2 
这 表示 lium DEF] es, 


LII ME PE BRET ETT 
形 还 是 基本 的 , 这 时 f(s 十 0) 3m fin— EE, DUGdARA LESE 
Si C BEBO Pri SICHER P ec 
s- EHO +F 


来 进行 讨论 。 名 当 子 在 点 x A, ssla, DA a a ARE 
其 让 样 选取 :是 正确 的 , 现在 我 们 取 这 样 的 s, ARIE 定型 得 到 
一 些 收 区 的 充 耸 条件。 
AFERE e. 在 取 了 这 样 的 * 以 后 ,可 守 出 
20. f Gru d füus—u)-—fiz4-0)—fiz--0) 


(l 
ofr Fri , fieu) fwo) 
u i w B 


显然 ,如 果 
Fiætu) -fito m fu feo) 
Hu 


W, 

在 [0, 41 EETBARE, P0. 就 能 满足 狄 天 定理 的 条 

PATES O Pri Be gels o poca p ETO TEE y 
Z, FREIE 


84 ATER Ern oM echo e. Co Fo 5| SIUS XE CHE a 741 

du dX fos fec sf. HEET APEN v, 在 一 

A BJ AE ee AR PE 
fisto 一 站 人 iw (Ocus k) 
E, HEP L, « 此 是 正 数 , Hand, SEXE feo A ERWEE = 
KRF Fie), WERE. mE E Ye A ESL COSE 
Fiatu- feti) d Lat, 
L, a nj R HAR fie) Bue EERTE e pxUCRCT- 
fus +f iæ— 0) 
5 . 


(GE) baci, HIEN -fw 生 由 Aye, 在 [0, 加 Ede 
通 可 积 , 所 以 各 LOUER ARR, 


áx al, 
p -ACEO |. 


"5 


a , 


B l-e-cl, 所 以 fetu f Ub-EO). p^ e BRRR RII, HE 
EAI EER E, M ar et ror 

三 、 重 要 推论 

如 果 fim 在 x 点 有 有 限 导 数 fe). 或 是 有 两 个 单 侧 的 有 限 
导数 


(m) ==: lim b ao cf (a) ， 


fie) = lim LETO S 


Mo — Uu 
至 只 是 有 更 一 盘 的 有 殿 导 数 
lim Lin) —f -f+ jim LEZ »)- fe. 
"EET! $ 一 二 由 


末末 Fo SmrEDHOGEÉSURYE e 点 收 黎 于 fe) 或 


a he 


142 BEIS — chvig. AEN tk git 


Firat fr (n 
LAILAI E UL 


因为 这 时 对 王 前 数 fir TE e S ea 1Bg$ÉNsikd(bitaegr 
oM 


$5 PARAE CRISE F3 S490 BUS: 
一 、 狄 利克 求 引 理 
Bx g GO 在 区 尚 [0, A] (ALAO) ERE FG USD VHC LORS or 

lim | gu pr. du M 有 十 中， 
【证 本 了 WATERERS A 
gO [89 PL aus ot) —gcoe0)] SPP qu, 
REG U RI "s 

对 第 一 个 积分 作 代 换 pu i, 得 到 


ELT, Nn 
gf 十 2 fs t gt, 
d} ] 


当 pco Wr, 这 积分 趋向 于 gt 地。 现在 证 朋 第 二 个 积分 当 


poooBudiB T3. APEE ERE e, PETE 810 (RESLA), f 
HOUS hh, Oszg (u) — gi -- 0) e, 把 第 二 个 积分 分 成 两 个 积分 
n 、 sin pi 
f g gio) He du 
+ j [g(w) —g (--0) ] inpe du— I4. 
RÆ ge) —9 (2-0). iac agr Jn plc, 36244 u—0 AR ARR, A 
I, 可 应 用 第 二 中 和 值 定理 ,有 
. [9 (u) -g C0) ] Pu du 
-[g(83 —, * uin p m rars ara m smt 
Eg (8) ERORI 40 dus [g(8) -g(4 ol 人 


! 
Bu 


5 KAI RGE AA E nS LE. TE 


dir Do 1 a. Ñ "ogni Eid 
H pegig "aH ， 观 因子 uu dt ETF p — HA, 


这 是 由 于 1 Sm d! NW 


bä [UR us 5 Hn n 1 
| Sat gi. «ar BILas-p assa. 
m ` 1 


PA 


因此 对 积分 hi 有 估计 式 .3208， 对 于 积分 
了 -= | [9 «2)—9Cr- Q1] d rfr, 


dh Sel d BIA poc 时 是 以 全 为 极 所 的 ,这 样 避 理 证 得 。 

HERMES Anton 在 [0, 加 上 可 以 写成 两 个 单调 二 加 丽 数 之 
3k GATERA RON R E JE e CORR AE) , DOR ACRES HER UA 
REI. BAIER A HEGRE 

Z. KAERA 

WESA x 点 在 内 的 某 -KRE Pime [seth] E, 
ERE f (2) SER ARE, Wikis Bh HP He C e o ole f 

于 二 人 EFEO. eei d ERETI SA E Jud t 


LE V — Mo 

【证 明 】 kee EIRA, JédedkxtT XD E 
只 有 有 了 有限 个 单 高 区 间 的 加 数 ， 出 数 在 工 点 显然 是 连 业 的 或 有 第 一 
娄 击 断 。 诸 然 狂 利 克 素 引 埋 对 于 单调 境 加 而 数 和 单调 减少 两 数 部 
Aor ZAR f YET ABRE- A, o EYES DER C. JA 8 3, 
PRASETE o 点 富里 堵 航 数 的 收 敏 间 题 ,由 当 noo 时 积分 


h ^ i 
i | [Fetu Fin] o—-—-- du 
m Jo i 
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Ll tetu efe AE B 2. du 


的 极限 情况 末 定 。 WEIR J h e-h, c5] RIAR, fcre) 
在 50, h1 FERE v PRIIS, Siea) EAI EA u PRRLAD E C, 
HEMIA so EE HERE E 
. 8n 
gin To vo 


à r 
tim HI [f GE --fis—ui— --- - du 
r fo 


对 一 oo 


-Lpy (z--0) + Fis—ü)] _ f(æ+0) If (Gb — 0) . 


三 、 前 六 的 狄 尼 定理 和 狄 利 区 来 -的 当 定理 者 是 窜 HEIKE EE 
聊 竹 的 充分 条 人 忻 , 它 们 五 不 包含 ,可 用 网 题 来 必 明 ， 


1? dr, ie 
i , g 3-0, 
、 | m Il 
f(m--4 2&4 
y 
0, æ= 0 


在 [一 zn, m1 t5 X 3X 
XR BAREIN (08 476—L, , 
p CBE c OE RJ 2 PLEBE. 
a E A T OR E E T 05 
$$ 一 0 点 收 襄 王 (0; —0, 49 
Ete e= 0 n, HE-— ÀL0, 
积分 

pup aue OECD -2/01 a, 

wu | o u 


HÀ 


zz 
+ 
i 
1 
i 
i 
* 
1 
i 


i | | du o | h " Zdu 
b |z] 
u lo 2 


$5 non aes rt Her coco SPUR 748 


是 疼 散 的 ,不 满足 在 z-0 Ind 8 des mas E 
2? X ndis 


T 
fü) n E g 0, 


， qg-—0 
在 [一 w， m] KEX KEE D0 点 的 李 普 希 巧 牺 件 成 站 


a an 一 了 了 1 一 : [use bana 
fée) — £40) | 3 cos 5g | &om|. 


BEKK ERAPR E, OTEREN ETI VICUS TIRE Un foc 
3E. ey oa eS LESER PE RE. RAER HB 
TEE EHA FE a 3819 oC T BAI T-. 

. Ktm T ux HLEEMORO MC RIC T P] E e 3E 
Sag, [HAE fG) 在 1 一 z+， 下 LRR ERROR Gh Y 
RIA tE, HARE ETT S] £ (0) 3E— 4- TUR. Eie Glo EDITAE d 
Yd. RS AA oiam rr: 

1^ 如 有 果 周 期 画 数 fia) 在 w 2) 上 有 有 限 导数 或 有 有 限 
ETEN TE, SA E ur EHME fe — roe Sk fo) 或 
fir ud (—0). 


3。 如果 周 期 画 数 fco 是 按 段 单调 画 数 (在 有 限 区 闻 内 只 有 
CLASSIC ID, MA EAA EHE MERE D: 6E solio F f (o) 或 
fia TrO0) rfm-0) 

3 . 

E. XC SURE SOUCEOEEBI RE, RREN TR 
Bk. EPRE EE SOR S 2 [UR BOR So [8 a — oli Bebes 
情况 进行 分 析 RUPTA ERR T o 

1* 发 周期 为 3r BERAR TRR f (e) 在 比 Do, 0] 更 
KUKEMEA ARTE S (a), MAR f 0r) ES 18 3E AE M 


TA6 p ATT E Es 
La, 51. I-—$le Sic FP fn, 

2” 法 周期 为 2x mds peau E R E f£ 在 比 Te, PT 更 
ARPEI rtk pr Sta ER E. RON fim) by EHE ATEL 
Wa, Gl EHRE fi, 


$6 画 数 .六 2 的 富里 埃 航 数 展开 

一 、 这 一 节 主 要 举 一 些 基体 钢 子 来 说 明和 如何 对 丙 数 作 帘 里 堵 
SERES BET. A EBRE, Po DU TB Rus IE 25 3 ZZ PE CORE 
推论 ) AIA SE SEU AR PERS, BrELJS-E v ERO Se ERI ES 
BUE.. 

如 果 耐 数 了 (wm; 是 在 长 度 为 2o AKH (a, 2 EATEN, 
利用 周期 性 条 件 , 就 可 以 把 后 在 整个 实 相 上 的 值 也 确定 。 通常 基 
FKEA mr, r], 0, 2x1. WR fi) TEL— 0. x. EXE, RU 
174 f(—m) 一 fz) Bp, 就 可 用 公式 für 2m) - Fit 3ESETR; 2" 
85 fF(C— m) fO AERP A (Cm m) gECT m, miskE[— 0,2) 
5 EE Cm, 加 出 发 时 ,可 以 随 训 指定 一 什 作 党 FP C7 m) = 了 (sv); 
及 邹 伍 不 指定 疹 点 之 值 , 对 富 维 埃 系 数 的 计算 着 没有 影响 , 央 此 也 
A SERI) Es Re ORC AT o 

我 们 还 注意 到 ， MEH (r, æ] HERTS Fo) 是 连续 
的 ,在 作 周 期 延 拓 后 就 不 一 定 这 入 了 A . 

WEHA F) E a, wl EE RREA SIXRÉRUS UM EE, D 
" 

a. P Femeos Em dm:=0, b=- MIDES Ka da, 


v 
ix ut E RIEBE EE EE; AH Fle) (ug LU 
Gy E N Fwyeos bs de, Der 1 | re s $w eda iQ. 


Wr ix ERRER A BOR 


6 BM foo gu BS GEA TAT 


[Bjt] 在 [一 x, x1 FATA f) 一 2 Ara HERE (图 


4-6-2), 
BEA 
- j A. - = T 


W 46-2 


dp[—m,m] b. v Kp E a0: 


a=? 'asmgsas-. 2( - eee "E eos bn de] 
m Jo ar K oo $ Jo 
(one L2 
人 L - 3 


Fiò 2 (si s— sin 2r " sm ar 


se- Bin Em ， 
{(—1) 下 T ) 


FARRE E— m, m) Esci go HEUS 8 4 sx 8$ 5 知道 


fim Ll sm Er ls cm umm 
Me 一 -一 一 一 - 
7 El k 0, s= +r, 


mHE 8) E At: e. Sr] Ey 
Z, (— a, mcm, 
247 E n EO mT, 
LEIZ] fui—s,ml. kE HE 
"ELE 


es, Osce 
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Ay BEER 
25 0477 0 Br, SC E UL EH ECC UC FD HEU HACER Uh 


Gp i MEC da- + [f nde os dw |=01+ 0a, 


a=} [Í €, cos ÅT da |. Cg COS Pax de | =0, 


0 : 
-y ) 

bre-= i LE e, Sin £x da | Ca gin $E da | 
I -F n 


ak 2i ta— en 


— tc-0'-1] LCi Ea) [5 E H, 
CA oo 89a. 


所 以 


Je 


, 0 十 到 Aitae F sin Sx 
fn ~ it 2 | Aia C? | sin a+ 
2 m4 3 


€i, — qms, 


fa. Omm. 


C te 
To, enO, Em, 


ERREA A HRR IR REI PEE 
LPJ 3j 在 [0, 2x] ÆI fi) e HEBRE 


| sote aus] i 


1 "un 
Gg: — | m dm = Am, 


证 


&6 天 数 了 lz) AEREA E 749 


a= 1 [ v cos ta da 
æ do 
TF Fr 
= asin br , — e | "sm kx do- 0, 
wi rey JO 
olj” a 2 
b. | run Rw dg = I 
E ， sin 2e , — , sinks o., 
J~a 2 (sin ze 十 z Ter QUT ) 


| s, wr, 


m, x 0, 2x, 


m—m . Sin2m ,  , Sin ky 
a ne 


右 沁 的 打数 当 2 一 0; m 2% EE KERCA E R H 
Xo Bicupa D SIS EP 在 售 震 或 27 的 区 间 上 不 是 一 玛 收 做 的 。 

I. BMR SO 是 只 在 长 度 修 于 2 的 区 隔 上 葵 定 的 可 积 和 
狠 对 可 积 的 男 数 ,如 果 要 楼 (oos hz, sin ko) 展开 为 富里 埃 级 数 ,可 
以 先 把 晤 数 社 充 成 为 在 长 2 HIDE MD. HITTER RUE T B I B 
然后 再 作 周 期 为 2x 的 延 拓 . 

VERIS UE £60) 只 在 (0, rm] 上 答 册 ,就 可 到 先 补充 成 为 (一 tm] 
EARS 从 而 得 到 富 电 堵 般 数 , 由 种 种 不 同 的 补 光 方法 , 得 到 种 
REHE RI, 但 由 于 局 部 性 定理 ,这些 富里 块 报 数 在 原 
KEARI O, m) 内 的 收 艇 性 着 不 改变 。 其 中 有 两 种 延 拓 方 
ik ICE RS SR. IRURE S EN ECAUE 48 Ej p VR CAE ja , BIETER 43 9] R E 
MAAEMA, 

[H4 将 Fa) =e TE [0, o1 ERRARE CIA] 46-0. 


十 … (Qx«2m). 


2 
do. la dg:m, 


750 eum å BAR Gu more dm We 


J 


Ta 一直 一 一 > 
FH 4-8-4 
2 f ks d 2 [i 1)* 1] ü, & Amd. 
a= | FCO kg dw c... [i(—1)^—1] = 4 
Toe dd T aht’ k JA 
by ü, 
c d 908 Sr , 0 cos (25— Dom, e. 
多 一 证 本 CE | goce op Ts 7 ) 


Umum). 
fr D, 0] E oS E RU 一 mr， 
[ 例 B]. cos yz dE [ ^o, c] ERX, IC EEJT A ES HE RE 
数 , 其 中 y 不 是 整数 。 


2 [7 2 
to — -| cos ym dr — — -sin ya, 
n yT 


N cos ym cos bo dz 
站 


"Teosi YÉ)jm--Feos(y —&)v]dm 
JD 


mL [sso rns : M 

m y ch y-—£ ja 
(1 ŻY sin yT., 
- ( 1; miy k Li 

MAEL- an, r] 二 

2y sin yr (4 


COS yE = T a T VE] 


$60 gr j6n tue e kv EEF 751 
IRTE e= bom an eMe erg. TR mom. FEP sin ye 开除 两 边 得 
到 
2y/ 1 1 1 
om 
Eiye, BRA 


etg xa: »i ( d go t pat Sen) 


ea g*—]1  mi—u 
EE eig me 镇 部 分 分 式 的 展开 式 ， 疏 号 这 般 数 为 形式 
m tE c2 — ME "n 十 MEER 

如 虹 Oscecacl, HAJTE LO, a] E— folic pA 
V1 2 
Y gw 

Alc Si GERE , p ILS 33) (ER PRU A Mf 

Sin zT. H og? 
cz ume G zm) 


um fo 0S. 和 og 

-lm wii (1 2.) Iu ['T ( 5 ). 
于 是 得 到 关于 sim ro B8 Jp T SEA ZAGAS 

- in m r^ 

sin 和 区 一 ze (1—? az . 


"m B AALAN CWallis) 公式 : 


.2 .4 
5 


3 


" 26 |— 2 
"d zs i 95311 1 


I. DA xs mU RU CUORE 

ARRATE L-1, 7) Eli MH [L, eos "77, 
sio "77 | egy xu tede LO. 1] EHI HEAT AE EB n 
范 的 或 正 些 的 地 数 , 收 艇 性 的 言论 对 于 现在 情形 也 完全 适用 。 


.4.6.6... 
557 " 


752 :5 V2 AAE AREEN 
We fn 在 上 一 六 1] Ri BE npRBIL, EE 


当 z 在 [一 上 T] EEA, E dE Lr, j 上 变动 ,部 末 
ei =s (E)r w) 
fele, zz] EBREA 
pE t X ir cos EE bs sin BE), 


a= tf ocra LT (E. ) eos né a£ 


TÉ 
zi 

-1 | 子 { 和 Too08 一 km dë ik=0, L, 2,1), 
i Ja d 
1 |: bz 

bo | ,fiw)sin 73 -de (kod, 2, -), 
d R 

fo) 之 > (n cos 2 b; sin tae), 


H, [0, 0 EEB D ARATRI o dE at 
TERAS, A 
HOD 全 十 3a cos e s Gg- ; [reos Fe. da , 


fim b. sin tar, B. — 1 "a füc)smn Ene da. 
Ei 
LP 6]. TEE P AREIA IESE ERI: 
sm T. T: 
fis) = 
1 
0, 可 所 人 二 
i x 
-2 a TE 二 1 
b, -2 f? ain i de x | sine idi "E 


RT GUIDE RUBUS 


2 [gm kar 
b, E sin , sin ma da 


em TE. Oei, 

ü, LS A 
u 1 i 

à! 0g 

0, z-—U,ít 


87 E ECKGGEUXURSEUSSORS 
--— WE f 是 [一 x5, w] ERR HA, EUH E ORARE 
fü» ~ 各 十 Sı (a, cos Ex +b sin kx). (1) 
SUPERAT BUG CR x HX. 妓 至 也 不 假 害 它 是 收 化 的 - 


BPE A E T EEB 
定理 Repo, 7) EÍEEPSRR TERR R f (2) 


754 fi va sik 第 -本 RECS E 
[A Ir E LGR ARR r E 
MIO i &glm --n)-F > f Catos t besin kede, (2) 
【证 明 】 画 数 
是 1 一 zx, x] EGRE HAE firi 的 连续 点 奉 导 数 fon; Ee 
. 9 一 一 一 
538] BE 3 RB 


Fo) =f leto), FL(e) —f(e-0). 
其 次 ， 


Fa) -Za 人 | fia) —— dz — za —24,—0. 
Ed $5, IU Er p UE Fir) ap DLE CER ur HE SUE, 


Fa) - 2 (A, cos bx 4- Bysin bz). 


BTE f) 的 则 断 点 而 外 ， 如 to) 一 了 (2) 一 -他 ,可 以 用 分 部 各 
分 法 计算 ORAN Ans B. 
As— 1 [. F(z)coskrde 
Sp f- 


sin iz 


—bMA OR ,| | [Fi (a) 一 5 | sin bzda- — D, 


cos bz 


Bel Fm) sin ko da 
I, -F 
一 一 — E o] cos kx da: — 2. 


EN 

"al. 16e 一 全 EC 

HA-A HE F r) = F(—a)mgpmESE. xx 4pWRBi Z-x-54T 

以 看 成 是 在 Fi) WA EAE EFAA m. Ae 
ER b. 


nr 一 一 人 人 X EN a- Gk 1 n £ 
Fr) g^ P i cos Ez-|- h sin he). (3) 


37 BALKANI E RHA 3 SRL IAE ?56 


ce- P. b. [m . Y . 
I wi "o nne Be du Yo A» 
o + Pu ns fec d- j 8n ke, . (45 


THERE BASHE, fE 


» 
| 一 n, igs g} 


[2 EN 
N a, SN te= cin pe p, COs fa — Cus bc 
m Kk éi E 
NS 


P 


pa (a | cos gr dw -Hby Ja sin Au de) . 
BEBA HIAR FF BIB Mp -5. 

这 个 定理 对 于 任意 在 [ww， w] 上 可 积 和 移 对 可 积 的 沿 数 过 
ERE. RTENE., HEARE, SA 
HARRE LEE SCELERE ARTE fe GE s PE e, 有 


4-23 b. (8) 


SRI rA ER A be 所作 的 航 数 > CE anseiele, EERE 
SY CHR MCI ALIA P a0, b0 (4->o0) ,现在 义 得 到 一 个 
必要 条 件 。 

Bl SEE SE 5 fe ORC 


SET EE 
A mé mmi" 


t RSTI A coe ARR S A, MAH m POR 
BERERA E De 是 


c 1 a 1 
ATi ddr 

由 积分 科 别 污 知 道 它们 侈 是 发 散 的 ， 所 以 这 两 个 收 敏 的 王 角 报 数 

ETE AERE BC GEH MORE, 


TO EOE 。 第 六 总 BEREH 
二 、 寅 里 皮 上 般 数 逐 于 微分 … 般 是 不 可 以 的 ， 拒 可 及 证 朋 岂 下 


ku 
定理 Bfe) 是 [一 r，z] RAB f C72) (ms 
除 在 有 跟 个 点 外 ,了 (wi "EC PEPIESR AI SHE Po," oO 的 
SREK PLA, f Gro 的 窗 拒 埃 科 数 连 项 微分 得 到 。 
[Gm] 这 时 fon RRN 
fu f Fiditi), 


4 e fo 
nx fm nir i TOM) (y cos Ex Fo, sin ks) , 
站 一 工 


5 


HAA P" e PTE EE RMA 


ay f. F (side= {f is) —fi-2)]-0, 
PO 1 * PES " F 
g=. | foumcos ka da 
T -x 


=Å fa) cos m 7 
rr 一 


十 i F fisin £z dz 
k es . H 
一 一 一 一 Lf ier) — £i — 8] d bb, kb, 


bL 1 f f'mssmkxde -iays 
sb 一 不 


f ~ i ADe Cos bz — Ea, Siu 而 
= x (2) +3 4. tuy cos kot br sin Ex), 
Ex PE XE PERIERE. 
ART JL op HI DAR, WAEREA A HE E 
A OM ERAS S e) BERETE 29 AGERE REIHE , AH y PEH 
泰勒 航 数 缀 求 在 一 点 有 各 阶 孚 数 ， 在 收 襄 区 间 内 部 疝 数 也 无 穷 次 
可 导 ， 现 在 只 看 萝 数 在 一 个 范 园 .[: 有 有 限 导 数 或 有 月琴 个 华人 时 数 


35 (PAPPÁ T57 
RRUA OAE, A EEEa T T6 IS] ea 
T. ATE BERRA Ep mei AERUIX- R, W ER 
re wed de DLH pEr ux) 


88 S HFHH 
BJL El P IRE CBBIÉSUEBUCOCFERIER, m 
51 fr ROM Grp EIS or, Eiba EM EU nz UL EE CC, AE ir 
一 、 我 们 对 于 同一 :个 区 间 De. 01 ERU AE P. AEA 
SP fisi 
ELEN IBAA PRAET, 9 以 
8- jf-g! == SUD L£ im) —g ia | 
定 习 为 它们 之 半 的 距离 ， 这 样 就 可 以 搂 证 离 的 天 小 说 明 琴 数 之 间 
AGBS BE. Phu. ax PEITA ER pio, galm 对 于 子 他) BIER 
8,, 6 A ER 00728. 就 表示 9g. Hb gi 下 接近 于 了 。 这 个 淹 度 就 是 
TEST Rr ERE X — Fee ine eng 所 用 的 测度 。 看 时 ,在 :交际 得 是 中 ， 
还 引用 其 他 的 近 迫 浏 度 ; 例 知 . Hin HET i ATA T 25 ded s 


8s | |f) — gie) de, 


b—a 
SURG; E 
vo iT ore seo rs 
TIGE BHEHE E RC XC BH t SC, eic Ri ac 等 
TAE, RTR OSTENIA ECT. 在 这 一 东 
TRIPS EU Jo). BE RECUPERA E 3 M E 
B ERE ACERO P IR D oo 


POS Lu [Ef gon 142. 


| 
E 
uc 


TAR pA WD yR M Br 
Le. HAER 
KFin JEL- m,a] KRASA A R, Lp 
Tim) -- F om (a, cos &x-- B, sin fc) 
EER n Ep fJ, GESRERXtAS n WpIL X Hb f 
B^ B 2j 25 3E , Te ILE HITS — A HR REESE, 


.1 


BIG Pa = F Lf) E, n) Td 
aJa 


一 .一 - d Pig 7 r 
a; [| Pede 2 | fæ) T, (eda 
+F T? un da: | 
-1 | 2ande-— L| Fip we. 
一 5. Ja? iade z | rolg 
X ta COS kreh B, sn bx) | da 
z 
tu M Es +3 (a, cos Ew sin kx? | da 
1 


= ^ togda dene 
"E mda 2 


-E (Ot E T 8464) 十 一 ei 1l 53) (a+ BE) , 


这 里 的 de, b, E f£ (o) — 所 以 


TA qi 1 上 26g 1 (ay — y” 
Oatf T 3; f (a) das 4- 3 [era 


HD o, a Ve (Buba) ?) 


as 


"E -E (t+) |, 


ZARARI SPEO fh n AFAR, Epi 52 9 
bd AE as nU, Br: Des Ak d EU fie) 的 富 Ig SHA 


8S TOTGHÉR 75n 
CE ERPB AED MERA R ERI TT, 
BF SUD gi [Peas i D abd. 


EFG, SUDEREIN, eOoB pU 


a +5 (ag Hbg) i i NS do, 
34 2 JGRGBCAGN ,得 到 


2 ind Á 
二 abes L| fads, 
2 k=1 UT -7 


3k estt 28 REREN. 

E Elo, (o) EE la, b) EB SDÉRURZBy BUSTO 
WRH noo nb, 98 0) 1 | LAO Les on Vda efik F 
考 , 就 称 (ou? 在 De, 5] EPAPARA S. 

HEALER, ARREA o 的 富里 埃 多 项 
REA SEF Er, z 上 平 弄 平均 收 做 于 f (0). 的 充分 和 必 
要 条 件 是 只 塞 尔 不 等 式 中 的 等 号 成 立 : 


lí^ 4. ai | NI (aic b 
二 | Fo) de + 2 (tbi. 
m x k=l 


BAHE ip PERRETA PKT f (0) , 这 里 的 等 式 称 为 巴塞 
维尔 (ParsevaL A, 40, 8j 2 V t 了 (xz) 对 于 三 角 击 数 系 的 封闭 性 
D 
TT de TENES EUEAJURASGEBUSEEUD. TAAA ARRAK 
EEPE, MEFR DEEH, SURMATA 
BERR EUR A TRGICUCBUBA PS RE HO EE rl 

8E o.) 是 Ee, d] EBUESHETEREOR, f G0 是 在 Ea, 5] 上 可 
积 和 平方 可 积 的 曾 数 


` = . "b > ; F 
fU minui). terj J pui dz, 
Ju u 


ee aee permet meae ee 2 anam n =e 


T60 第 四 篇 — eos  CECIBCR GALE 


ux n MERANI 
T.U) = Yotpal t) FF Yupa (n) , 
aiT s Tal: jl u | [Fir — r ley] da 
U i « Ft) dy --3 > Yu dE yt] s 
对 于 一 般 的 v.m). Ae 2g F B nodes SAA e 2 2B 39 fi 


zd. AERA H ADARA 


E b 
sets | Poda, 


而 巴塞 条 尔 等 式 成 立 表 示 了 (x) Duux b Ee SE E D 2 e F 
fw) ,这 时 下 等 小 也 称 为 (2 关于 os (0 的 封 前 性 公式 ， 

定义 “如果 [e, b] -上 的 每 总 可 积 和 平方 可 积 的 责 数 关于 正 
FEARR p) 的 封 了 性 私 式 部 成 站 ， 就 称 渐 数 条 {p(w)} 在 
La, 引 上 关于 可 积 和 平方 可 积 夯 数 类 是 对 于 的 。 

以 后 将 证明 :三 角 面 数 条 (1, cos, sine, o} 在 [一 = x]. E 
有 封闭 性 。 

三 、 正 充 锣 数 系 的 完全 性 

我 位 还 引 及 另 一 枉 念 , 它 和 和 甘 半 性 概 金 有 密切 关 自 。 

EN BHF [e, 5) 上 的 一 个 可 税 和 平方 可 积 的 正 殊 醒 数 
系 {patw)} 不 能 理科 充 新 的 出 数 p (0, (iE '3 — Uie pro EE, 
目 | æde 0, 就 称 Gs (0) 具有 完全 性 。 Bcc b I Kc 
EZHA FIC AR SE BU. 

定理 ”对 于 可 税利 平方 十 积 的 贾 数 类 而 诗 ， 如 果 (9.00) 下 
BEBE UE uf HERR E, 

[RE] Tiha (e.Q00 b ROBÉEGETEGADERR. idR opi) 与 
每 一 o.(m) EZ, AA 


89 i AIR TERRE HE Tél 


Gon | pit pa i 
HRR IIP pio A RRRA i UE 
[ tya Jta 0, 

IRI T NE: T ICON ETE EE Ko 

Aud gu Ead XE LEX4 Up ER. HBR r DOR Aag 
i4 SUA EE IRIEHBEPHETE E AR AH SHEER. DAE, dm NE ut HH 
(在 8 10 中 我 出 确实 能 证 明 ) = f5 Du EE GR E, cos v, sin c, eh E 
[~am] 上 是 圭 闭 的 ,就 可 设 扒 名 以 下 的 定理 。 

唯一 性 定理 ”加 果 对 于 一 个 甘 闭 正 变 两 数 系 ， 有 疯 个 连 秆 苘 
Wh fae). fao Bag BEREGNE ,于 未 这 两 个 请 数 一 定 相等 ,也 
就 是 一 个 三 角 缔 数 最 多 只 能 是 一 个 连 纺 人 砚 数 的 窜 下 堵 胡 数 。 

DX XI fa 一 fo to aA RRE ei o —0, e dE f. 
的 富里 起 系数 ,这 发明 连结 鲍 数 (00 一 falz) 同 所 有 的 ps (0 3E. 
z, PA fifa 


39 算术 平均 求 和 概念 与 费 埃 尔 (Fejar) 定 理 
RET- FEREARE ean, a] EE 具有 有幸 阴性 ,在 
放 明 之 前 我 们 来 讨论 富里 去 般 数 的 另 一 性 所， 它 语 一 种 拓 广 了 的 
Suite CESAR K, AIAX TERCIO TERN S I BG 
3 fr A oH HI grt NT DEB AE fr E 2) Hr LR RE, 
一 、 航 数 的 算术 平 雹 求 和 法 
3525 SET go 二 41 十 … 十 0 十 … 的 和 的 询 监 定义 是 部 分 和 所 硝 
成 的 数列 
Aa gya A en a Au 5 aee aa 
pet: 


s= lim 4,, 
于 


762 *EpEE LOG HE MU ECE R4 

我 们 知 诸 帮 不 是 每 一 急 数 部 收 短 的 ， 因 而 不 一 定 有 上 耳 的 和 
"p zr. REFA, Tar E E A Se, EU Do CAU 
etd eua tuok Ai 


` $0 t4 


£c da, a= " 


Ju RARE lima, 存在 ,数值 为 *， Hkc Ren Š o, 在 算 
AB Ps ihr TO 5, 否 刚 ,及 级 数 在 算术 在 均 法 之 下 不 可 以 求 和 。 
算 本 平均 求 和 法 也 称 为 Ci 求 和 法 , 它 吓 哆 一 般 的 殖 沙 罗 (Cesaro) 
求 和 法 的 一 种 特殊 做 光 。 一 个 级 数控 广内 意 义 不 一 定 有 和 ， 但 按 
算术 三 均 法 可 能 是 有 和 的 。 
[PI BORI-—LE1-14-— 盘 然 不 收 敏 ,因为 
4an 71, das — 0, Him A, 不 存在 。 


^o. ima l 


» IF 
IHRE an= L i Ha. = f 
HA m 2q? LEE 2* 


Zo. 
B 1-1-1-141- 06-1 O0 (RERO 求 和 法 有 和 十 ) 
g a T 1 3 J- 


B EUB HB SIE Y 3CRBIURIBUIBCS EUG. TAA ds Heirat i EC 
EPA ERRE, 使 在 这 种 求 和 村 之 下 , 仍旧 有 和 可 至， 
所 以 在 对 发 散 航 数 的 对 前, 求 和 法 有 很 天 的 作用 。 

算术 平均 求 和 法 ,和 一 般 的 求 和 渤 一 样 ,由 于 有 下 述 的 持 态 性 
和 而 有 其 意义 。 . 

定理 ”如果 级 数 oo. 按 古典 的 收 敏 室 义 有 和 s, KRA 
GA SURUH EC BD s. 

XT SURTREJLEESR A TMAA EE: 如 果 C4.) 收 
SCT 5, IR CASE IEURTR HR AEAT s. 

BIPRXEXERUNEDI  drT lim deo sep ec-0. 存在 站 使 当 
nN Bb, Aus, 0286, 2.1 —S AR BUE AL E 14,3; K, 


$9 ERFIR SRRA 763 


pedlar 8) eet Glyms) (Axa e t A aae ! 


i T 


JFE v inc Ne EE +e, 


TL T". 

BAR n EART, SPBEÉGI IET 2e, 这 就 是 要 证 明 的 。 

二 、 费 埃 尔 定理 

gif) 是 周期 为 3r 的 可 积 和 匈 对 可 积 男 数 ,在 > ri fn 为 
违 袜 或 有 第 一 类 间断 、 那 林 8 人 e) 的 富里 埃 报 数 接 算术 不 均 法 可 求 
和 ,和 为 Flz) ap EU E£6 79. mg py 是 周期 为 2r 的 
WRTA, SO) WE PERRERA REHE KAKF S E. 

[EWM] gf - FE > (ag, cos ket bz sin kx), "E Bu n 
HAA ST (a) 1 =Ñ (vw) , HA 


2n 1 
sin— g y 
Sa) —d- [fetu tfe] e du, 
sin — 
2 
isi dt dom SERIES 23 
1 . 
LT Gr) 一 7 [S5 (0 T 二 (x) ] 
z s mH 
m as Lj [find wu) 十 天 一 区 了 -—— —— du 
sin” 
2 
sin MV 
= i u 2 
= oam r Df ied für Ie) du. 
sin 沁 


76i 第 四 粮 SNR Cx onochied 


dt fiel, IA SiO —1,040) d. 而 有 
ap CV 
ES | 2 | du=l, 
mW Jn ain ; 


25 a FER , 
Fiati -Hie 0 
Pi Em 


Fu (uw) 


= vir QU nc Hf ieu) 
5 M 
gin 5 
— | du, 
uU 


—f wD) — f£ (s —0)} 


o 2 
HFE EA e0, HE 8(2, 2) 270, (ES Ou cO p, 
|f (gu) — F et | zy. 
把 上 面 的 积分 分 为 两 个 


aff —Ja(m Jait), 


roe l og, , 
Ihre giy UF wtu Pon | 
mq a 
sin s 
| f-u-fim-0:1| -——- du 
gm. M 
2 
an Ty 
ael. | 一 -… - 2 duc-t. 
2 nm jo sin # 2 
2 
人 . . 
ba | ; T 
[Fa] T" j f (sd) Ju) 
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2 
— fiæ+ 0) —firz-Uj|l- ü d. 


sin 3 
. d 1 a , 
am (sn 3y f [Ff (wt) +f w) 
—f(a-c-0)—f(z—0) du, 
XS Me de n der KI XN Co, a) HE E Jal T 


得 lim CS Epi (r0 E Fino). 
Kari d -- SB TRIES 
An f (2) 2i f] Hr] E B7 38 $3 EH ET , Bl — Eti £8 o Bi ELS 
u-sQ gy, FOEU ESE U c soar (s), peg pers 
中 的 3 可 以 取得 与 3 无 尖 ; 另外 存在 数 b, bd 
| f (zw) Ef (xu) - f(s0) - f(s—0) «£L, 


PN) P al t . MAE 
fo a Ò 
SI^ —. 


Tub ek, MAM n>N (e) Hp OON mpagmpcrcG X), [a 


E 


«e. 定理 的 第 二 部 分 得 得 。 

三 、 萝 埃 尔 定理 的 应 用 

从 费 埃 尔 定理 立即 可 以 推 山 以 下 圭 褒 。 

1° 如 果 了 (2) H ERRA ee, Mi TEIS -A A 
2C BUR SH S8 RER, MRE RRRA GE RE f e) 或 
fsr0) t (z—0) 


I ARR TUS so PD EEUU FE EHE, IREI 4, $5 中 到 
fO EFO) 作为 = 是 必要 的 。 


Tn 
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2^ 移 尔 斯 腕 核 斯 迫近 定理 工 岗 期 为 2r WER RT AT 
和 角 多 项 式 一 致 这 近 .。 

所 谓 以 :有 和 多项式 一 下 迫近 商 数 fte) 是 括 邓 二 性 意 正 数 6. 
常 可 求 到 三 角 多 项 式 Tule, $E | fw) — TG qe 对 一 切 # 成 
X. 

由 厚 埃 尔 定理 推 知 对 于 周期 为 2 的 连 稿 硬 数 P), B ER 
SIC BT AR ra CAR Ag HRA os Ge) ecl f. 因此 对 
于 s>0, Am E Lf) — ola) Docs SET. M) z Mea, Hi ov) 
BREME fh ERA, BI DLE To 

8^ 42? 还 可 以 得 到 下 面 的 定理 : 

ARARA? AER f(x) 在 区 间 le, 5] 上 
H, 那 未 在 这 区 间 . 上 可 以 用 代数 多项式 一 臻 迫近。 即 对 上 士 任意 
正 数 6, 必 存 在 代数 多 项 式 

Ps) egtem tee tew", 
ERT le, 51 EAA e fo -Plw) e, 

[REB] 通过 代 换 2 a+? iba), 4B fi) EA a 的 在 
[0, x] CARR EA, REES AREA d E I SUI 
RERE SARE [0, m]. 

je ridi f£ Go) ERARA T— m, m1, EEA A 2 
的 酌 数 ， 这 样 延 屡 后 或 为 会 区 并 Like Nb Yo). da 2^, 
对 任何 s>0, 有 三 角 多 项 趟 下 to)， fO — BJ x RE 

Fi Toi. 
如 时 将 Yr) REDIERE 


时 (一 W ear”, 
m 0 


MRTE LA, Aj bg c MOESIA 取 


330 = e E [EE TE FET 
BARH n HAAA P Gn ET A, A] Eein g dz): 


CPimbe Pow el E 
- Tg £ 9 + 


PAEL ERAAI -E e ir 
jfet- P tan eL 
RETE [0, x1 Er | Fon Fix) e, 4E fil LE] s PL 
iK XESERUS— BEC E E, D] ERER UR 00) HERE 
FAP Sa EA 4e TECACAAU TR D CRI. 


$810 ZAHR Ri A 

定理 AHRR {L cose, sin z, =, cos am, gin nz, e} 3E 
[一 x， x] EXTRA, A n $iBgg ES e HIS. dedu. 
对 于 这 一 类 中 的 任意 图 数 了 (wz), aar AX 

E 十 tu? 3-52) -if p (oid, 

[REM] HERIR FO D pho SE Ip SIE IE. 

1" fi dg [2,23 ERRE f(—x) FG. B2" 对 于 
了 tw) ILIAD Ga, WA fo)—Tü)i-x e, dk Tu) 
的 阶 数 汶 入 ,了 (2) Egi er ECRIRE — nc N Brh fh dx 8 
AX T nz Bt, 

SRF, BLED OG. T 
&n (S, CF (9)) PAPRAT fio. R IPEA SA RETE. 

2* gf) ERRIERTA. Au CIE M T noel. 可 
使 一 w) —f G0)  SECEEBOWUT E SX 


2a | Ef de 


T6* 


WES ë FAT WNLMDEE 


RIT) 的 存在 丰年 影响 ， 


央 为 fü HESS PIEXTENC e, IN IR m mmn 


mugs ce. diim ` eA a; 7 5o" IER deum wi eu 是 
fiw) Æ de, ERG BER. O E GO TE [— m, c1 上 的 振幅 , 因而 


Qe 
TE-— abeo pr it 


qr; fmi) 4A MR fn) -(— m) 
q;— Wi 


{ol 


Pt 于 pv) dr? efe z d e 


T (a), B 


x E Lp ii — T Gri Ple È 


meu, pj 25 Es rin [ri x D Er Ey * 


fion) — gta | xe, 


BEA TARY 
à. B (Fw) — v (2) ]3da 
1 
“Za z). LF (e) eG J de 
. ] 
X ar È » i Da 2 das sz Xo "n idi ide F 


出 于 (ad-5)?«2 (q*-- 55 ,所 以 


1 | [f ia — T (a) Pda 


9m =x 


«a U - eee D lp- T y'a) 


< 人- 人 


#11 BA 769 
Td RN AEAEE, EEA 
SEF DIe XbamM 
3" APF E ARE, T EE »—« 有 一 奇 
三， 对 二 任何 220, X o6, dH 
1. | Foedus T n 
uw), TT . . 
MeV fata) ZA Vh. 08 UETUT Th y) Mes gH BUT, 


3 T—u mul, 


E 2^, HFA AZAR Ae, Ai 


1 (, rp F -È 
A [Aa nies, 
所 以 
dc [ure - moras 


Qf rao) —fiG 3 E Efi() — T (2) 1)*da 


ED 
zl 


Fre fato us Lm) sn 4] 


I |^ (ux) da d- A pA $e. | 
fi 1? 一 样 , B AE E E EBAR F SACBPEH ZA Abr 
Iii, LA da HA o 


811 瘟 里 埃 积 分 


一 、 宫 里 埃 积 分 报 念 
在 富里 埃 级 数 的 讨 府中 ， 我 们 知道 , 当 fic) TE Lt, 门 Eh 
中 一 定 条 件 时 ,可 展开 六 富里 埃 条 数 
FO = S (a cos ET * pb. sin 57 ) 


7TO rur": Seco we Hi ed 


Hx 
1f ， Ext 
P fro cos M di, 
1 [f axons Em 
b. 1 MIO sin 3 dt, 
E ic 


E Gad t PE 
/加 一动 Ar S rott a (D 


REBER fim) 在 《一 ccey oo) Eug 8E UR up T.H TETE fj 
[一 六 t 上 可 以 展开 为 窜 时 埃 级 数 。 我 们 料想 当 (09 oo 时 的 极限 情 
Ro DREUT 


4 


t 


sd 
«wp ife ijde0 doe. 
对 于 全 式 右边 的 级 数 ,在 


: TE 
tig — 0, amiey y dgtt-— 


Hi 3 
Wb, da, 7, 24 Loo EER, BIERG RUMORS 


i E t o 
元 2i day Lr (£) cas aplic T) di, 


pr p (a) = 十 | feos av) dt, 
上 式 就 好 人 象 图 数 9 (o) 在 [0, oc) 上 的 “积分 的 和 式 ” 
5 p lar) dar, 


24 oo BF ISA p (a) SEMEMA I E, RARA EA R JUS 
W 


$11 Xx OE EA TTi 
F- NI i [ da P fibeosati-a)di, Œ 
n æ fa -- 
(2 sRoE I SHEUER EU EEBE AUR. LERRA, AA (DLBEDU e HORUM 
Ze. 
PIDAGE S TR, ERI 


jf) 一 L Le (a) cos ez + blodan ar]Ja, 
0 


其 中 
aia) 一 1 [D ries at di, 


Y= 1 = ital F 
bia) = x br (sm at di, 


B.E BERE ERR GSE. TRARA — 27 TRECE OEES 
察 这 个 积分 。 
L—. A HUEEU OE SUE K tE HR 
1? gk f(s) E (o, oo) BEAR, 对 于 图 定 的 必 作 以 下 
HELE i a 的 积分 
F(a)-— l Feos e(t —a) dt, 
由 关于 了 (%) 的 假定 ,知道 这 个 积分 是 存在 的 。 
HERI F (a) 在 尾 意 区 闻 [0, A] EEEN. HE E, X 
于 任意 答 定 的 e>0, 存在 47-0, 使 得 
[iro [7 SO d<i. 
X cosa(t—z) 在 O«a-À, —A-t« A E—EC ERI, 对 于 67-0, 
有 >0, 使 当 | do | <y 时 ;对 一 切 [ 一 44, 4] rat t nur: 


! cos (a+ dæ) (£—4) —cosa(t—2) iR — 


2 fe di 
从 而 当 | de | «n 时 ,成 站 


772 TuS FAE WBRA 
| P (a+ do) — F (a) ! 


= 22 aul 
一 I FU [eosta-- dad it- e) — cos a G =a) ldt 
(74 t, ， 
xS | QD e| FU) at | 
-J—- un . 


E 
«| fi i* cos dac da) t2) - cosaid- x) dé 
vA 


MAF (o) EE H 
Eem 
T Ga, a) = i Í i da F f (cos a (i — 2) dt (8) 
存在 。 这 个 积分 同 帘 里 埃 级 数 的 部 分 和 相似 。 当 ko 上 时， 得 到 
I$: foe) WE A, i 
ORS x | aa pr f (Dcos a(t —a)dt, a) 
对 于 一 般 的 (一 2 co) Kir BUE £F (y XXTHBUHREOT-- 
Eie BIpMe sc Ts — ule GCF fo. BrULISSS RUE EE awe 
仇 性 问题 . 
2 HERA ERA DE FE DESEE FEIER CDU MORI yE 
NU. 
HFF ÆT- B, B] HETA, TARA 
fida MEO (t—a)dt— Pros | eosa(i—a)da, (B) 
HE E.A ETREULIE EU 
P fFübcosalt—a)dt 
-E 


TE a BL SERRE CR T. Pr EL (OO SK Za FT A DREF 


$1 RRRA 73 
| f (oos k (t— v) dt, 
APTE 2 TEOT ELEBUIR T ECT AGREES 
[ro cos A (E — x) di, 
AEN PAA T Aiai d 


1f sal sai 
AA L1. QU di eos a té ada 
i n 
-| oeuf Cus ait ejda |— | (£608 h(t— addt| 
- m | 


«p. Fle |- 1 di], eosalt—e)da— eos E) er, (6) 
XE 620.208 00, WE ja— A s | 4A 5 从 而 
[a (£—2) —&(t—o, |: AAT i£— v | «St |[m| 十 至 ] 
时 ， | cos æit— s) —eos h(t—w) | «6, 
因此 《的 EEH 290 Brit Ei RS (5) 式 两 边 的 导数 能 然 
THIS. X. A—0 Ep, KFARA, Bip ELS (0) E 


dbz, BOR [6o [存在 ,所 以 积分 


r f (Dcos a(£—2) di 


3 Bo EPan SOR RCE |^ fOcesac idt, 因 此 当 


Boo, XT (5) BIZEXIIESAAE nl DUM HIER OR BREEZE: BEER , 
得 到 


l [as l Jit) cos a (t —o dt 
mlao dn ) 
工人 a a . 
uu I. FECE di| cosa(t—2) da, 


E 5 S A QG—o 
n Taif fo 3BAG-9. ar 


774 JNA YAm ETERA 
dih, a) PPAG E 


Jik,s)e | n fieu) HF] sin An du, (T) 
MITT 
由 于 1: - f a du (A0), 


所 以 
JO, c) — sia) 


-i | [fot tf so) I MM du, (g) 
ARATA e, AGEM $00) ,使 
tim [V (A, 2) -5(2)] 0, 
HA fü) aa BERAE x lese sc. 
HTE SEES £3 Xj Bp BH , Di FP atd HF leu) K& 
对 可 积 , 对 e>0, 在 在 471, 个 得 


F | fie 42) tF u) due, 


z sin Au | s t xl, 
u d us 
所 尽 对 一 加 和 成立 


|J, Ufo e£ o) dulce, 
Bh WEEER A As, 积分 
IN Uf (oe tF (wou) 999 a 
24 A 充分 大 时 可 使 小 于 6， 因此 积分 
[trio efi 1992 au 
34 Aoo RERE JA IT (D dli RCM d R th EL FAR ZI UR 


sm À tu 


I [f£ Gru) df owl du, 


有 1 W BILE 775 
m A REE DETER Mibi geit B EE Ara A 
RW EER SH. Aitea AE O k A A RE RAE E , FE 
ici 01218] 38. 5E TH [8] I7 
in| du, dE 了 tw) 在 (co o0) BRER, BE E v 点 有 导数 或 
有 两 个 单 倒 导数 ， 那 束 f DUE HLDBMERÁARYEIX- BRUECCT: fn) 
a TOt tfe 
2 


BIRTAST AT o 
=., KATIR 
如 果 了 lw) ERAR, MRR 


TA, 一 l KZ N f(E) (cos a£ cos awt sin at sin aa) dt 
EUR dr rob IRPEAZR RA ERRA, Wr 


r 2 uu [^^ 
fm) ~ [ua | feos at cos am dt 
LR 六 、 a 
或 fum 2. [ia [^ f (sim at sin ac dt. 


dm f) ERRE 0, oc) ERRER RTR NE. 就 有 两 种 简单 的 
Ejs 5 dh. fe) TRERDL EDSMUBU IZ. 

a fm) REB E dE eB ERRA E F, 
RFEA 


ch 


PE N cos ar da EL f (D cos at di 
S JO " 


m. E ORNE |, fi eos at dt, 
` 上 面 的 等 式 可 以 发 东 为 
fom. 42 [. Fia) cos za da, 


Juik BT dX, fon 和 fela) ELTE Ae B FE B Z6 A H UC € 35, 


77 eru DICERE EE E 
Fela) 称 为 了 er) pra Ekaa. dtf (x) 是 [0, 9) 七 的 已 
nios Ec, d IE EEUU DUM C CE A DE LED 

für) = Ji | E, la) cos ga da 
是 关于 未 知 醒 数 Fela 的 积分 方程 ,公式 

Fea 一 y 2 N, it) eos at dt 
eh SB RE 
完全 同样 地 , 如 果 对 于 F0) Bü 


fi 一 2 F sin az da NI sin ai dt, 


E Fila) = yÈ fro sin at dt, 
就 有 让 (四 一 y2 F F, (a) sin za da, 


AOE OE EELEE 
现在 针 共 富里 瑟 积 分 的 复数 形式 和 寅 里 坪 变 换 。 
t f» ~t [ida F ro eos a (1— odt, 
由 于 | f(esat- zidt z a RRIKA DA 
f) ~ 三 da F f (D cos a (i2) dt, (9) 
又 因为 | f Osin ai edt fede, SR o té di ts 所 以 


| da M f (sin a(€ —e)dt — 0, 
Pi toj psi EE 


V. P. à | da 全 fiDsin a(£—-2)dt—0, 
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区 (9 添上 等 于 需 的 一 项 ,有 
fim) "1 | da | f eosa(i—2 dt 
"mE | 


Dr la da | fitysinait— at 


E ES O da IN ET gisit- tq 

—. L - 

A 

RRIRIK f 0) IT BERIEDE, FARE Tk 

fik, FEFE h HR REAEIUS- I Y HE a E AERES f (x) iS 
AE ES HLXEBU Bae ook de Pk HORISTCE: £0 , US 


n X LL 1 [^ HEX itt 
fash e da| fie di, 


| l e Pda | fin evi. 


E Fa) . -t 2 FD edi, 
Np 
就 有 Fe Fiale7da, 
Mm J-—- 


F(a) kg f (0. By XR HR Vif f (o) R7 E (00 的 帘 里 埃 道 变 
LN 

* TORAESOR TE 数学 物理 中 一 种 有 用 的 积分 变换 。 

(GO A MEIRA EMERE, Rt 


Fia ? + 3 (a4 cos ka + b, sin Ex) , 
kel 
ir EC hr A 
cos ba -i Cel ere), 
"BI MEN 
sin hw = Bie A ê (0 Lamy, 


得 到 级 数 


778 Sues — Gm ETIR E 


四 ~ 全 二 | im hibet iu het], 


RERA 
Te 
fue mc pa 
其 中 
Ck c 3 (as bii), 
oo 一 -他 EI (k1,2,-), 
belg - 和 Lart brii, 


因此 ex 5 Ci HAW: CE 一 和 这 式 中 右边 般 数 的 收效 间 题 应 
了 解 为 È oem 当 mr>co 时 的 极限 问题 。 对 于 复数 形式 的 党 里 
埃 系 数 esp AX 


a. [fee Gs 0, ET, X2, n). 
Fd. fl 
1, Oel 
961] Eeg cod. 
0, m1, 


EA C0, =) 上 满足 富里 埃 积 分 的 收 敏 条 件 ， 作 富 时 这 余 统 积 分 : 


2 (^ EL 
ACE f eos am da | f (t) eos at dit 
E Jn n 
32 mm 1 
=2 | COS aur da | cos ad di 
I3 n 4 
P Üsiml, 
— zf cos assina gy Jlo ga], 
mæ Jo u Í 2 
lO, wol, 


RO MERR 779 
于 是 得 划 


TT 
3 
" co8arsimm . 
ae c — — - da = T x 
a T "E 
0 Kl L 


tiic pus parcium |^ 7^ 77 de 计算 得 到 。 
LB) 2) f f(x) — e 127-0, 87-0) RAA ERR 


E 


2 (7. = : 
fie ~ | sm za da | e ^. gin a£ di 
ojo 4 


于 是 得 到 


; SP gi 
? euin ux 07, $0, 
i44 da= 2 
dao aa 十 总 


[D] 8] 解 积分 方程 


Fow sin wt di — f (2), 
ü 


T : E e 
- sing, QOsmum, 
而 fim 4 2 
0, b 
因为 "d f gO sin zt dt 7 £00, 


FARA AEA TE. B. f ioo SBERELBLIA 
g - y2 n ERIS sin ta da 


sin mt 


-| sin a sin ia da = 1-Bc 


- AERA: 

(0) T, ens m, eos 2x, eeg ens nm, g 

(2) ain r, sim Zr, sin 3x, «e, sin um, c 

HH [M z] LASE; [H Ty eos m, Sin xz, 605 Zr, sin Ez, «-, COR nt, 
sin sz, c AiE LO, r] EANGE. 

. WLHB sin z, sin 3m... sin (2e tim, .是 [o, zl AERA, SH 
(2p bar 


EUTRE R FESH sin Z7., sin Ey e, sin ERIT, an ge 
[0, 7) BOTE TESÉ. 


3. BE Wim. vum) HUS REO H 


1 VO d di 
as (pto ds )+ 2 —-9, p" (ij Ly ih) Tif =0 As Eim 
X a =Y (6) -Yp QR) su C5) —0,.— E RR Yn Qn) y Uu (e) agile. bltEIE 


XE. 
- BX o, (0) aign sin (22 Ho) (0 arsi) , p, Cr) YE 


(v, m T ) 1 ER , xa H Us AV , 1) 
ETE - 19 — aA cp. 让》 是 [0. 1] EFHESEA. 
0000 HERE no AE TRONOA T e PRETESTI PC SEE dog 
5 XE [—-1, T] FEZR2S EB dE XL QeU y n. Ro A RE ER 
(Q, Gn), Wb 0n Pio) Regal ARRAT, 
—e, sdara A “rla, 


. dt fon - f. Asmat cH mhjbHj, 
0, Ta A, AST, 


3k f C sin O BR BRR a.i. 
. IRM fO) KREMT JUI Denga, mac M 3 GR FOL sin D, 
aAa BEBE. 


10. 


11. 


=j d n 


2 - Ou tom D To a 
(b= 好 区 一 24. Ce e are sin vi 一 Rt V1 一 (^ y) 


. SE CONUEUN DORJESPETLEE 


a inge fü YE L-72; æj EE ECS =f) HPR 02,23 
= bgm-1 50; 

(2 n RES ER Ox) dT —23, a] ERRE fiet a= — f D MR Gym = Dam 
EI 


， 局 期 六 2x [SEE ES CEDEDESISES dE M HTA gu dde 84, Bay 计算 : 


QD) FERET Cn 1) NEONET HU AGI Bs 
(D HAR Fi) eU FOS eo dr hri RRHERUBC 4 Pa BB 
关 的 积分 顺 证 可 次 摘 ， 
BORT ES MEREDECT TPITLI MET 
pce Bj, 
cos LN tos pt 
2 di ll Cri - feo deg f at, 
i 2o 2 
2 


fre 


2 sin 


E oras vus fs 
BET G) — io D eem. Tui o qs euin o PD 


那 末 


782 


12. 


ia. 


14. 


15. 


1T. 


第 四 入 HAR NDOEGEGR OH 
. nci E 
u 1 5n 2 T . 
e Ha (x) — Gin +17 ( 一 T E u 7 5 
à [soam 
pum i sen Ë hl em kede = y t| -一 人 


$$ 5 种 ogg, 
ipi 在 [wy b]. bA RREME, AE 
(D iE ae-0,b-0,4 1 [ew Enp dz» — I e(—-0 (n); 


(D du a0, 5> 0 i T oc EOP p — 
a z 


AFF (X. x] .k 89g A: 
(à) fæ s= sinri (Oca; 


[ x* sin i, D xx, 
Qi fü) -| * (8 za c1, 
0, —m3id0, 
FlaRar HOHOXEedEc-—O0 queer. 
BE f(e Ba) = f a), fa 有 ?次 导数 ea p BDRCBOSUSUR) FF 
且 信 7 而 =-0， sim 
n 


i rs 
Fia) ^3 ar P ex [5i -m 5 SAR PTSTA 


- IFE- ERR {eur s0 必 有 BRAR O s E ATE PRA 


数 育 以下 关 末 ; [me] Bib. sn ERAT n ARo 
ERR -r x] EFIA RERS E EREK: 
(D) füx-—sigusz, Sme, 

gr, Occ. 
D pwd 


ty ~ra U, 


HIRA Ch FUR IESETR AC RER a, o RE nu anfa? 


18. 
19. 


20. 


2l. 


24. 


2B. 


2j Er] 783 
在 四; 2x1 KREN ERI 0? p BOE 
把 C0, a KARA rh RARUS Hoe NS our, 
(D 把 fp Sa [0 E70, 12. JUI RURA E 
(23) XE [—/. C) RRRA fx) x Dur HUSERRE Be: 
D dE C75 7] RFID —2 a] Art PRB 
TEFEHS RUE. 


tafiti (0, 3.) vrcimtta nr ARREA Con, D 内 ,而 使 它 的 富 
HUS d OS : 


(b fo ba. Sin BA le (—as«x)i 


2) f(x) - 4&4, ,908124— om (mmm). 


PI 


2 三 有 多项式 palt) = Bl (ay ens kac Ba sin ka) BU REEE ACRES 
2d. 


HAH / (0) —sigu m Com ax) EAFIR IBR ERUTSGR AK TE tke A 
A api me 

证 明 : 

(D d f fE (0, 2z) AEA FEN R b> 人 0; 

(2) 如 果 f G0) 在 (0, Ba) P GT ERHREBIDUE 0 can an au 2r RAE 


ICI sz 8 c 8) f Gn) 十 (zm — 3) fita) ; 
Toy — 23 


HEH n0 RIE 2,220, 


- 00. BE (a.b ibus ERATARA TENER I HR 


fo) 3 a,cosnz, g(z)- 3 b, sin as 
对 o—2Lx ELEME g AE ES; 
(2) de (a), dba) BIRER RETE, £00 — Pe 9 CL 10 t, cos nz， 
gr): à ( — Dyib, cos ur ZEP æ= (2b + Tyr 以 外 的 … 切 卢 是 速 炉 的 ， 


如 果 周 期 为 2x PUERUM f 00) 有 如 粮 的 二 阶 导 数 fo, Mf Go 的 富里 
BRRENED TETE f) Bum RA xe p fin, 


GEI Go) S) bu sin nz 的 系数 ba MIRATE fon SEIER 


29. 


30. 


31. 


32, 


33. 


84. 


35. 


APRE CECGIS m "tdem m 


Apr S b, sin me Ee FG ao UAR 
EXE! 


88. RPG 在 [一 4 a ARIS ORC es o (T) b eco. 


SEG) D-a, mi bR, Je oo 00, HADER RTI SEER E 
^ ants i Z2 
FD, MR ud) bro ( JE 


hiatas 2$ (OD SEL Loos c v ENU dC s t 

AFE at, 23 ROT Dn LUC RETE. 

在 [一 x, a3 Enti ie £o ADEE CHAIR Gn ORI 
GS à [ Gib, ^ ( — 150) cos RE — na, sin us], 

xU aus ba 是 F OBTER e= 1 [Fa) Co], ABUELA 


c=iin [6—32"*?9b,T. 
Bike — gute E S (a, conie -- b, sin ne), AAL 
: qx] 


e z 、 . 
gU pà [inber (— le eos ir — na inne], 
DL 


其 中 e:s Iun [LT 一 了 01 六 
RE — EK oco nius BUE ono C8 e » (a, eos ur Eb, sin nz? 是 


i Pr) = [Tode o c3 e, fS SURE, ETE Comm 
3E, "UICE HUeNUHEUNOROY fO. E eoe HRR JG 
—iQqpr). (pm) RTESRIRGATATRO. 

TEE LE E È e is ITE qÜdbo gg —a, r) b 
— PM pe m FG) 满足 f" 0) 4-00) — — sine, 从 而 
xk fo. 

SE S G, g QD EL- a] ERREGI X au baa dus Da GALA 
了 ,9 BYECHGA SUR NE 


Ae aa eobos L^ rosca. 
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EHI g = Sgn sin (tta 6070 ua Ll) (pace) X (o... ) (. i 
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.GKÉEdE sin -p simn 22r. 
44. 


n 5 78b 
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AETIA Diog: B Pese 


O2 II £O meo Em, x1 BEERTA EAA EIOS 
1 i Lot 
mal m B rH 


(25) Hj £60 Si 在 了 一 zy x] EU HRS PRTEBUE at aR 

wv i 

aeui 3" 
在 [a, v5 kiA AA RE ESSE CUI LE ER CD EE TRIP 
PA L, cos m, Sino, e. cos m, SIN RE, eE L-as mj EmgSIBBRBESEE!: 
(3) l, cos x, cos 2x, oe fE 104 x] LAR BPE: 
(2) sini, sin Be, 0e, sin nr, e [O0. x5 [BITES 
[0,a) [LERNEN ER fi e Hidrat EIRIO o 
RERA Za BP fi) DERE CE Feo. AET T AALA 
SEREGE fon: BXpe-(0, fft AAT). Durum 

|fíx) Tim) e. ofria e File, 

可 以 用 (C, D RA a: 0, 
ZI 
(1) 1—2- g 41 ist 
(2) 1--0—12140-1 pe 
H REAREN BE Es 


(C, I) $n. 
A mafie) M, HIj fiw " EERE BI (C. I) WAP n. 45x33 —7) 
£ Hn qWmmgnM, 
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sin fy —Cmp uc. 
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D fo | ni 


(2) f(r =e rls — (a0, 
R FAF pie): 


a) NOE ay dy = 1 log 


- og 
(2) fensin mydy-e i Gr): 
T eor, Or 
(3) [pasin sydy=d z 
9 4 
0, t=T, 


1—z, Url, 


2 f~ siniz 
E 2 [ Sina a 2zz 必 一 | 
EA g ha a T ea 0, les, 


F] 


- FPR ORE BRRIP) — 52 J^ f (o eciràt gi 


v 
0) f(s) res (8-0) 


(2) fG) xe. 
B f (2) b ERIERAE (e rs c tiii non =I ETO ELETO), 
在 (a, b] LAESEXEER, 并 且 对 (a, 01 上 的 每 一 zy fO) ROSAS ALAS 
数 存在 , 那 末 

f= [aa f’ toe e oar, 
EO 是 惕 西数 而 有 富里 埃 杰 换 ， 那 末 富 星 埃 这 换 也 是 偶 画 数 ， 等 于 
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